S. DICKSTEIN.

Wzér catkowy Wronskiego.

Sur une formule intégrale de Wronski.

Wzér catkowy, ogloszony przez Wronskiego bez dowodu w roku
1853, 1 stuzy do obliczania przyblizonego calek. Podajemy w tym artykule
dowdd tego wzoru, oparty na wzorze interpolacyjnym Lagrange’a.

1. Niechaj y= f(x) bedzie funkcya zmiennej x, ktéra dla m war-
tosci tej zmiennej

' Zy Zy Loy o v vy Lm—1 (1)

przyjmuje odpowiednio wartosci dane

. Yo yt! Yoy o oo oy Ym—1 - (2)
Mamy obliczy¢ catke
b
f yde,

gdzie ¢ i b sg pewne stale granice calkowania.
Niechaj o (x) oznacza funkcye catkowits stopnia m-tego, ktéra dla war-
todci (1) przyjmuje odpowiednio te samé wartosci (2), co funkcya y= f (%)
Wzér interpolacyjny Lagrangea® daje mam nastgpujace wyrazenie na
funkcye o (z):
1 N
o (@) = Z @—z)(z—a)(@—x,)...@—i1) (@ —Tip1) .. B—Tm) @)
i=0

(@i— @g) (i @) (@i— ) - - (X5 - Ti—1) (@im Fi1) .- @i—L1) ©°

) H. Wronski, Science nautique des marées, str. 31—32. )
) Patrz np. S. Dicks tein, Pojecia i metody Matematyki, str. 252.
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Illb m—1

N b@ oy 4

v =2 T W @

t==0
gdzie

@) =@ —z) &z —2) (@ — @) ... @—Ln), ®)

4! (2;) za$ oznacza warto$é pochodnej funkeyi ¢ (z) dla z =2x;.
2. Majac to, mozemy funkeye y = f (z) wyrazi¢ za pomocg wzoru: ?

f@=¢@+4@ L ‘,(C), ‘ ©

gdzie { jest pewna wartos¢ $rednia pomigdzy wartosciami (1) zmiennej w;
fim (€) oznacza warto$¢ m-tej pochodnej funkeyi 7 (¢) dla  =¢.
Catkujac wzér (6), otrzymujemy:

b b b
[t@ae=[e@ s+ T20 (4@ aa,

lub, na podstawie wzoru (4):

m—1

ff(m) Bz = Z q)rgé;) q) x) f(,;(;[;) [4’ () dx.

Oznaczajac wyraz dopetniajacy

b
()
fmi(gl _[(Hw) dz
przez R, piszemy: ’
b nm— I
i Ys la(w
l/f(x) do= ¢,(%)/ 4z B, %

3. Wiadomo, ze do funkcyi catkowitej jakiejkolwiek F (%) stopnia
m-tego, jezeli & oznacza przyrost dowolny zmiennej «, stosuje sie nastepu-
jace rozwiniecie, wynikajace wprost z wzoru Taylora:

) Patrz np. G. Peago, Lezioni di Analisi- infinites'male Vol. 1, str. 245,
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/
F@)— Fe—n) = @—n) F' @) — Ex L ) 4+ € 1 oy —
(it E I pw @),
b
) ,Fiﬂg,_gﬂ;“ ) = I (1) — = FH( ) +(;E_,‘,h) B {g)—
Pxr -
(s EI o o)
m!
e F@)=¢@, h=u,
otrzymujemy Flo—h—=g (wi) _o,
a wzory poprzedzajace stajg sig:
b0 =@ 2)¥ @ — C5 L @) + E v @) -
(=1 EE g @, ®
HO)_y ) — TG @+ 5 e @ -
(e BB oo ), ©

Catkujac wzor (9) w granicach nieoznaczonych, otrzymujemy:

/ ¢ (@) dm_[ v (@) dm__ f(x,——w,)qn”(m)dm

xrT—X;

” (=1 1t / gyt gl () dv. (10)
oy [@mr g @ da— S [ om0 @)
Strone druga przeksztalcimy przy pomocy catkowania przez czeéci; De-
dzie mianowicie (statych catkowania nie piszemy):

SV (@) do=1}()
S(@-a) ¥ (@) da = (z—:) W (@) — [V (x) dz
= (—z) ¢’ (%) — ¢ (@)
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J@ -z ¢ (@) dw = (z—x)? § (@) — 2 f (x—2) V" (z) dez
= (@—z)? ¢ (¥) — 2 (z—a) ¥/ (@) 29 (2)
S @—z) ¢V () dae = (@ -—uw;)s ¢ () — 3 wP V(@) de

= (@—x:)® §'"" () — 3 (x—aw)? & @) 4 6 (@—;) o @) — 60

Wstawiajac te wartosci po stronie drugiej wzoru (10), otrzymamy:
[ o =4~ - ¥ @) — 4 @)

+37 [@—2)* 4 () — 2 @) ¥ (2) + 24 ()

— 37 =20 4 (5)—8 (=" ¥ (016 (0—2) ¢’ (@) —6 (&)

+. :
+H e — L

m!

Dla uproszczenia strony drugiej otrzymanego rozwinigcia korzystamy
z wzoru (8); wstawiamy mianowicie po stronie drugiej zamiast ¢ () strone
druga wzoru (8) i po dokonaniu tatwych redukeyj, otrzymujemy nastepujace

)
wyrazenie catki f 4@ dz: '
J —

. )xi%dh(w—w'(x)

‘-21—, I+9) @—x)* ¢ (2)
+ 3‘17 T4+ + 3 (@—z) ¢ ()

—_ 4—1!— A+i43+ 5 @—a) v ()

e
FEXT i+ Y g i @),

m
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Polézmy dla skrécenia:

1
SO =1+ i+

[przyjmujemy nadto, ze 8 (0) = 0]; wzor poprzedni da si¢ napisac tak:

P

S ;fg('"—c)‘ dw =8 1) (@ - %) ¥ (@)
o 8@ @ — 2 ¥ @)
+ 311 5(3) (v — @) ¥ (@)

— o W @—a) ¢ @)

4.
-+ (_T%_;._. S (m) (% — @)™ ¢ (2) ,
" f LICO NPy (11)
J =%
gdzie s
o= EZ 50 @—arw@. (1)
' v

Bedzie zatem wedlug wzoru (7):

b m—1 ) b
m=—1

"o, R (13)

@

Yi
=2y

=0

4. Dajmy, ze wartodci (1) zmiennej s34 nastgpujace:

2, =0, z,=8 2,=28& ... Bpr = (m—1) &,
; taje sig wte-

gdzie & jest jakiekolwiek; funkcya ¢ (%), wyrazona wzorem (5), staje sig

dy réwna: w(w—&)(w—%) o (w-fwz~1 g,
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funkeyg tg oznacza Wroniski symbolem 2% Warto§¢ pierwszej pochod-

nej funkeyi tej dla o =wx; bedzie oczywiscie réwna
¥ (@) = (@) (Ti = By) -+ v (Be—Lims) (B—Tir) « o (i Lpry)
=28, (16 —8)... (18 —i—18) (16 —iF19)... ((E—m—1¢)
=0(-1). . LB (=11 1.2 ., (m—1—) gm—imi
= (—1)m=t=ig] (m—1 —g) gm—1,

Ktadac dla skrécenia

T el Y
ST =1 =31 (14
otrzymujemy .
v @) =50 (15)

i

Funkeya €; staje sie w tym przypadku réwna

m—1
— 1 v—1 . . . dv xm]——i
9":; (—v,)h §0) @—aty L& (16)

(=1, 2...m), Q,=1.
Wprowadzajgc wartosdci (14) i (18) do wzoru (13), otrzymujemy:

m—1

b
[r@aa=00 %

Jest to wzér Wrofiskiego, ktory cheielismy udowodnié.

Wrodski wyrazu dopetniajacego nie podaje i pisze swéj wzdr catkowy
w postaci:

i —1)m~1
[rae =207 (400m 4+ 4120+ .+ g - O

b
%R

gdzie 4;1 Q; maja wartosci okreslone wzorami (14) i (15), C, zas jest stalg
dowolng. Po drugiej stronie wzorua (16) dodaje Wroriski wielko§¢ nieozna-
czong M, ktéra musi by¢ tak obrana, aby dla z =0 byto 2;=0.

5. Wzér udowodniony jest przypadkiem szczegGlnym analogicznego

(r)
wzorit ogélnego na catkg wielokrotng f ydaxr. Wypisujemy ten ostatni w po-
staci, danej mu przez Wrodskiego:

®)
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3
Oy Qo Cyat A Gt
i J 2 Ine calkowania, spétczynniki 4; majg
dzie Gy, Oy, ..., Cr—y sa state dowo : ania,
iartoéciookreélone wzorem (14), funkcye za§ @; (=1, 2,..., m —1) wyra-
zaja sig w ten spos6b:

./1/‘ - ie "‘—.‘l | =
szs(“‘l)g“;:i%x PP

- [yt
/(7)/(1?75’4 = (’ml%T’“ [4oQ %+ 4,27+ - At Yt Youi]

— T sm@ dort
4D 5yt S
DO 5y TS S
+.
+ (e Y.A(&i*rl)-_-?%ii*ﬂ"_il St —1) (2%1 it

o MO MOz M 4 MY
gdzie liczby M,®, M,®, ... MY, winny by¢ wyznaczone w ten sposGb, aby

funkcya @ i jej pochodne az do pochodnej rzedu (r—1) wigcznie mialy war-
toé¢ zero dla ©z=0.
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