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STEFAN MAZURKIEWICZ.

0 zwigzkn miedzy istnieniem granicy hm ( Af l{f ) ~

a ciagtoscig funkegi f(z).

fAnf(z).

Sur la relation entre I’ existence de la limite lim ! % et la continuité
Ag==0 ST"

=g

de la fonction f(x).

Zadaniem noty niniejszej jest dow6d nastepujacego twierdzenia:

Dla kazdego naturalnego n»>2 znales¢ mozna funkcyg
f(x) mierzalng i ograniczong, niecigglag w punkcie x,, a przy-
tem taka, ze granica:

lim (Wﬂ)j M
lz=1zx,
istnieje.

Zagadnienie istnienia takiej funkcyi zostato postawione przez p. Sier-
pinskiego" irozwigzane dla szczegdlnych przypadkow, mianowicie dla
n =2 przeczgco przez p. Sierpinskiego?, zas dla n=23 twierdzaco
przezemnie. ¥

Pomijajgc przypadek n =3, zakiadamy, ze

P1=2, P2y Dsr - Pm n

jest ciagiem liczb pierwszych nie wigkszych od =, uporzadkowanych wedtug
wielkosci. Kazdej liczbie naturalnej k& < n mozna przyporzadkowac jeden
i tylko jeden cigg liczb nieujemnych, catkowitych:

'} Prace mat.-fiz. t. 26, str. 127,
3 Le
3} Prace mat.-fiz. 26, str. 215

Prace mat.-fiz., t. XXVIL. 13
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';st 520.1, R L] (2)
tak, aby bylo:

p=]I 23 3)
s=1

jest to nic innego, jak twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu liczb natu-
ralnych na czynniki pierwsze.

Wezmy teraz pod uwage réwnanie réznicowe o m zmiennych nieza-
leznych:

n—1

7\ o N X o g
Y o) e, s b =0, @)

s=0

Udowodnimy, ze réwnanie to posiada conajmniej jedne catke szczegdl-
na, zalezng od dwu tylko zmiennych y,, y. 1 majaca ksztah:

f(ylv yZv"-ym):a’y:-by”ﬂ (5)
gdzie a i b sa stale zespolone, czyniace zado$¢ warunkowi:
lal=1b]=1. 6)

Wstawiajac wyrazenie (5) w réwnanie (4) i opuszczajac wspélny czyn-
nik av . b¥=, otrzymamy:

-1

< n (n—g) gl —8) .
E(vrl)*(s)ua’ B )

§

=1

Jednomiany, wchodzace w sktad tej sumy, rozpadajg sie na trzy ka-
tegorye:

%) takie dla ktérych 327> 0; ma to miejsce jedynie dla n — § = p,;

z postulatu bowiem Bertranda i okreslenia liczby p, wynika,

ze jest 2p,>n=mn —s (w przeciwnym bowiem razie istniataby liczba

plerwsza p,.y, spefniajgca nieré6wnosci: pm > Pmi =<n). Kategorya ta

skiada sig z jednego tylko wyrazu, dla ktérego &= = ¢,(w =0 { ktéremu
nada¢ mozemy ksztatt:

e
1+ b y
C o] ®)

m

?) takie, dla ktérych 2,009 ==3"" =0, a wiec wszystkie wyrazy, dla
ktérych n - s jest nieparzyste, i rézne od p,,:

(3) O zwiazku migd;yA istnieniem »g{anigy it d. L 1917

; ( — 1t (2 r@—l) — (=1 (;}lm} = (-1l (Q»‘—x . (l;l)) : ©)

) wszystkie parzyste, a wigc te dla kidrych 3 =0, za§ 8"~ >0:

S el e (0
przyczem suma spéiczynnikéw tych wyrazow jest:
(—D (@t —1). (11)
Mozemy wobec powyzszego przedstawi¢ rownanie nasze w postaci:
I A T e S
Rozwiazujemy wzgledem b i kladziemy a = e'¢; otrzymamy:
B(S)
— 2w | ;"m) + }; (QHr) R .
e F) e T
o B

Zagadnienie sprowadza sig tym sposobem do znalezienia rozwigzan rze-
czywistych réwnania
| Fe)|=1. (14)

Zauwazymy przedewszystkiem, ze F(g)| jest fumkcyg ciagly argu-
mentu ; wystarczy wiec jezeli udowodnimy, iz:

TR0 < 1; Fizy >1. (15)
Mamy:
amy e (,ﬁ) L (2m-1—1) (;’ ) —1
F()= — ,7_,_,_(11;.)_,._ e e 2 (m*ﬁ‘f - (16)
. P e
awies F0) <1 (17)


GUEST


198 _ Stefen Mazwrkiewlez, @
E-” "‘\
377 (n
L Quel L —
e - ( )+ (-1 (27)
(}.) = ( 7 ) . (18)
D
Rozrézniamy dwa przypadki:
A) n < 10.
Uktadamy dia tych przypadkéw nastepujaca tabelke:
B =1, 5W=2, §®=1, §®=3, 300=]
n=4 pu=3 F(m=_ortT674) 3
) n 5
n=05 pn=2>5; F(x) =—16+1+‘ ~10+5) =—20,
n=6, pn—35 F(zx)=_—o216(=16415-11_ 9
s 6 PR
—64 —2 —_
N=T7, pu=T, F(z)=_—0tT1F( = L3-=7_ 5,
n=8, pn=T; F(z)= —128 84 (—28+70—28 —1) 107
8 8"’
=9 pu=T; F“_L)_VQSS-LBB—}—( 36126 — 84— 9) 223
36 36’
n=10 po=7; F(z)= —512+4-1204-( - 45--210—-210— -456-1) 483
120 TR
Jest wiec w tych przypadkach napewno:
F(=z) >1. (18)
B) n=11,
Oznaczmy przez A, najwickszy ze spétczynnikow (’n)’ s=1, 2..,, n.
Powiadam, ze: )
A — 22
A, ->1. 19)

(& 0O zwiazku migdzy istnieniem gramicy 1t d.

Istotnie, nier6wnosé (19) napisaé mozna tak:

2
)

24,97

<1

Gn="——

Jezeli n jest parzyste: n=2¢, n+41=2¢- 1. wowczas:

_20(2t 1)(2t=2)... (t+D)
A= f! :

A”+1_(2t~—1 (22 ( (Zt—l) (+2) _ Jl 4 <24,
41
Dla
n=2¢-+1
mamy
nf1=20-42
oraz ( 2. @t
2¢+9) ... (¢+
Appr=* (H—l)’ =24,.
Ze zwiazkow (22), (23) wynika:
ntl %
_QAM,J_-‘_)‘ 2.24:+2%) _
Gotr= "5, S5 g G

Poniewaz jednak:

a 2/\462-1—7” 9244-64 9§§<1
1T TI0%4 1024 1022

nieréwnosci wiec (19), (20) spetnione sg dla wszystkich n = 11.
Mamy dalej:

poniewaz za$ dla r nieparzystego jest ¢,°"=1, wiec

ll/\

B Iy

4.

7] T
1 r=1

-

i

Nieréwnosci (19), (26),(27) pociggaja za soba:

1y Oznaczam przez R (=) — czes¢ rzeczywista liczby a.

(_1‘)&_!2” (2 )< V (—-1y. (2}) =W (i —1— i = 9°

199

(20)

21

(22)

(23)

(26)

(27)
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E(3)
one1 (;;) _ ; (1) L~r)(;2))
—Fie)= - ’; : >1, (28)
(5.
czyli ’
F(=)| > 1 @9

Nieréwnosci (15) sg tym sposobem zawsze spelnione. Istnieje wiec
warto$¢ rzeczywista ¢,, dla ktérej

o= Fz) =1 (30)

czyli: ) .
b= ek, (3hH
Funkcya ¢TI jest catkg szukang réwnania (4). Poniewaz spol-

czynniki réwnania sa rzeczywiste, wigc:

N [ £ (ys e ).

D (yy, Ym) =N 1= cos (; %o~ ¥mPo) (32)
jest réwniez jego catka. Zauwazymy przytem, Ze
P F0, wo==2kz k=1 2..).

Mozemy teraz zdefiniowaé funkcye f(z), czyniaca zados¢ warunkom
zagadnienia.

Jezeli:

Z=pfp B =0, &1, +2.. 5 k=1,2,..,m) (33

wowczas:

) F@ =2, v (34
Dla pozostalych 2 jest:
. fx)y=0. (35)
Funkcya f(x) jest ograniczona, gdyz ‘

) =1, (36)

powtdre jest nieciggta w punkcie 2 =0. Istotnie:

1 R

f (5,;) = ¢08 (—ky,) = cos kg, (37)

ciag jednak fcoskeg}, k=1, 2... jest zbiezny tylko dia
%, =0 (mod. 27),

(O zwigzkn mieezy istnieniem granicy i t. d. oot

co w naszym przypadku nie zachodzi, granica wiec lim f ( QIL) nie istnieje.
k=
Warunek (I) jest tem nie mniej w punkcie 2==r, spetniony. Istotnie,
jezeli A nie posiada formy (33), wéwczas zadna z liczb %. A x(k=1,2...n)
formy tej nie posiada, jest wigc:
f(k.Azy=0 k=1,2,...,n (88)

2 o) re-san

A flay _ _
S ="" o —=0. (39)
Niech teraz bedzie
Av=p¥.pH. .. pZ‘m : (40)
wowczas: ® . .
= p T p L gt (41)
n—1
(_\ f(-’-l?)) 2 (— I)s )q)(xl_*_gl(n—.q) Yin - Bnr—e1). (42)
VA ] o b

Wyrazenie to staje sie lews strong réwnania (4) po podstawieniu

T Yooe e Ym) =P W1, Yu) (43)
poniewaz jednnk @ (y,, y.) jest catky réwnania (4) wigc i w tym przypadku:

(44)
a stad:
. ARf(z
tim *8 0 (49)
c. b.d o.
RESUME.

Je démontre dans cette note la proposition suivante: Pour tout en-
tier n =3, existe ume fonction mesurable et bornée f(x)
discontinue dans z =u, et telle, que la limite

. A f(r)
Jim (S0 )_
existe.
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