18 ) W ’Sieirrpiﬁski.h__-ﬂv__" 3 - (2)
m<E< b et f(E)=m,
et que

fley<m pour ap << ¥by.

Il correspondra donc & tout élement m de Iensemble M un indice %k bien
déterminé. Je dis qu'aux différents élements de I'ensemble M correspon-
dront toujours des indices différents. En effet, supposons qu’aux élements
différents m et m/ de I'ensemble M correspond le méme indice k. Nous
aurions donc pour un nombre £:

@< § <y, (O
f&=m, @

et
f@<<m pour a <z < by; 3)

d' autre part, pour un nombre & nous aurions:

ay < & < by, “4)
FEn=m, 5)

et
[y <m! pour <z < by, 6)

D’apreés (4), nous pouvons dans (3) poser z = &/, ce qui donne

FE)<m; @)
d’autre part, d aprés (1), nous pouvons dans (6) poser © =¢, ce qui donne
<. 8)

Les inégalités (7) et (8) donnent, d’aprés (2) et (5):
no==m,

contre ’hypothése que les nombres m et m/ sont différents.

Nous avons donc démontré qu’ 4 tout élement m de I’ensemble M cor-
respond un indice & bien déterminé, et qu’aux élements différents de I’ en-
semble M correspondent toujours des indices différents. Pour ranger tous
les élements de I'ensemble M en une suite (finie ou infinie) bien déterminée
il suffit regarder comme premier 1" élement auquel correspond le plus petit in-
dice k,, comme second — celui auquel correspond le plus petit indice > 7,,
et ainsi de suite. La suite ainsi obtenue ne dépendera que de la nature de la
fonction f(x) (mais pas de la maniére dont la fonction était définie).

STANISLAW RUZIEWICZ.

0 funkcyach ciaglych, monotonicznych, posiadajacych
pantachiczne przedzialy stalosci.

(Uber stetige, monotone, iiberall dicht die Constanzintervalle besitzende Funktionen).

Niedawno zbudowatem przyktad funkcyi ciagtej, monotonicznej, nie po-
siadajacej pochodnej w nieprzeliczalnej mnogosci punktéw.? P. Sierpin-
ski zwrdcif mi uwagg, ze podobne przyklady stanowig krzywe o pantachicz-
nych odcinkach statosci, zbudowane przez Cantora?® i Harnacka?,

Dia dowodu, ze krzywe te nie posiadaja w nieprzeliczalnej mnogosci
punktéw pochodnej (ani skoficzonej ani nieskoriczenie wielkiej), wykazemy:

1) Dla kazdego punktu &, nie lezacego wewnatrz zadnego z odcinkéw
statosci w krzywej ¢ (») Cantora lub Harnacka, istnieje taki cigg liczb
Zp==E, lim z,=¢, ze lm 2O =9 @) =00

n=0oo = & - Ly
2) W kazdej krzywej f (z) ciagtej, o pantachicznych odcinkach statosci
istnieje wéréd punktéw &, nie lezacych wewnatrz zadnego z odcinkéw sta-
tosci, taka nieprzeliczalna mnogo$é punktéw &, ze dla kazdego z nich mozna
[ —7@) _,
Z & —x,
W pierwszej czedci tej pracy udowadniam twierdzenie 1-sze dla krzywej
Harnacka, przyczem dla wygody badan przedstawiam jg analitycznie, jako
rozwigzanie pewnego ukfadu réwnan funkcyjnych. W czesci drugiej zajmuje
sig twierdzeniem I-szem dla krzywej Cantora, w czesci trzeciej twierdze-
niem 2-giem.

dobra¢ taki ciag liczb =z, 2= &/, lim z,=¢, ze lim

n==00

) Sprawozd. Tow. Nauk. Warszawskiego, 1913, rok VI
%) Acta Mathematica, T. 4, p. 386.
% Mathemat. Annalen, T. 24, str. 227.
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L

Rozwazmy nastepujgcy uktad réwnafi funkcyjnych:

r—+43
3=
Uktad ten mozemy ujgé¢ w jedno réwnanie:
T 41 1 — 1)
0 o[fh=1et T 4 1T Y,

2e=0,1,23; 0Lzl

(E @ oznacza najwigksza liczbe catkowita, nie przenoszacq a; (—1)°==1).

Zalézmy, ze istnieje funkcya ¢, okreslona w przedziale (0, 1) i ogra-

niczona w nim, spetniajgca powyzszy uklad réwnan funkeyjnych.

Rozwifimy liczbe & w uktadzie czwdérkowym na utamek istotnie nie-

skoficzony:
0. 24 oL
x=~417+~4£2»—}— 42 + ...
Wprowadimy oznaczenia:

= Q,

a1
5.5’“_'2"_

14 (—1y%
4

= by,

II b-n = Bm ]

n=l

Uk+1_’_”k-,—2_}_dvk+3+

Mamy wobec naszych oznaczen i wobec wzoru (Il):

3) O funkeyach ciaglych, monotonicznych i t d o

tp(l):w(z‘J('“bl}

=a; -+ b9 (),

n T+ %) i
¢ @)= o[ ) = - bup ().
Wstawiajac do wyrazenia na ¢ (z) kolejno wyrazenia na ¢ (zy), § (%), -
o (Ty—1), Otrzymujemy:

9 (T) = @y -+ By@y 4+ Byag -+ .. .= Byt B g (1) .

Zauwazmy, Zze By jest albo 0, albo ::%. Poniewaz funkcya @ jest

w przedziale (0, 1), wedlug zatozenia, ograniczona, otrzymujemy rozwiniecie

(] ¢ (2) = a, 4 B ay+ By a; +

zbieine bezwzglednie, gdyz ogélny sktadnik jego spetnia nierdwnosci

O ile = daje dwa rozwiniecia: jedno skoriczone i drugie nieskoﬁczor'le,
obliczmy raz wartos¢ funkeyi dla rozwiniecia skoficzonego, drugi raz dla nie-
skoficzonego.

Mamy wiec dwa rozwiniecia:

o Olg O
m:—f+4s++ﬂ, an>11

L Op— 1 3 3
;1~=%L+»Z§ + ot et TRt
W pierwszym przypadku jako warto¢ furkcyi otrzymujemy:

-1
@) =a,+ Bia,+ ...+ Bostta1+ Bua 5B + ;

w drugim:

: o 1 (="
¢ (@) =, -+ By 4. . . Bucalas + Bat 3B " B - i_(_j A
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Gdyby bylo By =0 dla k <{n —1, to oczywidcie byloby ¢ () =0 ().
Zatézmy wigc, ze B, ==0.
Potézmy dla skrécenia:

2(1) = — Bty —.... — B, a0 =1 (1),

(@) —ay— Bty — . ... — By sty = (),

Gdy «,=1 lub 2, to
— 1 . 1
V@) =5, b= o
Gdy o, =3, to
- 1 1 1 1
Y@= g V@ =g + 5 =5
Zawsze jest wiec o (z) = p (z).
O ile zatem istnieje funkcya o, ograniczona w przedziale (0, 1) i be-
daca rozwigzaniem ukfadu réwnan (1), to istnieje tylko jedna, gdyz rozwija
sig na szereg (III), dajacy dla kazdej warto$ci @ jedne tylko wartosc.

Lecz z tatwosclg sprawdzamy, ze szereg (IlI) jest rzeczywiscie rozwigza-
niem naszych réwnari funkcyjnych. )

Gdy bowiem .
ol 4
;TJ=—4L~|—-71§~—I-—...,
mamy
€ 0 o o i
g =elatir i+ ]
1041, 11 a1 L1 (=11 _ oyl
=-—-FE .l - 1 2. - o S I T I SO A e
2 2'22E2+2 4 2E2+"'

Z%d%+%4aq=é@m;

ﬂﬁi%=¢ﬁwh%+w+:%Elgl:{”

2!
N T 12241 1 1 gt
P( 4")— (T%-E;-—}—fs——{—):vg}i—“f 4 5__2»}3 12
+1 H—(j)’“ 1

1 a,-4-1 1 o oy 1 1
4 —-Q—'E*ZT—I*‘:?—FQ ’?(f—i—‘ﬁ"‘f’ :72“!‘*"‘?({[')5

) O funkcyach ciagtych monotoniczaych i t. d. ~ =
Istnieje wigc jedna i tylko jedna funkcya, ograniczona w przedziale (0, 1)
i spetniajaca w tym przedziale ukiad réwnar funkeyjnych .

Udowodnimy, ze funkcya ta jest ciagta, stale nie malejgca i posiada pan-
tachiczne przedzialy statosci.
Zatézmy, dla dowodu ciagtosci funkeyi ¢, e x i #' sa dwiema liczba-

mi rzeczywistemi przedziatu (0, 1), ktérych rozwinigcia istotnie nieskonczone
roznig sie dopiero na m-tem miejscu. Wowcezas mamy:

19 @) = ¢ @) | =] Buo1 G — Bu1 @'t Buttss — Bl py1 - ... |

2 9 1
St T T =g

co dowodzi ciaglosci funkeyi o (x).
Udowodnimy, ze funkcya ¢ (x) jest monotoniczna. Niech wiec «
i &' > beda dwiema liczbami przedziatu .0, 1), réznigcemi sie w swych
rozwinigciach istotnie nieskoficzonych dopiero na n-tem miejscu; n-ta cyfra
rozwiniecia liczby o/ jest wiedy wigksza od odpowiednie] cyfry rozwiniecia
liczby @ Nazwijmy te cylry ./ ia,. Mozliwe sa nastepujace przypadki:
1 oy=3, =2,

2 da=2, =1,

3) al, =1, o, = 0,

4) al, =3, o, =1,
5) o, =2, o, =0,
6) of, =3, o, =0.

Wystarczy oczywiscie nieréwnosci & (') > ¢ (z) dowies¢ tylko wtrzech
pierwszych przypadkach.

Mamy: _
v (z) — o (%) = By (¢'v—a,) + Baas1 — B, D1 - v
Gdyby byto B,_;=0, to mieliby§my ¢ (z) =1 (x) i nieréwnosé

: 5, s . 1
¢ (2') > ¢ () bytaby prawdziwa. Zalézmy wiec, ze B,—1==0 (a wiec = Q’u—'z)'

Wéwcezas mamy w przypadku 1) i 3):

! 1 Dyt

¢ @) = @) =gy — G Bt —
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Rozpatrzmy teraz wyrazenie
A.n‘i-] = (bnt1 + 2"B"+1 [ ) + -

Gdy zadna z cyfr rozwinigcia liczby z nie jest =3, wowczas
n+x< »»»»» —l—2* "_H 2—{ Q3T¥;'Q"+"'<1‘
Gdy za$ ou4r=23, 10

A”'T‘l + 2n 2n+l 2 + +2 2”'{ k2 2 + 2 2n+k-—-1 <L

Stad wiec otrzymujemy

Ail
§ @) — o @) =5 — 5 >0,

czyli

o () 2 9 (@)
W przypadku 2) mamy, zwazywszy, ze Butr =10 dla k=0, 1, 2,...:
, 1 41 1 1, , ,
¢(@) — 9 @)= g 1(2 —2~)+§;aﬂ+1+3,.+1(1/ﬂ+2+...,
skad, poniewaz wszystkie skladniki sq nieujemne, wnosimy, Ze i w tym przy-
padku »
¢ () > ¢ (@)

Widoczne jest dalej, ze funkcya posiada przedziaty pantachiczne,
w ktorych jest stata.  Z rozwiniecia funkcyi wynika, ze kazdy przedzial

Opy o g 2
®) Bttt et
i kazdy przedziat

0. — o O 1
(®) e ]

gdzie a; sg 0 lub 2, jest przedziatem statosci. Dlugosé kazdego z przedzia-
16w (4) i przedziatéow (B) wynosi —},;, n moze przybiera¢ wszystkie war-
tosci naturalne i przy kazdem # mamy 2*—! réznych przedziatldéw (4) i 2!
réznych przedzialéw (B). Suma ich wynosi wigc:

o - O funkcyach ciggtych monotonicznych i t. d. N 25

- .

==l n==1

skad widzimy, ze przedziaty statoéci funkcyi ¢ sa wszedzie ggste.

Wezmy teraz pod uwage wszystkie te punkty &, ktore sg koricami od-
cinkéw statosci lub nie leza na zadnym z nich. Punkty te charakteryzujg sig
tem, ze dla kazdego z nich istnieje rozwiniecie na utamek czwérkowy (rozwi-
niecie to moze by¢ skoficzone lub nieskoriczone), ktérego cyframi sg tylko
0 lub 2.

Niech & oznacza jeden z takich punktéw, w ktérego rozwinieciu jest
nieskoficzenie wiele cyfr réwnych 2. Niech to bedg cyfry o, o, ...

Potézmy

k 1

Py, —1 —'—‘——- + 4k — .

Mamy, jak tatwo obliczyc’:

1 1
PO — @) T T Gt
§ — @y, —1 - Ly k1 -
g + gFatl +-
ot | it B
—4 okt Co 2 ,ii
Ok, +_qi‘ii +

> 4. 982 =2k, 4 = 9fn

jest wiec w tym przypadku
lim ?© 0@ _

n=cc — Xy,

Gdy natomiast £ jest utamkiem skoficzonym, ktorego wszystkie cyiry
sg 0 lub 2, a wiec postaci
-8 [ oy
5:-7;"*{- ‘4'§ —‘“‘f—ﬁ,
wéwczas potozymy

=t G g


GUEST


2% . _Stanistaw Ruziewicz. ®)

Mamy wtedy:

1
,"‘Z(QLLP,(?_'E), — 2 L_-f‘i_ = Qhn-l
E—m, 2 )
4kAn
skad .
jim PO =@ _
nmoo &6 Tn

Miejsc &, majacych jako cyiry rozwiniecia 012, jest oczywiscie muo-
gos¢ mocy kontynuum; istnieje bowiem odpowiednioé¢ doskonata migdzy nie-
mi a wszystkiemi liczbami rzeczywistemi przedziatu (0, 1). Dla dowodu
wystarczy podporzadkowac kazdej liczbie

Oy Oy Oy
o 2 . 2 2 2 . -
—41 —|—Z§— oo liezbg o5y 4+ 1 odwrotnie.

Dowiedlismy wiec dla krzywej Harnacka pierwszej czesci naszego
twierdzenia.

IL

Rozpatrzymy teraz funkcyg Cantora o pantachicznych przedziatach
statodci. Funkcye te okreslimy w sposéb nastepujacy dla 0. v < 1:
Niech a; oznacza 0 lub 2. Gdy z spetnia nieréwnosci

[ Oy Ot 2

a o 1 1 o
*31“‘1"§§'+~--‘1‘37—1’1‘§<$<‘§‘+§§ +---+g,;‘:f‘1'"'3n',
potozymy: :
o o, O
@) =5+ o —}‘---*I—”@]’l"’gﬁ

Gdy natomiast  przedstawiamy za pomoca rozwiniecia nieskoriczonego

w
/x"
%= E 3u?

n==1

gdzie «,=0 lub 2,

to potozymy

Oy
2u—§—] "

b (7)) =

n=1

Z %_atwoéciq widzimy, ze tak okreslona funkcya ¢ () jest w przedziale
0, 1) ciagta, stale nie malejaca i posiada pantachiczne przedziaty statosci.

“ O funkeyach ciaglych monotoniczaych i t. d. 27

Niech teraz § oznacza ktdrykolwiek z punktow, dia kidrego istnieje jedno
przynajmniej rozwinigcie (skoficzone wzgl. nieskoriczone) na utamek tréjko-
wy, ktérego cyframi sq same O lub 2. Obierzmy cigg ., zmierzajacy do &,
w spos6b nastgpujacy: Gdy & ma na n-tem miejscu rozwiniecia cyfre 0, to
w rozwinigciu liczby @, na n-tem miejscu potézmy cyfre 2, gdy za$ na n-tem
miejscu rozwiniecia liczby £ jest cyfra 2, potézmy w x, na n-tem miejscu
cyfre 0. Reszta cyfr rozwinigcia liczby z, jest identyczna z cyframi rozwi-
niecia liczby £.

Mamy wéwczas, jak to w jednej chwili wynika z definicyi funkcyi ¢ (x):

2
b —ta) 2T Loy
t—w - L3 —algle

skad
) —
Hm $E) =9 @) = oo

£ — 2,

n=cx

Podobnie, jak w krzywej Harnacka, widzimy i tu z fatwoscia, ze pun-
ktéw & wyzej okreslonych istnieje mnogos$¢ mocy kontynuum.
Pierwsze]j czesdci naszego twierdzenia dowiedli$my wigc w zupelnosci.

1L

Niech funkcya o (z), okreslona w przedziale (0, 1), przedstawia funkcye
ciagly o pantachicznych odcinkach statosci, ale nie bedaca stalg w tym prze-
dziale. .

Wezmy pod uwage kiérykolwiek odcinek statosci, ktérego koricami sg
ty 10y (by>a,). Poniewaz funkeya ¢ () jest ciagla, mozemy znales¢ takie
liczby ¢, i 7, , spelniajgce nieréwnosci

0<e <O — oy
i

0 <y < by— ay,

ze dla wszystkich liczb x przedziatu (u4,—e,, a,) 1 przedziatu (b,, by 1)
bedzie zachodzita nieréwnos¢:

(@) — 2 ®) < b — a,

gdzie £ oznacza kt6rykolwiek punkt odcinka (a,, b,).
W przedziatach {a, — £, @p) 1 (D4, by} 1) znajdujg sig, wedtug zato-
zenia co do natury funkeyi « (), znéw odcinki statosci. Obierzmy wkazdym

g
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przedziale po jednym z nich — oznaczmy (a®, o, Do, o i (@,1, bo, 1) — tak
by zachodzily nieréwnosci:

Gy — 89 < o, 0 < Do, 0 < @y,

by < o, 1< Do, 1 < by,
oraz , )
—_ — @,
l)u‘o—avo,o<'02an, b(),1—ﬂ0,1<'02 L

(Jest to naturalnie mozliwe, bo w kazdym przedziale, ktéry nie jest
w calosci odcinkiem statosci lub jego czedcia, znajduje sig nieskoriczenie wie-
le odcinkéw statosci, nie zachodzgcych na siebie; znajda sie wiec takie, kt6-
rych dtugosé jest mniejsza od danej naprzod dodatniej liczby ).

Ze wzgledu, ze funkeya ¢ (2) jest ciggta, mozemy wyznaczy¢ takie prze-
dziaty .
(@0, 0— 0,0, o, 0), (bo, 05 Do, 0 1p, 0)

(@0, 1 - =0.1, @0, 1), (bo,1, bo, 140, 1),

azeby zachodzity wszystkie wypisane nieréwnosci:

oraz

0<e,0<bo,0— ao,o0, 0 < Mo, 0< bo,0— o, 0

0< e, 1<ho,1 - a0, 1, 0 <o, 1< bo,1— ag,1,
g — e < to, 0-— 20,0 < Go,0 < bo, 0 < bo, o+ 1, 0 << << by

L@y, 1—e0,1< @, 1< bo, 1< bo, 14+ 10,1< Do,

oraz dla kazdej liczby « przedziatéw (ao, 0 — 0,0, o, o), (Do, 0, o, 0=+ 10, 1)
nier6wnosé

. by, 0 — @
av) o (@) — o (6) | < 205020

i dla liczb @ przedziatéw (@, 1—eo, 1, @0.1), (Do, 1, Do, 1-+10, 1) nieréwnosé
bo, 1 —a
) lo@) — ¢ @) <050t

gdzie £ oznacza w (IV) dowolny punkt odcinka (@, s, Do, o), w (V) dowolny
punkt odcinka (@, 1, Do, 1).

") Naturalnie wskaZniki 0, o, 04... an sa tu tylko symbolami, ktérym nie nadaje-
my znaczenia liczbowego, tak ze np. 0 i 0,0 uwazamy za symbole rézne i punkty o, i 2, ¢
za punkty rézne.

(1) O funkeyach ciagtych ﬁwnotonicznych it d. 29

W ten sposéb postgpujemy dalej i dochodzimy do przedziatéw

VD
(bo’ @y gener By ) b“- U Bgaeey By + Mo, 2ya,..., ﬂn) 5,

gdzie kazde o jest zerem lub jednodcia. Spetnione tu by¢ maja nastepujace
nieréwnosci:

bu — @
\ By geeey 2y 0,2, @
(VH) bo, g e, 2, — 20,9,0,..., q, Eb il 5 T Fn—l ;

@o,a,a,..., 8] 7 B0ty LY < Qo q,..., 21 07 €0,y 2,1 O
< 0,z iy 0 < 00,50y 0L Uy 2y 0 M0 2y ey 0
(VII) < @,an oy < D0 gy g < Qo gy_q 1= C0m. ay_q 1

e o
L W ayae ayey 1< D0y gy g1 < Doae apy 1 To,a, 2y 1

< by, .., o "[" N0y ey 2y}

N

0 < eoanay 0K Vo0 ay g 0= Bnieyy, 0,

0 < Moy ayg 0 Doy, oy gy 07— @0,y ey 05
(IX)

0 < eammay 1 K O0a0 gy 11— Qg ay_q 15

0 < oyeyyay 1<

bo,a..., a1 1~ Qe a1 1>
dla kazdej za$ liczby = przedzialéw (VI) nieréwno$c:

0, ey evny g, q,..., ay

) o @) —g @<

i

On ?

gdzie £ oznacza jakgkolwiek liczbe przedziatu

(ao, B By b(},a‘..., a,,)-
W kazdy z przedzialéw

(au, Cyonny Gy €h,a.nn a5 aO, Fyueny rx,,,)’

(bO. yrrny Uy 3 bO, Zyaey 2y + o, ay. ..y u,l)

oraz

wstawimy w podany wyzej sposéb znéw nowe przedzialy i tak postgpujemy
dalej.
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Wezmy teraz pod uwage ciagi przedziatéw:
(@0 — =05 @) 5 - by, byme)s
(llo, s () y, a‘) ’ (bO, o 00. o + Mo, 0<|)¢

(@s, i 2, 77 B0y e u”) s (bﬂ,u,. "y bo,uw Ly "‘i" Ny u“) B

Jak z nieréwnosci (VII) wynika, kazdy z przedzialéw, wypisanych
w n-tym wierszu, miedci si¢ catkowicie wewnatrz jednego z przedziatéw, wy-
pisanych w n--1-ym wierszu.  Z nieréwnosci znéw (V1) i (IX) wynika, ze
zmierzaja one do zera. Kazdy ciag przedziatéw, D z ktérych kazdy nastgpny
jest zawarty w poprzedzajacym i zmierzajacych do zera wyznacza, wediug
znanego twierdzenia, punkt wspélny wszystkim.? Jezeli punkt ten jest wspdl-
ny przedziafom (@, — &, Go) (G0, 5 — %0, &> @0, 0) -+ (@0,0,. 0y = E0,y.n ay»
(0. 0y ) -») OZNACZIMY ZO PIZEZ P04, .. ay..s jezeli natomiast jest wspdlny
przedziatom (b, 0o+ M), (Po.w» Do, 4 M0, a)...-, OZNACZMY QO przez
40, qay...-

Nie wchodzgc blizej w rozbidr, czy punkty po, aq,... 1 40, o,a,... M0g4 by¢
identyczne, udowodnimy, ze dwa punkty po, a.a,... 1 Do, g.g,... 58 r6zne, jezeli
nie zachodzi réwno$¢ o, =B, przy wszelkiem naturalnem n.

Wezmy bowiem dwa punkty

Po,aioysy @y g Oayqgee.

Poaocy agy 1 Bgyeeees

chwila zastanowienia nad tre$cig naszych znakowain doprowadza nas do
wniosku, ze zachodzi nierdwnosc:

D0 ey sty 0 ey SO0 ety < D000 gy D0ty gy 1 B e

skad widzimy, Ze uwazane punkty sg istotnie rézne. Z tatwoscig widzimy
stad, ze moc mnogosci tych wszystkich punktéw jest kontynuum.

) Mowa tu naturalnie o przedziatach zamknietych .

) Zob. np. W. Sierpinski, Zarys Teoryi mnogosci, Bibl. mat.-fiz. Serya III, T.IX,
Warszawa, 1912.
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Wezmy teraz pod uwage wyrazenie

[ N
'-? (1)0. 2, :ﬂ,...,’ - '? (’

4,= o .
0,5, 2 T 00, 5,00 2
| Bo— i

Stosujac do licznika tego wyrazenia wzér (X) 1 zwazywszy, Ze Do, a o...
nie lezy wewnatrz odcinka (@o, a,x... s, > 00, aya... «,), OtIZymujemy nieréw-
nos¢:

1
4, < =t
skad
lim A, =0.

Dowiedli$émy wigc w zupelnosci drugiej czesci naszego twierdzenia.

Zusammeniassung.

In der vorliegenden Arbeit beweise ich, dass die durch G. Cantot?
u. Harnack? angegebenen stetigen, monotonen, iiberall dicht die Con-
stanzintervalle besitzenden Kurven die Eigenschaft haben, dass sie in einer
unabzahlbaren Menge von Punkten keine (weder endliche noch unendlich
grosse) Ableitung besitzen. Der Beweis zerfallt in zwei Teile:

1) Ich beweise, dass fitr jeden Punkt &, welcher innerhalb keines Con-
stanzintervalls der Cantorschen oder Harnackschen Kurve ¢ (x) liegt, eine
solche Folge von Punkten x, angegeben werden kann, dass

lim il Ol 4 L) RS ist.

9) Ich beweise fiir alle stetigen Kurven o (z), die fiberal dicht Con-~
stanzintervalle besitzen, dass in der Menge von Punkten 2, die innerhalb kei-
nes Constanzintervalls liegen, eine Menge von der Machtigkeit Continuums
von Punkten & sich befindet, dass fiir jeden dieser Punkte eine solche Folge
T, existiert, dass

ist.
nmes by

1) Acta Mathematica, Bd. 4, p. 386.
?) Mathemat. Annalen, Bd. 24, p. 227.
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