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Poréwnywajac z réwnaniem (68), widzimy, ze warunkiem koniecz.

nym i dostatecznym szukanym jest warunek N=p. Gdy ten

warunek jest spetniony, wowczas wszystkie kwadryki, dotykajace ich ob-

wiedni wedtug prostej (D) i prostej réwnoleglej, nie moga dotykac tej ob-

wiedni wedlug dwdch innych prostych, w przeciwnym razie te ostatnie réw-
niez bylyby réwnolegte.

RESUME. -

Ce travail est consacré au développement des quelques résultats intéres-
sants qui se rattachent & la déformation infiniment petite des surfaces réglées
et que M. Haag a résumés dans ses deux Notes, présentées & I’ Académie
des Sciences (Comptes Rendus, 1909).

En partant des équations de la surface (S) non développable, compre-

nant, comme on sait, les trois fonctions 6,, 6,, 8, qui sont les trois solutions
d’une équation de la forme

je cherche d’'abord quelles doivent &tre les fonctions 6,, 6,, f5, k& pour que
la surface (S) soit une surface réglée, dont les génératrices aient pour para-
meétre «. Parmi les autres en s’appuyant sur ces considérations, je déduis
le théoréme suivant: les équations de la surface réglée (8) la plus
générale n'ayant pas de plan directeur et rapportée & ses
lignes asymptotiques sont les équations (D); les équations ()
définissent la surface (S)) la plus générale qui corresponde
4 (§) avec orthogonalité des éléments (Goursat).

L'étude des propriétés géométriques qu'on peut déduire des formules
que je donne, je commence par la question suivante: Une surface réglée
(8) étant donnée, y a-t-il plusieurs maniéres de mettre ses
équations sous la forme (D)? Cette question admet la réponse sui-
vante: La surface (8) étant donnée sous la forme (D), la ma-
ni¢re la plus générale de I'obtenir sous la méme forme con-
siste & faire le changement de variables et a remplacer les
fonctions @, &, ¢ par les autres fonctions (voir le texte polonais,
page 125).

Jétudie les propriétés projectives de la surface (S) et je cherche les
conditions pour que la surface posséde deux droites et pour qu’elle soit du
second degré etc.

Dans la deuxidme partie de mon travail je passe en revue les consé-
quences diverses qui découlent des formules (D), (E) et des propriétés gé-
nérales de Ia déformation infiniment petite des surfaces.
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0 rozwiazaniach osobliwych rbwnad réiniczkowyeh algebraicznych
rzedu pierwszego.

Sur les solutions singulitres des équations différentielles algébriques du premier ordre.

Rozwiazania osobliwe réwnania rézniczkowego algebraicznego rzedu

pIerISIEE? flz,y, ¥)=0,

jezeli istnieja, czynia jak wiadomo, zado$¢ réwnaniu wyréznikowemu

Az, y)= 0,
wynikajacemu przez eliminacye funkeyi ¢’ z dwéch réwnan
f @, v, ¥) _
fa g, =0, LE&LE o

W ogélnoéci wszakze zaden z utworéw, z_awa'r‘ty'ch w réwnaniu W?
réznikowem, nie przedstawia rozwigzania réwnama. rozmczko.wego, \_vogo_e
przeto nie istnieje zadne rozwigzanie osobliwe, gdyz,- aby.takle rozw1qzar;1’e
istniato, musi by¢ spemione, réwnanie warunkowe, da]ar:cj: sig {atwo ustan'ovtr c%

Jezeli, z drugiej strony, idac za Lagrange'm, ktory pierwszy wyj’ai?;_
zwigzek pomigdzy rozwigzaniem osobliwem a ogdlnem, wyjdziemy z réw
nia pierwoinego P, y, C)=0,

gdzie ' oznacza statg dowolng, to réwnanie wyréznikowe

1) Przekiad rozprawy ogloszonej w tomie 112-ym czasopisma: ,Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik® (rok 1893). S. D.
Prace mat-fiz.,, {. XXVIIL
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D, »=0,
wynikajgce przez eliminacye statej € z dwoch réwnai

a o
F,y, 0)=0, L&10O_,

1

da nam w ogélnosci rozwigzania osobliwe réwnania rézniczkowego rzedu
pierwszego, wypfowadzonego z réwnania pierwotnego.

Pozorna, wystgpujaca tu, sprzecznos¢ pobudzita Darboux’a i Cay-
ley'aV do podjecia na nowo badari, majgcych za przedmiot teorye rozwigzan
osobliwych. Osiagnigte wyniki doprowadzity do waznych wnioskéw o zna-
czeniu geometrycznem obu wymienionych réwnafi wyréznikowych, wtedy
gdy nie dajg one rozwigzan réwnania rézniczkowego. Atoli zadawalajacego
wyjasnienia omawianego paradoksu w wywodach obu znakomitych matematy-
kéw nie znajdujemy. Darboux? pytanie to rozstrzyga na tej podstawie,
iz twierdzenie orzekajqce, ze kazde réwnanie rézniczkowe rzedu pierwszego
ma catkg postaci F (z, y, C) =0, gdzie F posiada wilasnodci funkeyi ana-
litycznej, jest—zdaniem jego —przypuszczeniem nieuzasadnionem. Wszakze
zdanie to nie daje sig pogodzi¢ z Cauchy’ego dowodem istnienia catek réw-
nania rézniczkowego algebraicznego o dowolnych wartosciach poczgtkowych.
Ale i dopuszczalno$c powyzszej postaci réwnania catkowego wynika, jak to
okazemy, z istnienia calek og6luych réwnan rézniczkowych czastkowych,
$cisle uzasadnionego najprzdd przez Cauchy’ego, a nastepnie przez Z. Ko-
walewskg i samego Darboux’a.

Cayley® stara sie usungé wspomniang trudnoéé przy pomocy tej oko-
licznosci, ze réwnanie catkowe jest zwykle przestepne, a krzywe przestepne
nie majq w ogélnosci obwiednich; tak wiec wyjgtki w pierwszym przypadku,
mianowicie, ze réwnanie rézniczkowe posiada rozwigzanie osobliwe, byly-
by i wyjatkami w drugim przypadku, mianowicie, ze réwnanie przestepne
przedstawia uklad krzywych z obwiednia.

Zobaczymy wszakze w nastepnym wykladzie, ze istnienie obwiednich
lub rozwigzari osobliwych nie ma nic wspdlnego z naturg przestepng lub al-

) Darboux, Sur les solutions singulifres des équations aux dérivées ordinaires
du premier ordre. Bulletin des sciences mathématiques 4, 1873, p. 158—176 oraz komuni-
kat uprzedni o tych wynikach w Comptes rendus, 1870.

Cayley, On the Theory of the Singular solutions of the first order. Messenger of
Mathematics, Vol. 11, 1873, p. 6—12, Vol. VI, 1811, p. 23—27.

2} Bull, des sciences math. 4, p. 167.

) Messienger of Mathematics; 8, p 23, 24. Poréwn. Forsyth, Lehrbuch der Diffe-
rentialgleihungen, tbersetzt von Maser, sir. 42.
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gebraiczng ogélnego réwnania catkowego. ! Wiasnosé posiadania obwiednich
przez uktad krzywych wyptywa mianowicie juz z zachowania sie tego uktadu
w ograniczonym obszarze zmiennej niezaleznej, wewnatrz ktérego istniejg
stosowalne przedstawienia tych krzywych.

Jezeli tedy — co nie zachodzi przy zwyklem wyprowadzaniu obwied-
nich z réwnania pierwotnego — ustanowimy dok}adnie w formie analitycznej
warunek, przy kiérym réwnanie wyréznikowe D =0 nie daje zadnego wta-
Sciwego rozwigzania réwnania rézniczkowego, wyprowadzonego z réwnania
pierwotnego ?, to ujawni sie osobliwa okolicznosé, ze gdy réwnanie réznicz-
kowe ma spétczynniki ogélne, wtedy réwnanie catkowe ma tg szczegdlng na-
ture, ze uklad krzywych, kidry je przedstawia, nie posiada wcale obwiednich.
Przypadek prawidiowy w réwnaniu rézniczkowem wartinkuje przeto przypa-
dek wyjatkowy w réwnaniu catkowem, i odwrotnie: jezeli réwnanie catkowe
dane jest ze spéiczynnikami ogdlnemi, to wyprowadzone z niego réwnanie
rézniczkowe daje nam przypadek wyjatkowy, w ktérym istnieja catki oso-
bliwe.

Zresztg nie jest odosobnionym fakt, ze jedna i ta sama wlasnoéé pew-
nych utworéw wystepuje w jednem przedstawieniu jako przypadek ogélny,
w innem za$ jako przypadek wyjatkowy. Itak np. krzywa w sp6lrzednych
punktowych, jezeli spétczynniki jej rownania sa ogélne, nie posiada punktéw
podwéjnych. Jezeli natomiast réwnanie krzywej jest dane w spétrzedaych
liniowych, to spéfczynniki muszg spetnia¢ pewien warunek, gdy nie ma ona

'} Cayley podaje sam przykltad na to, ze uklad krzywych przestgpnych moze po-
siada¢ obwiednig; uklad taki nazywa on ,quasi algebraicznym®. Podaje tez twierdzenie
i dowdd tegoz, ze uklad krzywych algebraicznych posiada zawsze obwiednia, a wiec, ze
réwnanie rézniczkowe, nie dopuszezajgce rozwiazania osobliwego, nie moze tez mie¢ zadnego
rozwiazania ogdlnego w postaci réwnania calkowego algebraicznego. Nieprawdziwosé tego
twierdzenia pokazuje juz zmany przyklad Serreta lub nastepujacy uklad krzywych alge-
braicznych:

@+y+CP=@—ys
kibry nie posiada obwiedniej. Albowiem réwnanie wyrdinikowe wzgledem C jest x— y=0,
a réwnanie rézniczkowe, kidremu czyni zadosé gromada krzywych
1A+yP—-S—yd -yr=9
nie spelnia si¢ przez 2 — y=0.

%) Schmidt w rozprawie ,Uber die singuldren Losungen von Differentialgleichun-
gen erster Ordnung® (O rozwigzaniach osobliwych réwnan rézniczkowych rzedu pierwsze-
£0), (Giessen 1884), gani réwniez braki zwyklego wyprowadzania obwiednich, ale czyni tylko
uwage, ze pizy pewnych okolicznosciach réwnanie wyréznikowe D ==0 daje takze rozwia- -
zania szczegdlne, natomiast nie wyjasnia przypadku, w ktérym nie daje ono wcale rozwia-
zania, lubo autfor lekko dotyka tego przypadku przy wymienieniu przykladu Serretow-
skiego.
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posiadac punktéw podwéinych. Odwrotnie rzecz si¢ ma co do istnienia stycz-
nych podwdéjnych.

Istnienie obwiedniej zalezy w rzeczy samej od natury gromady krzywych,
nie za$ od jej przedstawienia. Od formy przedstawienia zalezy tylko to, czy
istnienie lub nieistnienie obwiedniej wystepuje jako przypadek og6lny b.

Wychodzac najprzéd z réwnania rézniczkowego, stosowaé bedziemy za

-sady, bedace u podstawy waznej rozprawy Fuchsa: ,Uber die Differential-
gleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen® (O réwna-
niach rézniczkowych, ktérych catki posiadaja state punkty rozgalezienia) 2.
Jej znaczenie zasadnicze polega na rozktadzie wyréznika A réwnania réznicz-
kowego na jego czynniki liniowe, oraz na rozwinieciu rozmaitych zespojonych
gatezi funkeyi y’, jako funkcyi algebraicznej zmiennej y, danej przez réw-
nanie rézniczkowe, na szeregi, postepujace wedtug poteg takiego dzielnika
Y —, o spdlczynnikach zaleznych, podobnie jaki i 7, od zmiennej x.
Catkujgc réwnanie rézniczkowe w tej formie otrzymane z tym warunkiem, aby
dla wartosci dowolnej zmiennej x catka 3 stawala sie rowng funkeyi v, otrzy-
mujemy, odpowiednio do kazdej grupy zespojonych gatezi funkeyi ¢/, rozwi-
nigcie funkeyi y—v na szereg, postepujacy wedtug poteg réznicy z— ¢, jezeli
wogoéle przedstawienie takie istnieje. Wyktadnik najnizszej potegi w tych
szeregach, mianowicie to, czy jest on we wszystkich niewigkszy, albo w nie-
ktérych wigkszy od 1, oraz wystepujacy z drugiej strony przypadek, ze pewne

'} Fine w rozprawie: ,Singular Solutions of Ordinary Differential equations® (Ame-
tican Journal of Matliematies, 12, 1890, str. 295 (i dalsze), stara sle pytanie rozwigzaé¢ réw-
niez na drodze analitycznej. Wynik, do ktérego dochodzi, mianowicie, ze: ,rozwigzanie
osobliwe réwnania rézniczkowego nie jest w znaczeniu wlasciwem rozwigzaniem, jak, podob-
nie, nie jest niem funkcya dowolna y dla réwnania g—;‘! 7= (, y) 1, nie odpowiada, oczy-
wiscie, istotnemu stanowi rzeczy; 7 =0 nie jest w samej rzeczy rozwigzaniem, ale mnie jest
tez obwiednig gromady krzywych, przedstawionych przez réwnanie rézniczkowe. Jezeli Fine
twierdzi (str. 296), ze w punktach na 4=0 rozwiniecie funkeyi y wedlug poteg zmiennej z
jest wogdle rozbiezne, to stosuje sie to tylko wtedy, gdy ogramiczamy sie do poleg catko-
witych. Lecz, jak to nizej wykazemy, istniejq — z wylaczeniem pojedyiczych punkidow —
we wszystkich pozostatych punktach na 4=0 rozwiniecia wedtug poteg utamkowych, przed-
stawiajace gatezie krzywych, przez te punkty przechodzace, jako rozwigzanie réwnania réz-
niczkowego. ‘

*) Sprawozdania Akademii berlifiskiej 1884, t. 32, p. 699 i dalsze. Zwracamy tez
uwage na bardzo cenng dla glgbszego pojmowania pracy Fuchsa rozprawe Wallenberga:
»Beitrag zum Studium der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung® (Przyczynek
do badania réwnafi rézmiczkowych rzedu pierwszego) (Halle, 1890), w ktérej w szezegdlnoscei

“rozwazane s3 réwnania, zawierajace pochodne az do 3-go stopnia. Catkowita praca, ktérej
powy2sza rozprawa jest tylko pierwsza czescia, ukazata sie w tomie 35 czasopisma , Zeitschrift
fiir Mathematik und Physik«.
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z tych przedstawien sprowadzajg sig do y —% =0, stax}owia cechy ch-ara-
kterystyczne, orzekajace, Ze y =7 nie jest catka albo jest catka osobhwg,
a wiec obwiednia gromady odpowiednich krzywych catkowych, aﬁ!?o wreszcie
p}zedstawia catke szczegdlng. przyczem obie ostatnie wlasnodci mogg by¢
zlaczone.

W zakonczeniu Rozdziatu pierwszego podajemy dowéd na to, Ze kaz-
de réwnanie rozniczkowe algebraiczne pierwszego tzedu i stopnia n-tego
wzgledem y' posiada réwnanie calkowe. ktére w otoczeniu dowolnej ’p%.lry
wartoscl = a, y=>b— z wylgczeniem tylko odosobnionych par wartosci—
daje sie przedstawi¢ nieskonczenie wieloma sposobami w postaci

Fiz, y, C)=0,

gdzie F jest funkeya calkowita stopnia n-tego wzgledem stale] dowclnejA c
o spotczynnikach, kidre sq szeregami. postepujacemi wediug pf)tgg dodatnich
réznic # =a, y— b, posiadajacemi pewien obszar zbieinoscl.

W Rozdziale drugim wychodzimy z rownania skoficzonego

Pz, y, C)=0

stopnia n-tego wzgledem 7, o spétczynnikach, kidre s3 funk_cy?mi apalitycz-
nemi zmiennych i y, 1 wyprowadzamy stad, przy pomocy eliminacyi stafych,
rownanie rdéhiczkove, ktgre w ogoinosci rozni sie czynnikiem, od ¥y nieza-
leznym, od réwnania rézniczkowego algebraicznego, kidremu ma czynic'.za—
doé¢ réwnanie pierwotne zalozenia. Stad okazuje sig, ze rownanie, pow;ta]qce
’ 2F (z, ¥, C)
przez eliminacye wielkosci (' z réwnan F(x, y, C)=0, e = 0,
czyni wprawdzie zawsze zados¢ réwnaniu wyprowadzonemu, nie mniej jed_nak
nie moze by¢ ono uwazane za catke. jezeli wraz z J) =0 znika wspomniany
czynnik wc;lny od ¥, gdy wlasciwemu réwnaniu réZniczk(.)wemu nie staje sig
zado$é na mocy réwnania D=0, Tym sposobem ustanawiamy warunek, przy
stérym gromaaa krzywych, przedstawiona przez :f’)v.m.a-ﬁe Flz, y, O)= O?
nie posiada obwiedniej. Badamy tu Dlize] ;zynmkf liniowe ¥ —7 ‘funkcyz
D i rozwijamy rozmaite galezie funkcyi G, jakg mn_kcye zmiennej ¥, na
szeregi wediug poieg réznicy y—7; ze spétczynmkamx. z‘alevzne‘rm od &. Za
pomocg odwrdcenia otrzymujemy stad tylez przedstamen. rochy’ ¥ w'e‘
dhig poteg réznicy @—e¢, przyczem wielkodcl ¢ n:adaje sie wartod¢ sz§zeg’ol-
13 taka, aby dla dowolnej wartosci ¢ zmiennej o funkeya y ‘sta'wa%a_sm ow-
na funkeyi 4. Co do tych szeregdw, o ile ich forma lub istm_eme d‘a}e;‘cechy
charakterystyczne dla omawianej natury krzywej y =1, sthgrdzajq sie wy-
niki, pozyskane z rozwazania réwnania rézniczkowego. Poniewaz tym spo-
sobem badania, wychodzgce z réwnania catkowego i ro’Zniczkowego, prowa-
dza do zgodnego celu, przeto twierdzenie o rzekomej niezgodnosci obu spo-
sobdw rozwazania traci w zupetnosci prawo bytu.
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Rozwazania nasze poprzedzimy jeszcze ogélng uwagg o funkcyach, czy-
nigcych zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu algebraicznemu rzedu pierwszego.

Briot i Bouquet w stawnej rozprawie, ktéra ukazala sig najprzéd
w tomie 36 dziennika ,Journal de I'Ecole polytechnique*, dowiedli twierdze-
nia, ze réwnanie rézniczkowe

)

ma rozwiazanie, ktére dia x =, przyjmuje warto$¢ y, i daje si¢ rozwina¢
na szereg y =¥ (z — z,), postepujacy wedlug poteg catkowitych dodatnich
réznicy © — x,, w przypadku, gdy funkcya f(z, y) daje sie w otoczeniu
punktt & =2x,, ¥ =y, przedstawi¢ przez szereg, postepujacy wediug poteg
catkowitych dodatnich réznic  — z,, ¥ — y,. Wypowiedzieli oni nastepnie,
ze nie istnieje inne rozwigzanie y, ktére dla z =, staje sie réwnem ,.
Gdy bowiem druga calkg, o ile ona istnieje, przedstawimy w postaci
y+2=%@ — x,) 4 ¢, tak ze 2 znika dla x=u=x,, wtedy 2z czyni zados¢
réwnaniu rézniczkowemu

§§=f(w, Pa—2)+2) -, V@e—o)=2"9(, 2),

gdzie m jest liczbg catkowita dodatnig, roing od zera, ¢ za$ daje sie rozwi-
ng¢ na szereg, post¢pujacy wedlug poteg calkowitych dodatnich wielkosci
& —x, i 2. Z postaci tego réwnania wnosza Briot i Bouquet, ze, précz
z==0, nie czyni zado$¢ temu réwnaniu zadna inna funkcya 2, znikajaca dla
x=x,. Wniosek ten, jak to wykazal Fuchs w rozprawie: ,Uber die Werte
welche die Integrale einer Ditfferentialgleichung erster Ordnung in singuliren
Punkten annehmen kénnen“ (O wartodciach, kitdre moga przyjmowaé catki
rownania rézniczkowego rzedu pierwszego w punktach osobliwych), nie jest
bez zastrzezen prawdziwy. Istnieje bowiem w ogéinosci nieskoficzenie wiele
takich calek, majgcych t¢ wiasnos¢ charakterystyczna, ze dla zmiennej x,
uwazanej za funkcye zmiennej 2, jest 2 =0 punktem nieoznaczonosci. Je-
zeli za$ postawimy z3danie, aby catka 2 data sig rozwinaé wedtug poteg 162-
nicy z-—z,, wtedy istotnie 2 =0 jest jedyna, powyzszemu réwnaniu r6z-
niczkowemu zadoS§¢ czynigea, funkcya, kidra znika dla x=z,. W samej
rzeczy, nie mogtaby bowiem w takiem rozwinigciu zmiennej z zachodzié
zadna ujemna ani wlamkowa réinicy x —z,, gdyz w przypadku pierw-
szym samo 2, w drugim za$ pochodna rzedu skoticzonego zmienrej 2
;dla o =z, musialyby stawac sig nieskoficzenie wielkiemi. Lecz z poprzedza-
jacego rownania rézniczkowego wynika, przy pomocy kolejnych rézniczko-
war, _2e dla & = a,, wraz z 2, wszystkie pochodne funkcyi 2 muszg znikac.
Jezeli za$ zamiast 2 napiszemy szereg, postgpujacy wedtug poteg catkowi-

: ©
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tych dodatnich réznicy o — 2o, to z uwagi dopiero co uczynionej wynika,
ze wszystkie spoiczynniki w tym szeregu znikajg.

Tym sposobem uirzymuje sig twierdzenie Briota-Bougueta z g
zmiang, ze réwnaniy rézniczkowemu

8Y _ rrn
(il?—f(lz') y)7

w ktérem funkcya f(x, y) daje sie w pewnem otoczeniu punkiu & =1x,,
y =1y, przedstawi¢ przez szereg, postgpujacy wedtug poteg réznic & — &y,
y—Y,, czyni zado$¢ jedyna catka szczegélna y, rozwijalna na szereg we-
dlug poteg réznicy = — &, przyjmujaca dla & = x, wartos¢ ¥, 1 rozwijaja-
ca sie mianowicie na szereg wedtug catkowitych poteg tej réznicy.

L
Niechaj ’ )
Flo, 1y )= Ay Ay =0 M

bedzie dane réwnanie rézniczkowe stopnia n-tego wzgledem y' o spélczyn-
nikach A4,, 4,..., ktére sg funkcyami calkowitemi wymiernemi zmiennych
x. y, nie majacemi wspélnego dzielnika. Zakladamy, Ze réwnanie jest nie-
przywiedine wzgledem y'. Przez eliminacyg funkcyl %' z réwnan

. " af (e, ¥, ¥
@, v, y)=20, ,i,f,a?j;sf”:o

powstaje réwnanie wyrdéznikowe
A=0,

dajace warunek, aby niektére pierwiastki y' réwnania (1) byly réwne.
Niechaj bedzie y = v pierwiastkiem réwnania A =0 i przytem 7 taka
funkcya zmiennej x. aby A, nie znikalo tozsamosciowo, gdy ¥ zastapimy
przez 1. Wiedy wewnatrz obszaru zbieznosci funkeyi 4 w plaszczyznie
okoto punktu x= a, w ki6rego otoczeniu daje sig v przedstawic za pomocg
szeregu, postgpujgcego wedlug catkowitych dodatnich poteg réznicy x — «,

réwnanie
flz, 7, ¥y)=0 @

wyznacza n okreslonych funkeyj j/, z kidrych zadna nie staje sig tozsamo-
$ciowo, t. j. dla kazdej wartosci na z, nieskoficzenie wielkg, ale niektére
z nich zlewaé sie moga. Dajmy, Ze p pierwiastkéw 3’ réwnania (2) staje sig
rownemi o, gdzie % jest funkcya zmiennej x; wtedy istnieje p funkeyj ¥/,
ktére czynig zado$¢ réwnaniu (1), uwazanemu za réwnanie algebraiczne
pomiedzy ¥ iy ze spGlezynnikami, zaleznemi od , i majg dla y=r
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wspdlng, od 2 zalezng, warto$¢ {. Te funkcye 9’ rozpadajg sig wogdlnosci
na grupy zespojonych ze soba gatezi; jedna taka grupa o o« (< p) galeziach
przedstawia si¢ w sposéb nastgpujacy:

x w1
V—tl=g0u—"+a@—m" +...,
gdzie =, jak i o, oznacza liczbe calkowita dodatnig ré2zng od zera, spdiczyn-

niki za$ g4, g,... 53 szeregami, postepujgcemi wedtug poteg catkowitych do-
datnich r6znicy # — a. Zaktadamy nadto, ze g, nie znika tozsamos$ciowo.

Réwnanie poprzednie napiszmy w postaci
d( d &
¥y—1 1
LIRS N P T P @)
Rozpatrzmy najprzéd przypadek, w ktérym y =1 nie jest catkq danego

réwnania rézniczkowego; wtedy nie jest tozsamosciowo { = S Jezeli po-

dx
tozymy
Yy =1n-Fu
bedzie: !
du dy _‘
et o = L o b ot - gt -
dx o us—1
du ' - —. )

4 +
C*a-g—i—gou*~{—g1u*(‘+...

W rozwazanym obszarze plaszczyzny z mozemy obraé jeden punkt

«==c¢ dowolnie tak, aby w tym punkcie {— % nie byto zerem. Prawa stro-
na réwnania (4) jest przeto funkcya zmiennych x i u, rozwijalng w otocze-
niu pary wartodci & =1c, u =0 wedlug poteg caltkowitych dodatnich wiel-
kosci @ —¢ i u#. A zatem funkcya x zmiennej u, czynigca zado$é poprzed-
niemy réwnaniu rézniczkowemu i przyjmujaca warto§é ¢ dla 4 =0, daje
sig przedstawi¢ w postaci

T— o= — dq U - byt 4 b ettt 4o
( d'r)m

Przez odwrdcenie tego szeregu otrzymujemy:

i=—0'=)/[~ & e tna-9"+ .
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a po podniesieniu do potegi a-tej:

[

y—1=(- T @0t b =T O

To réwnanie przedstawia grupe = gatezi funkcyi catkowej ¥, zespojo-
nych w punkcie rozgalezienia @ =r¢. o wartodci réwnej 7 (c¢) i o pochodnych
pierwszych, majacych wspdlng wartos¢ £ (c), w punkcie z = c. Poniewaz dla
x=c jesttu g? rézne od I, to galezie dotykajg sie wzajemnie w punkcie
z=c, nie dotykajac krzywej y=1. Jezeli zmienia¢ bedziemy sposobem
ciaglym parametr dowolny ¢ w obszarze plaszczyzny 2, w ktérym 7i¢ po-
zostaja jednoznacznemi i ciaglemi, to réwnanie (1) przedstawia¢ bedzie 2-krot-
nie nieskoficzong gromade dotykajacych sie wzajemnie gatezi krzywych cal-
kowych szczeglnych, ktdre krzywa y = przecina w punktach dotkniecia,
nie bedqc atoli do tych krzywych styczna.

Przyjmowali$my dotad, ze 4, nie znika tozsamosciowo, gdy ¥ zastapi-
my przez 7. Jezeli wszakze jest 4,=0 dla y =1, wiedy niekidre pier-
wiastki #' réwnania (I), dajmy na to, p pierwiastkéw stajg sig nieskoificzo-
nemi, niezaleznie od z. Niechaj pomiedzy p funkcyami ¥/, ktére czynia za-
dos¢ réwnaniu (1) i stajg sie wiedy nieskoficzonemi dla y =1, istnieje znowu
grupa « zespojonych w punkcie y==7 galezi, to bedzie je mozna przedstawic¢
w postaci: N

y’-—-(y—*q) {90’2‘9’1 y—n o w—1 +-}

[ ta

gdzie %. jak i «, jest liczba calkowits dodatnia, r6zng od zera, spolczynniki
za$ ¢, ¢, .. . oznaczajg szeregi, postepujgce wediug poteg ca}kow:tych do-
datnich rozn\cy x— a, gdzie @ oznacza, jak wyzej, wartoé¢ dowolna, w kt6-
rej otoczenin v, jest nml\cya jednoznaczna i ciggla. O spétezynniku g, zakla-
damy, ze nie znika tozsamosciowo. Z poprzedniego réwnania, po wprowa-
dzeniu podstawienia .
y=mn-u%

otrzymujemy:

dx o, el

du gn'_“i%%‘glu+92'1‘2+93'15!+‘"

Jezeli w rozwazanym obszarze plaszczyzny @ obierzemy punkt dowolny
x=c¢, w ktérym g, nie znika, bedzie mozna prawa strong pOWyZSzego
réwnania przedstawi¢ za pomocs szeregu, postepujacego wedtug poteg catko-
witych dodatnich wietkosci w—e i « i zbieznego w otoczeniu wartosci &==¢,
w==0. Istnieje przeto funkcya & zmiennej u, czynigca zado$¢ temu réwnaniu
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rozniczkowemu, dajaca sig przedstawi¢ za pomoca szeregu, postepujacego we-
dtug poteg calkowitych dodatnich zmiennej w i przyjmujgca wartosc ¢ dla
=0, mianowicie:

% — =% + 7 wete L By ettt L

Przez odwrécenie otrzymujemy:
ot

1
T % E?(-Z
w= =] EFI " +n@—® .
a przez podniesienie do potegi e-tej:

atn a1

y—n=V(+“M@ T e— @)

Réwnanie to przedstawia a-F» gatezi funkcyi catkowej y, ktore w z=c¢
majg swoj punkt rozgalezienia, w tym punkcie przyjmujg warto§¢ 1 (¢), akts-
rych pierwsze pochodne stajg sie wszystkie nieskoficzonemi w punkcie z==c,

a wige sg tu rézne od wartosci (skoriczonej) E%‘ . Qatezie dotykaja sie
| Y m=e

przeto wzajemnie w punkcie z=c, nie dotykajac krzywej y =1. Jezeli

zmienia¢ bedziemy ¢ sposobem ciaglym, otrzymamy (a-=)-krotng gromade

dotykajacych sig¢ wzajemnie gatezi krzywych, ktére krzywa y=1 w punktach

styczno$ci przecina, nie bedac atoli do tych krzywych styczna.

Formy rozwinigcia (I) i (II) sg jedynemi formami, zachodzacemi wtedy,
gdy y =1 nie jest calkq réwnania danego (1); majg one te¢ wspdlng ceche
charakterystyczng, ze wyktadnik najnizszej wystepujacej w nich
potegi réznicy #—c¢ nie jest wiekszy od 1.

Moze zajé¢, ze gdy w réwnaniu rézniczkowem (1) polozymy y=—;,
réwnanie wyrdéznikowe przeksztalconego réwnania rézniczkowego wzgledem
%' bedzie miato pierwiastek 2 = 0. Mowimy wtedy, ze y = co jest pierwia-
stkiem réwnania A=0. Jezeli tedy y = oo nie jest zarazem catkg réwnania
rézniczkowego (t. j. 2=0 nie jest calka réwnania przeksztalconego), to utrzy-

mujg sig — jak o tem za pomocg podstawienia ¥ =% przekonaé si¢ mozna—

formy rozwiniecia (I) lub (II), jezeli w nich y —n zastapimy przez %

Nakoniec moze A posiadaé czynnik niezalezny od y; niechaj z —a
bedzie jednym z jego dzielnikéw liniowych, wiedy nalezy w réwnaniu réznicz-
kowem ttwaza¢ x za funkcye zmiennej y. Jezeli wiec z=¢ nie jest zara-
zem catkg, otrzymujemy formy przedstawienia réznicy = — @ wedtug poteg

{11 O rozwigzaniach osobliwych réwnai rézniczkowych 1t d. 161

réznicy ¥ — ¢, gdy we wzorach (I) i (Il) zamienimy % na y, v zas zastg-
pimy przez a. Jezeli £ = oc jest pierwiastkiem réwnania A =0, nie bedac
catkg, wiedy nalezy w powyzszych formach rozwinigcia zastapi¢ y — v przez

1 .
—, & zas$ przez y.
= 3 p ul

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia przypadku, w ktorym y =1, gdz_ie
v jest pierwiastkiem skoficzonym réwnania A =0, ma by¢ calkg réwnania
rézniczkowego (1). Jeden z pierwiastkéw ¥’ réwnania

fix, 7, y)=0

bedzie wtedy réwny % Pomiedzy funkcyami ¥/, kidre czynig zado$¢ row-

naniu (1) i dla y =" przyjmujg wartos¢ Zdl%’ niechaj istnieje grupa « zespo-
jonych w punkcie y == gatezi; grupa ta bedzie miata forme (8), w ktdrej &
nalezy zastapi¢ przez cﬁll_;] Mamy tedy:
% w1
a{y—r =z Ta
LU =0 — gy (g — )+ galy =) - ®)

dx
gdzie spélezynniki g,, g;... maja te same wlasnosci co wyzej. w szczeg6l-
nosci za§ g, nie znika tozsamosciowo. Podstawienie
y=1n+u
daje:
aet 3 =gyt - grutt -
dz °
a stad:

dz_ _awt (6)
du™ gotgiu+ gt
Nalezy tu odrézni¢ dwa przypadki gléwne:
a—1—2=0, a—1—2<0.

1) Jezeli a — 1 —=x =0, to poniewaz = >0, bedzie 0 <z Za — 1,
lub 0 < » < a. Ten przypadek zajs¢ moze tylko wtedy, gdy «>1.

Jezeli obierzemy znowu wartos¢ dowolng ¢ w obszarze jednoznacznosci
funkeyj g, g;.-- na plaszezyZnie 2 w ten sposéb, aby g, nie znikato dla
z = ¢, wtedy prawa strona réwnania (6) da sig rozwinaé na szereg, postepu-
jacy wediug poteg catkowitych dodatnich wielkosci @ — ¢ i u, a réwnaniu
rézniczkowemu (6) czyni zado$¢ funkcya v zmiennej w, ktéra dla w=0
przyjmuje warto$é ¢ i daje sie przedstawi¢ w ten sposéb:
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I

| ur—* __I,_ ‘51 qa—rtl __1___

fE—C——-[(a_‘y\' gn

Przez odwrécenie otrzymujeny:

2%

1
. ‘2 |
U= (y —1) _]/ (d aﬂ)gO‘ L — ¢ ) _l—“{z(f'ﬁc) +
przez podniesienie za$ do potegi o-tej:
a—x atl
==/ (B Ja- o e

Cechg charakterystyczng formy rozwiniecia (III), ktéra moze zachodzi¢
tylko w przypadku, gdy y =1 jest calkg réwnania (1), jest to, ze wyktad-
nik najnizszej potegi réznicy z —c jest zawsze wiekszy od 1.
Réwnanie (Ill) przedstawia grupe o — « (w rozwazanym przypadku = 1) ze-
spojonych w punkcie ¢ galezi funkcyi catkowej y, majacych te wiasnosé, ze
w punkcie # = ¢ dla wszystkich gatezi jest:

y=1, y=r1, y¥=1xM,
gdzie », gdy e —= > 1, jest najwieksza liczbg catkowita, zawartg w = 2 2
a gdy o —==1, oznacza wartos¢ o — 1, tak 2ze, — jak wyzej zauwazono—
poniewaz a jest tu >1, Xk jest réwne conajmniej 1. Galezie maja przeto wza-
jemnie ze sobg i z krzywg y =1 w punkcie ¢ styczno§é rzedu -tego. Jezeli
wigc zmienia¢ bedziemy ¢ sposobem ciggtym, otrzymamy (z—)-krotnie nie-
skoriczong gromade gatezi wzajemnie stycznych, ktére w punktach stycznosci
spotykaja krzywa y =1 i sq do niej styczne. Jest tedy y =7 obwiednig tej
gromady lub catka osobliwa. Jezeli w==o—1, liczba galezi stycznych
w punkcie ¢ do krzywej iy =1, jest réwna 1. W tym przypadku punkt ru-
chomy ¢ nie stanowi punktu rozgalezienia dla catek, powstajacych z galezi
zespojonych zmiennej y', jako funkcyi zmiennej y, przedstawionych przez
grupe, ktérg okredla réwnanie (5) 1.

Jezeli = co jest pierwiastkiem réwnania A =0 i zarazem catka réw-

nania rézniczkowego, nalezy polozy¢ y = — 1 zastosowac rozwinigcie formy
(5), w ktérej nalezy podstawi¢ 2/ zamiast y' oraz z zamiast y — 1. Jezeli

) Pordw. Fuchs, Berliner Sitzungsber. 1884, 32 8. 705, gdzie,wystgpowanie tego
przypadku lub rozwazanego pomizej %> - 1 jest warunkiem koniecznym np. to, aby catki
réwnania rézniczkowego nie mialy ruchomych punktéw rozgatezienia.
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dostaniemy -wiedy % < a, to na 2 =;1/~ otrzymamy rozwiniecie postaci (III),
i y = oo przedstawia obwiednia.

Jezeli wreszcie @ — a jest dzielnikiem wyrazenia A, x = a za$ calka,
to nalezy przemieni¢ x iy i podja¢ odpowiednie badanie. Tozsamo stosuje
sig, gdy @ = a jest calka, 22— @ za$ nie jest dzielnikiem wyrazenia A i gdy
zarazem dwa pierwiastki ¢/ stajg si¢ nieskoriczenie wielkiemi dla x=a.

2) 2—1-—2<0, a przeto x >=z—1 lub == a. Podstawienie
y =7+ u* w rdwnaniu (5) daje:

g% = i Wiy gy e gy

gdzie teraz » — (z — 1) jest liczbg catkowitg dodatnia, rézng od zera. Wedhug
uwagi koficowe] Wstepy, réwnaniu rézniczkowemn, précz % = 0, nie czyni
zado$¢ zadna calka, rozwijalna wedtug poteg caltkowitych lub ulamkowych
réznicy x— ¢, i majgca warto$¢ zero dla wartosci dowolnie obranej = =¢.
Réwnaniu rézniczkowemu (5) nie czyni przeto zados$¢, précz y' =1, zadna
calka, rozwijalna wedtug poteg réznicy x — ¢ i réwna v dla dowolnej war-
tosci e. Daje to wskazowke, ze y =1 jest calka szczegdlng danego réwna-
nia rézniczkowego; procz tego krzywa ta moze by¢ obwiednia dla gromady
catek, powstajacej z innej grupy funkeyj ¥’ i w kidrej przedstawieniu we-
diug formy (5) jest » <o — 1.

Modyfikacye, wystepujace w przypadku, gdy y=oc lub x=a s3
pierwiastkami réwnania A ==0, sg te same, jak w przypadku poprzedzajgcym.

Powyzsze wyniki streszczamy w sposéb nastepujacy:

Jezell y = v jest pierwiastkiem skoficzonym réwnania wyréznikowego
A =0, wtedy sg mozliwe trzy przypadki:

1) y=="1 nie jest catka réwnania rézniczkowego; wtedy wszystkie catki
szczeg6lne réwne v w punkcie dowolnym x = ¢ plaszczyzny =, w kidrym
funkcya 7 pozostaje jednoznaczng i ciagla, daja sie przedstawi¢ w postaci:

y—n=2E—0,

gdzie ' oznacza szereg, postgpujacy weding poteg dodatnich catkowitych lub
ufamkowych réznicy o — ¢. We wszystkich tych szeregach wykladnik naj-
nizszej potegi réznicy & — ¢ nie jest wigkszy od 1.

2) y==r, jest catkg osobliwg, t.]. obwiednia gromady krzywych catko-
wych szczegblnych; wtedy istnieje jedna lub wiecej grup catek réwnych 7
w punkcie ¢ i rozgateziajacych si¢ w tym punkcie calek szczeg6lnych y —
jezeli tylko grupa nie sktada sie z jednej catki nierozgalezionej—dajacych sig
przedstawi¢ w formie powyzszej, przyczem wyktadnik najnizszej potegi réz-
nicy ¥ — ¢ jest wigkszy od 1.
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3) y==1 jest tylko calkq szczegdlng albo tez zarazem osobliwg; wiedy
w kazdym razie redukujg si¢ niektore przedstawienia catek szczegélnych Y,
ktdre stajg sie réwnemi 4 w punkcie z=r¢, do y —7=0; w przypadku
pie.rwszyxp jest w innych przedstawieniach wszedzie wyktadnik najnizszej po-
tegi réznicy % — ¢ niewigkszy od 1, w drugim za$ przypadku istniejq précz
tego catki szczegdlne, stajace si¢ réwnemi 4 w punkcie z=¢ i dla ktérych
wspommniany wyktadnik jest od 1 wiekszy.

Modyfikacye, zachodzace w przypadku gdy A =0 posiada pierwiastek
nieskoficzony lub pierwiastek x=ua, niezalezny od y, sa wskazane w rozwa-
zaniach poprzednich.

Nature catki y =+ mozna zresztg poznaé bezposrednio z formy rozwi-
nigcia (5) dla funkcyi ¢/, ktéra to forma stosuje sig zawsze, jezeli =7 jest
catka réwnania rézniczkowego

%41

dy—n .
gz %= +al—n +..
gdzie x i« s liczby catkowite dodatnie, rézne od zera.
7 jest catka osobliwg, gdy x<a, szczegélna, gdy »=«, jedng i drugg
zarazem, jezeli istnieja rozwiniecia jednej i drugiej natury.
. Mamy tu stwierdzenie kryteryum Laplacea dla calek osobliwych,
o ile rzecz dotyczy catek réwnan rézniczkowych algebraicznych. W samej
.oy
rzeczy, tylko gdy »<a, jest 5“5 =oo dla y=1v. Lecz nalezy tu uwzgled-
ni¢, ze g/, jako funkcya wielowarto$ciowa zmiennej ¥, moze posiadaé réw-
s . ; . 3y’ .
noczesnie takie galezie, dla ktérych % =00, 1 inne, dla ktérych to wyraze-

nie ’je'st skoﬁc.zone dla y =1, tak ze jedna i ta sama catka moze by¢ réwno-
czesnie osobliwg i szczeg6lng. Zaktadamy naturalnie jeszcze, ze y =1 jest
wogdle catka, do czego potrzeba i wystarcza, aby jeden z pierwiastkéw gz’

réwnania
d,n f(w) 1’! y,)=0
byt ré =
vE réwny =
QZynlmy nadto uwage nastepujaca. Mozna wyrdznik A sprowadzié¢ do
postaci
A=P\@QeR ...,
gdzie P, Q, R... oznaczajg rézne od siebie wielomiany nieprzywiedlne

o zmiennych z i y.

) Ojcéi II}OZna‘wykazaé, ze gdy 7 jest pierwiastkiem réwnania F =0,
kt6re niechaj bedzie stopnia m-tego, 1 gdy zarazem y =1 jest catky réwna-
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nia rézniczkowego, witedy i y =, jest réwniez jego catks, jezeli v, jest in-
nym pierwiastkiem réwnania P=0. Albowiem wediug zalozenia jest tozsa-
mosciowo

pln o G0
7{“1'1 s Tf} —0
Jezeli tu i i potegi funkcyi 7 wyzsze od (m — 1)-ej przy pomocy row-

dx
nania P =0 sprowadzimy do postaci @, @, ...+ Gt wiedy
réwnanie to, po zniesieniu wspélnego mianownika, przejdzie na nastgpujgce:

PPt 4 Puam =10,

gdzie spélczynniki 2y, ..., Pm— sa funkcyami catkowiterni wymiernemi
zmiennej x. Z powodu nieprzywiedlnoci réwnania P =0, musza te sp6l-
czynniki znikaé tozsamosciowo, réwnanie przeto

d;

f(.:t, 7, H):O

sprawdza sig dla kazdego pierwiastka rownania P=20. Ale i wlasnos¢ pier-
wiastka 7, polegajgca na tem, ze jest on obwiednig albo catkg szczegdlng,
jest jednaka dla wszystkich pierwiastkéw tego samego réwnania. Wiaze

sie to, jak zauwazyliSmy, z formg rozwiniecia (5) dla —G-Z-(%-;—r‘—) wediug
poteg réznicy y — 1, ki6re, kladac ¥ = v} v, mozemy tak napisac:
' i3 2t
R TR @

dz
Poniewaz za$, jezeli y oznacza catke, réwnania

flo.n =0, rlo,atv +5Y=

zachodza réwnoczesnie, to, jezeli drugie z tych rtéwnan uporzadkujemy wediug
. e s dv o ody . i o
poteg wielkosci v i dr’ 3o 23S wyrazimy przez i, otrzymamy, po zniesie-

niu wspolnego mianownika,

dv . dv d v\ \
T e R T G ®)

. . . . . . dv . -
gdzie strona prawa jest wielomianem o zmiennych v i s spétczynniki
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za$§ Iyg, Moy, ... $§ lunkcyami calkowitemi wymiernemi zmiennych & 1 4.
Jezeli —gl;, jako funkcyg algebraiczng zmiennej v, okreslong przez poprzednie
réwnanie, rozwiniemy na szereg wedtug poteg zmiennej v, to postaé tego
rozwinigcia zaleze¢ bedzie od pewnych réwnan warunkowych- pomigdzy spét-
czynnikami, ktére to warunki, wskutek nieprzywiedlnodci réwnania P =<0,
pozostajg bez zmiany, jezeli jeden pierwiastek 4 réwnania P=0 zastapimy
przez inny. Przy takiem zastgpieniu nie mogg przyby¢ nowe warunki,
zmieniajace posta¢ rozwinigcia, gdyz kazdy taki warunek dla 7, stosowatby
sigido 1. Rozwinigcie (7) utrzymuje sig tedy, jezeli w spétezynnikach g, , Giyem
zaleznych od x i+, zastapimy v przez v,; tylko wtedy nalezy potozyé y— T
zamiast v. Bedzie zatem takze:

dfn— 1) o
—dz G (z, 711)(./_01) +91 (z, n) (y"’h) + ..

Jezeli » <=, to v, podobnie jak i 7, jest obwiednia gromady a- -krotnie nie-
skoriczonej ca}ek y, lecz sktadajacy sie teraz z takich calek szczego]nych Y,
ktére w punkcie x=c¢ przyjmuja wartosci funkcyi v,. Podobniez, jezeli
% = o, jest 0, jak i v, catkg szczeg6lng.
Wystarcza tedy zbada¢ wedtug poprzedzajacej metody tylko po jednym
z pierwiastkow réwnan
P=0, @=0, R=0,...

na kiére rozpada sie réwnanie wyréznikowe A =0, aby poznac charakter
krzywych
P=0, =0, R=0...,

mianowicie, czy sq krzywemi catkowemi, czy tez ewentualnie obwiedniemi
lub krzywemi szczegdlnemi gromady.

Na zakoficzenie wyprowadzimy z danego réwnania rézniczkowego (1)
ogdlne réwnanie catkowe z jedng stalg dowolna.

Niechaj réwnaniu (1) czyni zados¢ réwnanie catkowe
sz, y)=C,

gdzie C ozmacza stalg dowolna. Wtedy musi sie spetnia¢ tozsamosciowo
réwnanie

3 dp
é’i'{“r y'=0,

jezeli zamiast ' podstawimy pierwiastek réwnania (1). Jezeli x =a, y=25
jest parg wartosci, dla ktérej ani A ani ¥’ nie stajg sig nieoznaczonemi, wtedy
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réwnanie f(a, b, y')=0 ma n réznych od siebie pierwiastkéw ..., 2,

ijezeli a; jest rézne od zera, to funkcya —;v ktéra dla 2=a, y =10 prze-

. 1 . . . )
chodzi na o moze by¢ rozwinigta na szereg, postepujacy wedtug poteg cat-
kowitych dodatnich réznic @ —a, y—¥b, mianowicie

1 —
7 =90+ "“—:_,‘T---f
gdzie ¢4, g,*... oznaczaja szeregi, postepujace wedtug poteg catkowitych do-
datnich réznicy & — a, i gdzie ¢,* dla ¥ = a przyjmuje wartosé ;7 Otrzy-

mujemy tedy réwnanie rézniczkowe czgstkowe dla funkcyi %:
b
( T (J-"b)~rg*‘ 2) <] (10)

Temu réwnaniu, jak to wykazala Kowalewska, mozna uczyni¢ zados¢ za
pomocg szeregu z pewnym obszarem granicznym, majgcego postac

2z 2
3y T Tar

% -G

==z

r=Y vV Y ay
a=0
gdzie ¢ (%), o (x)... oznaczaja szeregi, postgpujace wedtug poteg catkowi-

tych dodatnich réznicy o — @, przyczem %° mozna wybra¢ dowolnie, pozo-
state za$ szeregi moina wyznaczy¢ przy pomocy réwnania tozsamosciowego,
ktére otrzymujemy, podstawiajac wyrazenie (11) w réwnaniu (10):
ot (1 — 3(1/ b) AW 0%
e U—dty ot gy +

AP = LU
“"(iir'_‘_d.r e s SR | i st At Vi we i el
Z poprzedzajacej tozsamosci wynikajq réwnania zwrotne:
: L dg°
V=00 g
. _det, dyg’
i ——(gu d' T dzl’
Y P L
= (go d —'“le dr G d.l;)
t — zd'.::"’ ! tdi. I xd'f’i_.‘,. /.d'?u‘
#=— {0 dr 739 gy 895 7 TV )
przez ktdre szeregi 2%, 9%.. s3 jednoznacznie wyznaczone.
12
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Z jednorodnosci réwnania rézniczkowego (10) wyplywa zresztg jasno,
ze, gdy napiszemy jedno rozwigzanie ¢, ustaliwszy funkcyg dowolng o°
(najprodciej przyja¢ ¢° =), wtedy kazde inne rozwigzanie daje sig przed-
stawi¢ przez w (), gdzie w oznacza funkcye dowolna. Réwnanie catkowe
przez to sie nie zmieni, gdyz ¢ (x, y)==C przechodzi tylko na ¢ (z, y)=0C,
mozna wiec bez szkody dla ogdlnosci.potozyé $°=1z.

Jezeli jeden—i to pojedyficzy — pierwiastek 3 réwnania f(a, b, y")=0
jest réwny zeru, wtedy funkcya ¢/, przyjmujaca dla z=a, y =10 wartos¢
zero, daje sie przedstawi¢ w ten sposob:

a)®

Yy =y + b (x—a)+ N, (LI_T +...

gdzie h,, k... sa szeregi, postgpujace wedtug poteg catkowitych dodatnich
réznicy y — b, i gdzie hy znika dla ¢y = 0. Otrzymujemy tedy na ¢ réwna-
nie rézniczkowe czastkowe

S 8"' L ~— .
= (h0+ by @ — a) + 1y © WZ?“JF -, (12)
ktoremu czyni zado$¢ szereg
v=0
, (@ —ay
r=2 ¥ BT
v=0
zbiezny w otoczeniu punkidw x=a, y=>0; ¢", ¢... oznaczajg tu szeregi,

postepujace wedlug poteg calkothych dodatmch réznicy ¥y — b; ¢° mozna
przyja¢ dowolne (i bez szkody dla ogélnosci {®=1y), szeregi zas$ gbl, ¢, ..
wyznaczajg si¢ przy pomocy wzoréw zwrotnych:

e
1 —
Pr=—"n - 3y
U’ ERAY
$f=— ( + 1 _L) s

02— _ [p &Y
9 (.)dy+2h1 d?/+zoay)

Jezeli wigc z==0a, y==> jest para wartosci, dla ktérej réwnanie
f@,y, y)=0

posiada n oznaczonych réznych od siebie pierwiastkéw ¥/, z ktérych jeden
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moze by¢ i nieskorniczony, wiedy istnieje n réznych od siebie rozwigzan
réwnania rézniczkowego (1), majacych postaé:

%1 (‘l:’ y)ZC; (?2(‘[9 y):Cx‘-'7 "i:ﬂ(wy y):(],

gdzie =,, ®,. .. oznaczajg szeregi, postepujace wedtug poteg catkowitych do-
datnich réznic @ — @, y — b i zbiezne w otoczeniu pary wartosci z=a,
y=50.

Niechaj x =a, y = b bedzie taka parg wartosci, dla ktérej A staje sig
réwnem zeru w ten mianowicie sposob, ze pierwiastek y = v tego réwnania,
ktéry dla x = @ przechodzi na b, jest jednoznaczny i ciggly w otoczeniu
punktu 2 =@, taka wiec para, Ze v daje si¢ rozwinaC na szereg wedlug
poteg caltkowitych dodatnich réznicy x — @ Niechaj dla y = 7 wielokrotny
pierwiastek y' posiada wartod¢ £ i niechaj { bedzie skoriczone dla w==15;
wiedy istnieje grupa o funkcyj ', dajacych sig przedstawi¢ w sposGb na-
stepujacy:

x 3 1
V=trge =0 Ty -+ =Z0),

gdzie %, ¢y, 91..., podobnie jak v, sa szeregami, postepujacemi wedtug po-
teg catkowitych dodatnich réznicy & — @, 1 za$ przyjmuje dla z =—=a war-
tosc¢ &.

Réwnanie rézniczkowe w otoczeniu punktéw r=a, y==0, bedzie
postaci:

P wt
2 LA P Tz \
= fre = = "+ ).
Pol6zmy: Y=+ u*

i 3, jako funkcyg zmiennych z iu, oznaczmy przez 5, bedzie:

21 2g dy £ X
ik :—-—V ph s Lol
2x 3y dz’ 2u 2y

Jest tedy w otoczeniu punktéow r =a. u=0:

© dn - |
T ] % | w1 L
__T — U wrT PR IS
= " a Gt T Gy i

w

o u!

B -G

G!)} @3

.. A L odn . o L .
Jezeli, po pierwsze, L Gg Mie jest tozsamosciowo zerem, to zaldz-

my, e jest tez réine od zera dla x=ga; wiedy réwnanie mozna przeksztal-
ci¢ na nastgpujace

4
¥

L

~
T
2

ST

z g = hyu ARy = (13)

=
2
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gdzie Ly, hy ... sa szeregi, postepujace wedlug poteg catkowitych dodatnich
réznicy ©—a. Réwnanie to jest przeto postaci (10) i czyni mu zadosé szereg

= (14)

wten sposob, ze ¢, ©'... oznaczajg szeregi, postgpujgce wedlug poteg cal-
kowitych dodatnich réznicy = — a, przyczem oY jest dowolne, a pozostate
szeregi s3 jednoznacznie wyznaczone przez szereg 9.

Jezeli;podrugie, { — cﬂl jest tozsamodciowo zerem i jezeli dla z =g

znikajg gy, 9. §—1, nie znika za$ ¢, i jezeli zatozymy ze itu g, nie znika
dla x=a, to, gdy 2 — 1 = »4-4, bedzie moziiwe przeksztalcenie na posta¢
(13) 1 stosowac sig bedzie rozwigzanie postaci (14). Lecz jezeli o — 1<u-F2,
wtedy otrzymujemy:

3¢ 1 2¢ .
= s g paurt L, (p=a S aeh 1),

i jezcli wyrazenie w nawiasie po stronie prawej uporzadkujemy wedtug poteg
réznicy « — a, bedzie

(5]
-3 |

T — a)?
Ih0 +hy(x—a)-+h, (T_QJ+"'} ,
gdzie I, I... oznaczajg szeregi, postepujace wediug poteg catkowitych do-
datnich zmiennej . Réwnanie jest postaci (12) i czyni mu zadosé szereg

-g

3
E]

W
8

U

& — ay
vi

¢= Z‘g ¢ , (15)
w ktdrym ¢°, ¢%,... sg szeregi, postegpujace wedtug poteg catkowitych dodat-
nich zmiennej #, ¢, jest dowolne, a pozostale szeregi sg przez ¢° jedno-
znacznie wyznaczone.

Pozostaje jeszcze do zbadania przypadek, w kitérym dla y =17 staje sie
%" nieskoriczonem, gdy wiec grupa o funkeyj y' daje si¢ przedstawi¢ przez

V=0—=1 "% t+a@—1+an@—m+..

gdzie g, nie znika tozsamosciowo. Zaktadamy: wtedy, ze g, nie znika tez
dla  ==a. Réwnanie rézniczkowe brzmi wtedy:

icm
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x
2 a 2
W= =gy T G—D+.

1
a jezeli wprowadzimy znowu zmienng # = (y — 1)=, bedzie:

A al 2
S L gt
art T | u Ew—{—go gy u* - e

Poniewaz g, dla z=¢ jest od zera réine. to mozna réwnanie sprowa-
dzi¢ do postaci (13), a jego rozwiazanie do postaci (14). Wzory (14) i (15)
przedstawiajg oba po stronach prawych szeregi, postepujace wedlug poteg
catkowitych dodatnich wielkosci » — @ 1 #, przyczem w jednym funkcya
dowolna jest funkcya zmiennej », w drugim funkcya zmiennej z. W otocze-
niu kazdej pary wartosci 2 =a, y =, dla ki6rej znika czynnik y-— N Wy-
réznika A, jezeli tylko funkcya v jest ciagla w punkcie z =@ i pewne nie-
znikajgce tozsamosciowo funkcye zmiennej x sg tez rézne od zera dla z =«
—przy tych to zastrzezeniach sg wylaczone tylko odoscbnione pary wartosci—
istnie¢ bedzie rozwigzanie ¢ postaci:
1 2

g=lLt+hiy—n"Fhy—n"+. ..
gdzie I, ;... oznaczajg szeregi, postepujace wedlug poteg catkowitych do-
datnich réznicy # — a@. Mozemy szereg ten napisaé w postaci:
a—1

Fooit Lo ly—n ", (16)

gdzie Ly, L,-.., L. oznaczajg szeregi, postepujace wedhug poteg catkowi-

tych dodatnich 16znic x — @, y— . Rownanie (16), z powodu = wartosci
1

funkeyi (y —1)®, przedstawia a réinych od siebie rozwiazan

1

o=Lo+ L (¥ — 1) + L, (y—1)

|

-G

—_
= Ta—i-

-3
-3
-3
-G

s PRI

Kazda funkcya symetryczna wielkosci 9, %a,..., %a—1 daje sie przedstawié
za pomocg szeregu, postepujacego wedlug poteg catkowitych dodatnich réznic
x—a, y—v, a poniewaz 7 jest szeregiem postaci

=04 2, (x —a)+ o, (x—a)'+...

wige ostatecznie przedstawic sig daje przez szereg. postepujacy wedtug poteg
catkowitych dodatnich réznic # @, y —b.

Poprzednie wywody dajg dowdd nastepujacego twierdzenia, dotyczacego
réwnania rozniczkowego czgstkowego
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Qe

; o0 i

gdzie y' jest funkcyg algebraiczng zmiennych y i @, dang przez réwnanie

f(x7 Y, ?/’) =O;

lub prosciej réwnania czastkowego

Qo de\—12 Q"2 Dew\? d¢i”
o R B Y o B 0 R C O (e BT
Po wylaczeniu pewnych odosobnionych par wartosci z i ¢, mozna dla do-
wolnie obranej pary wartosci a=a, y=2=0 poda¢ n réznych rozwizzan
®1y 2., Pu réwnania rézniczkowego (17) tej natury, ze ich funkcye syme-
tryczne dajg sie przedstawi¢ przez szeregi, postepujace wediug poteg calko-
witych dodatnich réznic z — @, y—b& i zbiezne w otoczeniu punktéw
=a, y=>b. )

Jezeli dla otrzymania réwnania, ktdrego pierwiastkami S8 @1, Dyy .oy Py

wprowadzimy, zamiast ich funkcyj elementarnych symetrycznych, szeregi:

Wttt o=—B(x—a,y—0),
BTGt G pu =B (z—a, y —b),

1

F1%e - 921=(71)HB13($ —a, "Yj—b),
¥+ Byt Bt 4B =0,

jako réwnanie catkowe réwnania rézniczkowego (17) w otoczeniu punktu
z=@a, y=~=, a gdy jeszcze polozymy ¢ = (7, bedzie

C"+B, "'+ B,0"2 .. .4+ B,=0; (18)

ogélnem réwnaniem catkowem danego réwnania (1); By, By, ..., B, sqto sze-
regi, postepujace wedtug poteg catkowitych dodatnich réznic & —a, y —b
izbiezne w otoczeniu par wartosci z = a, y==o.

Funkcye Bi,..., B, dopuszczaja przedtuzenie w obszarze zbiorowym par
wartosci, przyczem nalezy ominac kompleks par wartosci, tworzacy jedno lub
wiecej kontynudw, w ktérych jedna z funkcyj B staje sie nieskoficzong, oraz
pewne pary odosobnione, w ktérych te funkcye staja sie nieoznaczonéemi.
W otoczeniu tych ostatnich par nie istnieje wogdle zadne przedstawienie réw-
nania catkowego powyzszej natury. Co sie tyczy ogétu par pierwszego rodzaju,
to w otoczeniu nalezgcej do niego pary wartosci istnieje réwnanie catkowe

otrzymamy:
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O+ B Ot - By 02 ...+ B/ =0, (18a)

majace wiasno$é wspomniang.
Zwigzek pomiedzy pierwiastkami réwnania (18) i réwnania (18a) pozy-
skujemy na mocy uwagi, ze gdy

uy (0, =0, u(x, =0C,.... uu(z, yy==0C

sa # rozwigzaniami zupelnemi réwnania réiniczkowego (1) takiemi, Ze po-
migdzy #,,..., 4, nie istnieje zaden zwigzek niezalezny od z, y, wiedy
wszystkie wogéle rozwiazania dane sg przez

pu()=0, %()=0,..., %@w)=C,

gdzie ©,, %,,..., %= 54 funkcye dowolne. Jezeli wigc pierwiastki réwnan
(18) i (18a) oznaczymy odpowiednio przez

Ciyeen Ca; G .. Gy
to zachodzi¢ bedzie zwigzek

o' =1 (1), el =g (e, G =1, (en)-

Aby wyjasni¢ to na przykladzie, rozwazmy réwnanie

1 -

o gt

Tz, =%z pe 7,
gdzie f, ¢, ¢ sg wielomiany o zmiennych », y. Jako rozwigzanie ogéine
czyni ono zados¢ réwraniu rézniczkowemu 1zedu i stopnia pierwszego wzgle-
dem zmiennej y ze spdiczynnikami calkewilemi wymiernemi o zmiennych
2iy. Dla wszystkich par wartodci z=a, y=2>, dla ktérych ¢ i{ nie

znikajg, C daje sie przedstawic przez

C=Prx—a, y—>b,
gdzie 1" oznacza szereg, postepujacy wedlng poteg catkowitych dodatnich
1ézmic @ — a, y — b. Jezelidla x=a, y =& jest $ =20, lecz nie jest ze-
rem ani f, ani ¢, wiedy:
7?
(re L %€

¢ 1 ':'\.1\(‘73‘ a, y—10y,

Jezeli wreszeie dla x=a, y=2=0 jest 4=0, gdy fic sa od zera réine,
bedzie:

SR S SR z - a,y—Db).
O =jog0 = Tlogf—lga—1 1@~ &Yy~ Y
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Mozna oczywiscie zatozy¢, ze wielomiany fiv nie maja wspGinego
dzielnika; dzielniki za$§ wspélne wielomianu ¢ z wielomianami f lub ¢ zni-
kajg z réwnania rézniczkowego, ktére brzmi:

af 2 dp | 3y | ad

”(5{"’" §£ ?/'}:f(yﬁ‘!‘g; ?/') - ];’f (‘5;!)"59 ?/') :
Poniewaz dla par wartosci 2 =0, z=20, dla ktorych znikaja te wspdlne
dziel.niki, 4’ nie pozostaje wogdle nieoznaczonem, to i dla nich istnieje przed-
stawienie postaci C'=P @z —a, y— b), gdzie €’ jest znowu funkcya wiel-
kosci O, ktdrej atoli nie mozna wyrazi¢ przez elementarne funkcye przestep-
ne. Wylaczone sg te odosobnione pary punktéw, dla ktérych znikaja jeszcze
dwa z pomiedzy wielomianéw f, ¢, ¢, po oddzieleniu wspomnianych wspol-
nych dzielnikéw.

IL
Wezmy teraz pod uwage réwnanie skoficzone
F(z,y, )=0 (19)

stoppia n-tego wzgledem (' ze spétezynnikami, kire sg funkcyami analitycz-
nemi zmiennych z iy, o wlasnosciach podanych na kon j
etz p y cu poprzedzajgcego
Jezeli zré?niczkujemy réwnanie (19) zupetnie wzgledem z, uwazajagc ¢
za funkcye zmiennych g i Y, przez to réwnanie okreslona, otrzymamy na-

stepujgce réwnanie prawdziwe dla kazde 0 dowoln Z
ego
funkcye zmiennej z: ¢ 8 Y, waanceo =

AF R dF dC
Pt Y S A :
5 Ty Y YR (20)
gdzie dla skrécenia potozono:
20 50, do

—

axTay Z/—d—,,;

JeZeli_por'nm.)iymy przez siebie n réwnarn, powstajacych z réwnania (19)
przez podstawienie, zamiast ¢, n pierwiastkéw C,, (', ..., G, tego réwna-
nia, otrzymamy tozsamosciowo: _

x=n

A F r=n
g ((9?)22(3‘5)022) =1 Il (g)'q%% (i% . %% @1
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v SF .
H{ ) jest wyréznikiem réwnania (19) wzgledem C, ktdry oznaczmy

e
we=l *

przez D. Tozsamos¢ (21) mozna przeio napisaé¢ w postaci:

Wi totod il 4y — (261 Ay 4G,
‘M"f'iny 4-'11.?!' [ IR -‘L,\——( l) D dar drx se ar 3

gdzie M jest czynnikiem, zawierajacym tylko 1y, kidry moze by¢ i prze-

stepny, jezeli réwnanie (19) nie jest algebraiczne; 4,, d,..., 4. oznaczajg

funkcye calkowite wymierne zmiennych @ i y bez wspélnego dzielnika. Czyn-

nik w nawiasie, zawierajgcy funkcye i/, ktory jak i w pierwszym rozdziale,

oznaczymy przez f(x, y. ¥'), przyréwnamy do zera, daje réwnanie réznicz-

kowe, ktérego catkg ogdlng jest réwnanie (19). A zatem dla kazdego x iy
zachodzi réwnanie tozsamodciowe

' a5 Rl

Mf(z, y, ) =(—11D dfﬁ At B (22)

Dla dalszych wywodéw jest konieczne zbadanie wplywu, jaki wywiera

na funkcye D i M zmiana réwnania calkowego, polegajgca na wprowadzeniu

funkcyj dowolnych pierwiastkéw C, zamiast samych pierwiastkow. Niechaj

bedzie réwnanie
Fl(z, y. (y=0,

ktérego pierwiastki C,’,.... G,/ pozostaja z pierwiastkami réwnania (19
w zwigzku )
Ol =5, 000, =9 (0),..., OS=g ().

Réwnanie F'= 0 czyni, oczywiscie, zado$¢ temn samemu réwnaniu réznicz-
kowemu, co i F'=0; otrzymujemy przeto analogicznie z réwnaniem (22):

't Wyrazenie %: gdy [ jest stopnia drugiego wzgledem y', mozna uwazal za czyn-
nik caikujacy, gdyz znajomos¢ tego wyrazenia, jak to wykazat Weingarten Sprawozda-
nia Akademii Berlinskiej 1883, 48, 1168 i ,Journal fiir die reine und angew. Mathematik®,
103) pozwala calkowal réwnanie f==0 przy pomocy tylko kwadratur. Jezeli mianowicie
nde~~bdy, o’dx—0b'dy sa oba czynniki linicwe formy 7] fdx?, to z réwnania (22;
wynikajg réwnania:

eflade-~bdy,=dC, e Fiadde—bdy)=dC,,
ktérych warunki catkowalnodéci wyznaczajz pochodne funkeyi o, a wlec funkeyg 3 przez
kwadrature. Po znalezieniu funkeyi %, zoejdujemy ) i (. przez kwadratury.
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a6/ dac!  dacy

Mz, y, )= (-1
(z, 9, y)= (=)D gz, da

gdzie D' jest wyréznikiem funkcyi F' wzgledem €', M’ za$, podobnie jak
M, oznacza czym:llg wolny od ¢'. Z drugiej strony, jezeli réwnanie (22) po-
. "dc) ac,

mnozyvm 21 Ll Zn ie:
zZymy przez a0, 4c, acy bedzie:

=N dC ’ , ' ;

M %% ra, y, oy = (—1y p LG40 4G aCy

gd@ V)= T a

Z tych dwéch réwnan wypltywa

DD y{dc’

— . ® D
M T M o Eazﬂ 4’1 (01) - ‘.bﬂ(o‘ﬂ)y (23)
gdzie ¢;,..., ¥, oznaczajg funkcye dowolne.

V4 réwnanja (22) wynika, ze réwnaniu (2, ¥, ¥¥) =0 staje sie zadosé:
1) G_dy = statym dowolnym (x=1, 2..., n).
Gdyz dla dowolnej wartosci statych nie moze przez te réwnania spetnic¢

; . .M
sigwolne od ¢’ réwnanie —5=0. Sg to t. zw. rozwigzania zupetne, z ktérych
przez nadanie statym wartosci szczegélnych wynikajg calki szczegdlne
b .
2) Gdy = 0.

) Jeze!i temu réwnaniu czyni zado$¢ funkcya y= 4 (), nie zawarta

Zrowr;a’mach Cx; stalym, jako rozwiazanie szczegélne, to Y = nazywa

1 catka osobliwa. Zréwnania (23) wyplywa, ze wszystkie catki osobli-
. . . .. D

we, ktére dostajemy z réwnania u= 0, sg tez zawarte w réwnaniu £ =0,

M
i odwrotnie. Jezeli bowiem jest D ' mogtoby nie zni-

= — D
kaé tylko wted M_Odla e n
- yiko wiedy, gdyby bylo ¢, (C,) =oc dla y = 1. lecz wtedy, wbrew za-
eniu, byloby y =1 catkgq szczegélng; podobniez — poniewaz ¢, (¢",) nie

powinno by¢ zerem dla y =1+, — wynika stad, ze musi znikaé réwno-

£
s D .
czesnie z - i iwej ieci
esnt Z‘M, dla catki osobliwej y=1. Dla rozstrzygniecia tedy pytania
0 istnieniu calek osobliwych mozemy stosowa¢, zamiast réwnania (19), kazde
z przeksziatconych réwnan ¥ (z, y, ¢/)=0. ,
s Pomﬁewai zyrés%tq wszystkie rozwigzania osobliwe muszg by¢ zawarte
Townania wyréznikowem A = 0 réwnania rézniczkowego, przeto wyraze-

nia . i 4 majg dzielniki wspélne y—1, odpowiadajgce tym rozwigzaniom.

27) O rozwigzaniach osobliwych réwna rézniczkowych it d. 177
Dajmy tedy, ze y==7 nie jest calky szczégding, t. ]. nie powstaje z TOW-
nania (19) przez nadanie wartoéci szczegdlnych statej dowolnej C. Idzie
o rozstrzygniecie, kiedy y =7 jest catkg osobliwa. Niechaj dla #=a war-
to§¢ funkeyi v bedzie ; para w=a, y="5 nie ma naleze¢ do wylaczonych
wyzej par wartosci, 1 za$ w otoczeniu punktu r=0 ma by¢ funkcya jedno-
wartosciowa i ciaglta. Wedlug uwagi na koficu pierwszego rozdziaty, dla kaz-
dego pierwiastka (. istnieje funkcya analityczna G = % (C.), ktora w oto-
czeniu punkiéw z=a, y =>b ma charakter funkcyi catkowitej algebraicznej
zmiennych xiy. Jezeli uiworzymy tedy réwnanie przeksztalcone

Fiz,y, CY=0,
kiérego pierwiastkami sg:

Ol =00, Gl=15(0),.... G/'= (G

to spGezynniki przy potegach wielkosci ¢’ w tem rownanin beda szeregami,
postepujacemi wedtug poteg catkowitych dodatnich réinic z —a, y — b.
Dla przeprowadzenia badania nad tem réwnaniem przyimijmy, ze téwnanie

F(z,y, O)=0

posiada juz przy x =@, y=10 zgqdane wiasnosci.
Wiedy wyrazenia

= n=R
(3¢ I

i ~—~J

= 2

X Gy 5
=1 e 0=l =1 °y =0y

daja sig réwniez przedstawic przez takie szeregi, a wigc tez 1 wyrazenie

o

Py iR v)

£ <l

Miwe, ¥, y'3=ﬁ (

=1

)

a poniewaz spotczynniki funkeyi f sa funkcyami catkowitemi wymiernemi
zmiennych x i y, przeto i M daje sig rozwinad wedtug poteg calkowitych
dodatnich réznic x —a, y —b.

Jezeli bedziemy zmieniali ¢ sposobem cigglym w plaszczyznie @z, to 4
zmienia¢ sie bedzie réwniez sposobem ciaglym, poczynajac od b; mozemy
wiec pomyéle¢ zmiang wielkosci a tak mala, a wiec wartos¢ funkeyi v tak
blizka b, aby uirzymala sig zbieznosc spotczynnikéw funkeyi F. jezeli za-
stapimy w nich & przez funkcye %, byleby tylko « pozostawalo w pewnem
otoczenin punktu @. Najprzéd jest jasne, ze gdy dla y =7 ma by¢

% =0, musi znikaé D, gdyz M dla w=a, y=~> jest skoficzone i ciagle,
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a wiec nie moze stawac sig dla y =1 nieskoficzonem, niezaleznie od . Stad
wynika, ze gdy y =1 jest catka osobliwa, to przynajmniej dwa pierwiastki
réwnania (19) muszg by¢ dla 4 =+ réwne, i dalsze badanie skierowane be-
dzie ku temu, by ze znikajacej zawsze w tym przypadkuy, jak wykazujemy, pra-
wej strony réwnania (22) wyciagnac najwyzsza potege roznicy y—m, ktéra jako
czynnik, nie zawierajacy y', nalezy do M. Stosownie do tego, czy pozosta-
jace po usunieciu tej potegi wyrazenie rézniczkowe znika albo nie znika dla
Y=, jest y =1 calkg réwnania 2==20, albo nig nie jest. Niechaj tedy dla
¥ =1 bedzie p pierwiastkéw C réwnych ¢, gdzie € jest funkcya zmiennej
%, kt6ra nie bedzie réwna stalej, gdyz, jak to najprzéd przyjmujemy, y =1
nie jest catkq szczeg6lng. Réwnanie (19), po uporzadkowaniu wedlag poteg
roznic y — 1, C—¢&, otrzymuje postaé:

F@ g, O)=@=n¥@—1, C~0+(C—tpd (y—n, C—t)—0,

gdzie 3, ¥, sg szeregami, postepujgcemi wedtug poteg catkowitych dodat-
nich réznic y—1n 1 C—¢ ze spéiczynnikami zaleznemi od z, w ktérych za-
chodzi tylko # pierwszych poteg réznicy C—C; P, jestidla y=1, C=¢

od zera 16zne. Wynika stad nastgpujaca postac funkcyi a—? :

N

aF
se=W DY @—n C—0)+(C—tp19,y—1, €0,

gdzie Py nie znika dla y==1, C=t.

Niechaj bedzie grupa o = p rozgalgziajacych sie w punkcie Y =1
funkeyj C, ktére przyjmujac dla =1 wartos¢ ¢, rozwijajg sie w spos6b na-’
stepujgcy:

C—C=g @~ 45w -0 +..., (24)

gdzie C jest funkcya skoficzong zmiennych iy w rozwazanych obszarach,
i sg liczbami catkowitemi dodatniemi r6znemi od zera, go, g; ..., tak jak
i 7, sg funkcyami ciagtemi zmiennej z, z ktérych funkcya g, nie znika toz-
samosciowo. .

Wykladnik najnizszej potegi roznicy w rozwinieciu funkcyi 5%‘, po
podstawieniu, zamiast ¢ — {, jego wyrazenia z réwnania (24), bedzie wtedy
tylko mniejszy od 1, jezeli

%
(1)*1)7<1

(2=1->
iw tym przypadku rozwiniecie to rozpoczyna sig od wyrazu (y—1) %
poza tem wyktadnik ten bedzie réwny 1, albo od 1 wigkszy. Oznaczmy przez

icm

swnaf rézniczkowveh i 179
29} O rozwigzaniach osobliwych réwnafi rézniczkowych it d. _if9

aF
. . winieciu funkeyi oo we-
m wykladnik najnizszej potggi roznicy y —v W rozwinigciu funkcy e

dtug poteg réznicy y — 7; bedzie: 1

i—g-—'(y—ﬁ)’" Yoo,y — n)’),

P . . .. . .
gdzie "_Dn nie znika tozsamosciowo dIa y =1, & Zas W r}awngsm H;ﬁ wrs.kazy_
wa¢, ze spélczynniki szeregu ‘:L\D sg zalezne od xz. Poniewaz wed ug rowna

kl

. et ’_
nia (24) jes e 20 0 y
dx ez | 3y

% 1
4 0

: i Sdy _dy
at | . A5y | " 4@ __T)“ y __‘)’
=ﬁ”r‘(y_’l) ;'1(']5’ (v i} | v f

N P

gdzie funkcye ¥, i ¥, nie znikaja dla y =r; wynika stad:
[~} 2

1
; ac .. . =
2Fdc . Ti[ ey '_1_,_ W—m=lz, (y—v‘)c)
— =P, (y—)= |[(¥y—7) — RSS!
20 dz — Yo W= \de | {(25)
1
met St o dy {_’j‘]
ra—n e w07 G-

Wyrazenie to znika zawsze dla y==1%. Oczywiste to dla przypadku

% .
j zej =(p — 1) —, wigc
m=1; gdy za§ m <1, wtedy, jak wyzej okazano, m (p ) - e
* * ; iewaz rzeto 'estm+»f—1;‘>_;'/.-—l,
m-y——1=p——1; poniewaz p = &, p i .
o o . i
a wiec jest albo zerem, albo dodatnie. Jest tedy zawsze

M=o

y—m
Y ¢ . ar, gdy —< 1, gdy wiec
dia y=. Stad wynika, 2e g gz 1w przypadiu, 84y - ¢

e staje sig nieskoficzonem, znika dla y==1. Poniewaz wyrazenie po prawej

A
B}T r=n F d (/
& x . . _
: ; 5 il 227 przeto twierdzenie po
stronie réwnania (22) jest rowne H (31’.)«:01 70 P
=1

wy 1 W ika¢ w =7 ostato
wyisze ze razenie to musi zawsze znika¢ wraz z D dla Y TG, Z
3

udowodnione.
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=1, to wyrazenie (25) po stronie prawej, po oddzieleniu

3
czynnika (y—1)", otrzymuje dla y =1 wartos¢ ¥, (w y—mn ) ac , kto-
ra, wedlug naszych zatozed, jest rézna od zera.
m-l-—»’:?

Jezeli za$ ,’3 <1, wtedy w réwnaniu (25) jest (y —mn) najwyzszg

wspdlng potgga rézmicy y—1, a po oddzieleniu tego czynnika pozostaje wy-
razenie
]
n 3Ty, 4 T Ly, IR
ktére —poniewaz wediug powyzszego P, P, ¥, sg dla y=1 od zera rézne—
nie zawiera juz czynnika y—v, znika wszakze dla y =1.

Z powyzszych rozwazafi wyprowadzamy prawidlo nastepujace:

Niechaj zadna z wartosci £, ktére przyjmuje C dla y =7, nie bedzie

- niezalezna od @, a wigc y =1 niechaj nie bedzie calka szczegdlng, wtedy
tworzymy dla wszystkich pierwiastkéw C rozwiniecie funkcyi C—¢ postaci
(24) wedtug poteg réznicy y — 1.

Jezeli we wszystkich tych rozwinieciach wykladnik najnizszej potegi r6z-
nicy y—mn jest wigkszy od 1, albo réwny 1, to ¥ =7 nie jest catkg réwna-
nia rozniczkowego; jezeli przeciwnie w grupie rozwinie¢ ten wykiadnik jest
od 1 mniejszy,—co zresztg moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy wiecej jest pier-
wiastkdw rdwnych { dla y =1, a wiecgdy D=0 — wtedy y="1 jest calkg
osobliwg.

Albowiem w przypadku pierwszym wyrazZenie

r=n 5
—_— — 1A
L3¢, s =M@y, 9,

po podzieleniu przez pewng potege réznicy v — 1, daje iloraz, nie znikajacy
dla y=m=. Lecz poniewaz tylko. M zawiera czynnik wolny od 3!, widzimy
wige, ze réwnaniu f (%, y, y’) =0 nie staje sie zado§¢ przez y=1. W dru-
gim przypadku, po oddzieleniu najwyzszej potegi réznicy y — v, pozostaje
jeszeze wyrazenie M'f(z, y, y'), znikajace dla y =+, a poniewaz M’ nie
zawiera juz y —, musi przeto by¢ f(z, y, ¥) =0 dla y =v. Zwracamy
uwage na to, ze przypadek pierwszy moze zachodzi¢ tylko pod pewnemi wa-
runkami dla spStczynnikéw réwnania F(z, y, €)=0. Aby bowiem w roz-
winigciu funkeyi ¢ — ¢ wyktadnik najnizszej potqgi réznicy y —n byt wig-
kszy od 1, albo réwny I, wtedy dla y=v, 0=t ,—gdy ¢ jest wielokrotnym

S . . OF
pierwiastkiem,—wraz z F=0 i ézzo takze musi byé réwnoczesnie %—F—=O.
Y

icm®
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Zobaczmy teraz, w jaki spos6éb w obu powyzszych przypadkach ksztal-
tuje sie rozwiniecie funkcyi ¢ — 1 wedtug poteg réznicy « — ¢, jezeli ¢ jest
wielkoscia dowolng w otoczeniu wartosci @, y za$ przy pomocy odpowied-
nich wartosei szczegélnych na C w réwnaniu F'(x, y, C) =0 tak sig wy-
znacza, aby dla @ =¢ bylo y =7. W przedstawieniu (24)

z 21
C—t=g— o —n" +.-.
jest, na podstawie naszego przyjecia, { niezalezne od = idaje sig rozwingé

wedlug poteg dodatnich réznicy z — @, a gdy ¢ jest dostatecznie blizkie a,
i wedtug takichze poteg roznicy & — c¢; jest mianowicie:

t==C0()-to (r—c)+ay(x — ) 4...

X aL

Mozna przyjaé, ze a, jest rézne od zera, poniewaz iz moze znikac tyl-
ko dla odosobnionych wartosci na x. Jezeli w przedstawieniu (24) polozymy

C=t{c), aby bylo y=" dla z=¢, otrzymamy:

x wtl
—o (@) = - Pt =g W~ Thw—1) +
= gow g uwt
I,
(gdzie y — % f= @)

Poniewaz g,, wedtug przyjecia, nie znika tozsamosciowo, to i g, dla dowol-

nej wartosci na ¢ jest od zera rozne; otrzymujemy tedy z réwnania (26) na-
stepujgce rozwinigcie na z —¢:

)
r —c=— g““u“—}—{slw"r‘-l—...,

na stad przez odwrdcenie:

1 a

N‘u

u:(y__ﬁ)“l/ 0 (c) (2; —¢) —}—1.,4,[:—-—6] +

przez podniesienie za$ do potegi a-tej:

£ a--1

._Tﬂ]/ (c) fr,—c); 5, (—e) " .. (@7

Jezeli y =7 nie jest catka, fo we wszystkich rozwinieciach (24), jak
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wykazano, wyktadnik najnizszej potegi réznicy y — v, a wiec ~:~ , musi by¢

rowny 1 albo wigkszy od 1, a zatem by¢ musi A:‘, =<1, a stad wykladnik naj-

nizszej potegi we wszystkich rozwinigciach réznicy y — % wedtug poteg réz-
nicy z—ec jest wigkszy od 1. (Poréw. rozwinigcia 111l wrozdziale pierwszym).
Jezeli natomiast § =1 jest catka osobliwg, to przynajmniej w jednem

z rozwinig¢ (24) jest % < 1, a wiec %> 1. Istnieje przeto w tym przypadku

grupa catek szczegélnych y, réwnych 4 w punkcie = ¢ i takich, ze wy-
kiadnik najnizszej potegi réznicy w rozwinieciu funkcyi y — 7 jest wigkszy
od 1 (Poréwn. rozwinigcie Il w rozdziale pierwszym).
Wreszcie rozwazmy przypadek, w ktorym y =17 jest catkg szczegding.
Wtedy réwnanie:
F(,Z}, Y, G) =0

musi dla y =14 posiadac przynajmniej jeden pierwiastek staly G, ktéry moze
by¢ pojedyriczy lub wielokrotny; wielokrotnym bedzie wtedy, gdy — co dla
nas szczegdlnie jest wazne—jest y==v pierwiastkiem réwnania wyrézniko-
wago D=0. Przy zachowaniu zalozenia, Ze w otoczeniu pary wartosci x=a,
y="0, czyniacej zado$¢ réwnaniu ¢ ==, spélezynniki réwnania (19) maijg
wielokrotnie juz wspomniane wiasnosci, do grupy funkeyj (', przyjmujacych
dla y == warto$¢ stala e, stosuje sig rozwinigcie:

2+l

C—e=g—0 "+ W—1 +...
(28)

1
=g gt 4o (@ —e=u],

gdzie % i 2 sg liczby calkowite dodatnie rézne od zera, g, za$ nie znika toz-
samosciowo. Jezeli tedy réwnaniu (28) ma czynié zado$¢ funkcya y, ktéra
dla wartodci dowolnej ¢ w otoczeniu warto$ci @ réwna sie 1, lub funkcya u,
znikajgca dla = ¢, musi by¢ (' =e¢. Otrzymujemy przeto:

O=wigy+ g utgv+. .1

Temu réwnaniu, précz « =0, nie czyni zado$¢ zadna funkcya w rozwijalna
wedlug poteg réznicy « — ¢ i znikajaca dla = = ¢, gdyz funkcya g,, gdy ¢
jest dowolne, jest dla z ==¢ rézna od zera.

Wynika stad, ze z grupy pierwiastkow O, przedstawionych przez wzér
(28), nie mozna, précz y =1, otrzymaé zadnej catki szczegdlnej, réwnej x4
dla x =c i takiej, ze y—v daje sie rozwinaé wedlug poteg réznicy x — ¢.

©

(33) O rozwigzaniach osobliwych réwnafi rézniczkowych i t. d. 183

Moze tylko zachodzi¢ to, Ze réwnoczednie istniejg inne pierwiastki G, majace
dla y =+ wartos¢ € zalezna od @, a wyktadnik najnizszej potggi w rozwi-
nieciu funkcyi ¢ — ¢ wedtug poteg réznicy y—v (24) jest mniejszy od 1.
Wtedy réwnoczesnie y =1 jest catkq osobliwg.

Wyniki te — jak to wykazuje pordwnanie ze streszczeniem na str. 163
(13) w rozdziale pierwszym—sg w zupeinej zgodnosci z odpowiedniemi wyni-
kami, pozyskanemi przez rozwazanie samego réwnania rézniczkowego.

Gdy jednak spéiczynniki réwnania rézniczkowego f(z, ¥, y')==0, aby
ono posiadato rozwigzanie osobliwe, muszg spelnia¢ pewien warungk, mi?-
nowicie, ze pierwiastek 7 réwnania A =0 musi czyni¢ zado$¢ réwnaniu

f(ac, M, ?) =0, to— odwrotnie — spélczynniki réwnanja catkowego
X!
F(z, y, C)=0 musza spetnia¢ pewien warunek wtedy, gdy przedstawiona

przez to réwnanie gromada krzywych nie ma posiada¢ obwiedniej, miano-
i . 3F s . ,
wicie: pierwiastki wspélne C réwnan F=0 i 0= 0 — o ile nie sa niezalez-
ne od @, gdy za y wezmiemy odpowiedni pierwiastek 7 réwnania wyrézniko-
oF

wego D=0, — musza wszystkie dla y=m czyni¢ zados¢ réwnaniu 5y =0.

Tym sposobem gromada krzywych, dana przez réwnanie rézniczkowe
rzedu 1-go, nie ma w og6lnosci obwiedniej; przeciwnie zas, gromada, przedsta:
wiona przez réwnanie skofczone z parametrem dowolnym, ma w ogdlnosci
obwiednie.

Zastosowania.”
1. Réwnanie Clairauta.
y=gzy +y*
Tu jest A:%i-}— y, a wiec jedyna funkcya 7, czyniaca zadosc réwnaniu
A=0, jest
W=

a zatem y == jest, jak o tem przekonac si¢ mozna przez podstawienie, 10z-
wigzaniem réwnania. Ze to rozwigzanie jest osobliwe, przekonywamy sig

z rozwiniecia funkeyi 3/ — % wedtug poteg réznicy y—7. Jezeli potozymy

?
y=n-+u=—7+u

9 Przyklady wziete z cytowanej rozprawy Darboux'a.
Prace mat.-fiz., t. XXVIII,
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otrzymamy:

uw=1u'?, W =u

2
Jest tu n=1, wiec a =2, v < o, przeto ¥y — %jest catkg osobliwg. Istot-

nie wynika stad takie rozwiniecie:

2

a? X — ¢\?
U=y =y = (,‘Q_w,_) ;
wyktadnik najnizszej potegi réznicy & — ¢ jest zatem wiqkszgr od 1.
Jezeli natomiast wyjdziemy z réwnania catkowego
y=Cax—+ ?

otrzymamy, wedtug (22), przy pomocy rézniczkowania zupetnego tozsamo-
Sciowo

— gyt = (- 4y — a9 20 LG
—pdlidly:
T dx dx
. . D x?
jest tu przeto muoznik M =1, i =D=—4y—x?=0, lub y =— 2 -
ol
A zatem y = — —1— jest, wedtug powyzszego, catka, czego cecha jest to, ze C,

L. P2
po rozwinieciu wedtug poteg réznicy ¥y — =1y 7‘—%—, przedstawia sig tak:

1

) z 2\

(J': - ’2’ +(Z/ “{‘ "4') ’

gdzie wyktadnik najnizszej potegi é— jest mniejszy od 1. Jezeli w réwnaniu

poprzedzajacem [nadamy statej C warto$¢ szczegélng, aby dla z=c byto
. c? . s

y=m1, t.]. =—7 ktadgc mianowicie C = ——-i, otrzymamy znowi po-

2
wyzsze rozwinigcie charakterystyczne dla catki osobliwej:

Y- ‘q=y+f§_:(:{3;§)2

2. Réwnanie Serreta
y—2xy —y?*=0.
Tu jest A=4 (y-+2°), a wigc jedyna funkeya, czynigca zados¢ réwna-

©

{35) O rozwiazaniach osobliwych réwnan rdzrnigkowych it d. 1_%5__
nit A =0, jest 7,==— x% za pomocs podstawienia przekona¢ sig mozna, ze
y=m= nie jest rozwigzaniem.

Kladac

ye=rFr=—uf-—z,
otrzymujemy: B
=l p—at; U =a-Ve,

a, gdy polozymy v?==u, dostaniemy:

Quu =a—+u,

d 2
da r-—u
oraz
ut
e i g®

jako calke poprzedniege rdwnania z wartodciami poczatkowemi x=c¢,
iw==0. Przez odwrdcenie otrzymamy:

H=ly—p=lcix—e iz —ec)+...,

p—r=c{r—cj-bqlr—e) ..

a wiec wykladnik najnizszej potegi jest réwny 1, zgodnie z teoryg, wediug
ktérej musi by¢ on = 1.7 Réwnanie calkowe ogdline brzmi:

Bay—2.% - P — 4y + 2 =0.

Przy pomocy rézniczkowania zupelnego otrzymujemy, wedtug (22), toisa-
mosciowo:

My -y y —2ay —

Tu D zawiera sie jako czynnik w M==144y(y+ 2% D=0 czyni za-
tem zados¢ réwnanin M7 (zx, ¥, ¥')=0, lecz nie spelnia réwnania f=0,
nie jest wiec catkg. Poznac to moina przez rozwinigcie wielkosci € wedlug
poteg réznicy y — =y -+ *

C— a8 = — 3y =¥+ 2y -+,

gdzie wykladnik najnizszej potegi nie jest mniejszy od 1. Jezeli, kiadac
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C=2¢% nadamy wartos¢ szczegélng na C, aby dla z =¢ bylo y=1, t. .
==-—¢’, to wprowadzajac, jak wyzej, y = — a® - u*, otrzymamy: :

— wd-3zu? e =2
Réwnanie to ma dla w=0 pierwiastek pojedyriczy z=c¢, rozwiniecie zas
téznicy & — ¢ wedlug poteg zmiennej u jest:

2

;l?—(:::%—{—a.uf’ “+...

stad wyprowadzamy, jak wyzej:
3
y—n=ytat=c@—c)+ 1z -0t
D 1 . o

Tu 5 owne 5y przyrownane do zera, sprawdza, oczywiscie, réwnanie

f(x, y, y)=0, wiec y=co jest calks, a poniewaz ona nie zawiera sie w D=0,
przeto by¢ musi catka szczegélna, co stwierdzamy przez to, ze dla €=
jest y=oc. Ale wyplywa to i z réwnania rézniczkowego, jezeli potozymy

1 .
y=-; otrzymujemy: 2+ 2x¢' — " =0. Dla 2= 0 réwnanie to ma jako

pierwiastek pojedyriczy 2/ =0, skad wynika juz, ze 2 =0 lub y=oc
jest catkg szczegblna.
Rozwazane réwnanie daje jeszcze sposobnosé do uczynienia nastepujg-
cej uwagi. Jest tu:
A=4(y+2?), D=16(y+=??,

A nie zawiera przeto zadnego czynnika, nie wystepujacego w D. Darboux?
fvidzi powdd tego, ze A=0 nie daje rozwigzaii osobliwych, w tej okolicznosci,
iz & zawiera w ogéluosci jeszcze inne czynniki niz te, ktére wystepuja w D.
Uzasadnia on ten poglad, ustanawiajac zwiazek pomiedzy wyréznikami D i 4,
dajacy sig tatwo wyprowadzic z tozsamosci:

A=n

TF E (@ oy, U, 2F(z, ¥y, G)
Mf(e, y, y) = ( : » ¥ G
@, v, y) 131 32 3y ¥,

Zwiazek ten brzmi:

M2r—2A — II ]ErF(‘Er ¥ G 3K (i, y:@_ F @, y, &) 3 F (=, ¥, Ol)lg.
% A

| oz dy 2z 2y |

Poniewaz strona prawa zawiera oczywiscie czynnik

'} Bulletin des sciences mathématiques 4, 1873 str. 173 i dalsze.
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II ¢.—cr=n,

bedzie przeto:
M2v—2A = D_,:JZ

Darboux pisze to réwnanie -— stosujemy tu oznaczenia nasze—w ten sposéb:
A=Dc?

i uwaza C za czynnik obcy, kidry w ogélnosci wystepuje jeszcze w A. Lecz,
jak to jest jasne z poprzedzajacej wyraziniejszej postaci réwnania, czynniki
funkeyi 4, nie zawarte w D, wystepuja wszystkie tylko w M, tak ze wspo-
mniany zwiazek nie pozwala wogole na wyprowadzenie pewnego wniosku
o czynnikach wyrazenia A, w pordwnanin z czynnikami wyrazenia . Istotne
znaczenie dla pytania o istnieniu rozwiazan osobliwych, ma - jak to wykazano
w rozdziale poprzednim — tylko stosunek D: M. bez wzgledu ma to, czy A
albo ) zawiera czynniki obce, albo ich nie zawiera. Jezeli wszystkie czynniki
wyréznika D wystepuia w stopnia réwnym lub wyZszym takze w M, to wte-
dy nie ma obwiedniej lub rozwiazania osobliwego; nie znajac czynnika M,
mozna to dla kazdego czynmika y — v, wyrazenia L) wywnioskowac z potegi
poczatkowej réznicy i —v w rozwinieciu wielko$ci ' wediug poteg tej réz-
nicy, jak to wyzej podano.
W przykladzie naszym jest:
n=2, M=14y (y-+.P
A=4(y—x%, D=16y-+

i otrzymujemy ¢ = 72 y (y — x*)* jako czynnik, kiérego skladnik obcy y
w D zawarty jest nie w A, lecz w A,

Jezeli idzie o gromade krzywych, ktéra przedstawia rownanie stopnia
2-go wzglgdem parametru ¥ ze spélczynnikami wszedzie jednoznacznemi, za-
leznemi od x iy, to warunek, aby ta gromada krzywych nie zawierata ob-
wiedniej, mozna wyrazi¢ w formie bardzo prostej.

Mozemy rownaniu catkowemu nadac postac

(Flo, 0P =x5(r, u).

Aby nie istniato rozwiazanie osobliwe, jest konieczne i dostateczne, by 5=
posiadale tylko takie pierwiastki pojedyscze y =1, ktére nadajg funkcyi
f(x, y) wartosci niezalezne od x, gdy wszystkie inne pierwiastki sg wielo-
krotne.

Jezeli bowiem uczynimy y==7v, [{z, y) stalej =a, to y = bedzie
catkg szczegdlng, a poniewaz == —q jest jedynym pierwiastkiem powyz-
szego réwnania, to nie moze by¢ zarazem obwiednig innych krzywych catko-


GUEST


188 o M. Hamburger. 38)

wych lub calkg osobliwa. Jezeli w innym przypadku jest i = 0 pierwiast-
kiem wielokrotnym réwnania ¢ =0, gdy przeto

oz, Y)=y—m"b,

gdzie n = 2, ¢ (2, y) zad nie jest tozsamosSciowo zerem, otrzymujemy roz-
winiecie:

Gkt G, D)=C—F (1) — [, DA+ W—D Vo4 — 4.1,

gdzie, poniewaz f(x, y) — f(z, 1) zawiera czynnik y —=, bedzie przeio
wykladnik najnizszej potegi réznicy y — v réwny 1 lub wiekszy od 1. To
wiadnie stanowito kryteryum (poréw. str. 163 (13)), ze y=" nie jest calkg.

Mozna to widzie¢ i bezposdrednio, albowiem réwnanie rézniczkowe, kt6-
rego réwnanie powyzsze jest catkg ogdlng, jest

o (A1 (doy?
e <(7 )= ((l:l‘} ’
gdzie dla skrécenia potozono:

Jezelitedy ¢ == (y — )", to, po podstawieniu tego wyrazenia i podzieleniu
przez (y — w)", dostaniemy
14 (Q

da,

)"(J*fz)“ {H (U—~)+(/—mf§':}

Poniewaz n = 2, przeto réwnanin temu nie staje sie zado$é przez y =1,
gdyz strona prawa znika, lewa za$ z powodu, ze ¢ (z, 1) jest rézne od zera,
mogltaby znika¢ tylke wtedy, gdyby gcf; byto tozsamosciowo’ zerem dla
§ =1, co wszakze jest wykluczone, gdyz f (z, ¥), wedlug zatozenia, nie ma
by¢ state.

(Gdyby byto n =1, otrzymaliby$my:

. dfi?
L= (g,

t.j. rtéwnanie, ktdre, jakkolwiek nie posiada czynnika y — v, sprawdza sig
przez y ==1). Poniewaz réwnanie rézniczkowe nie posiada w ogo6lnosci roz-
wigzania osobliwego, to réwnanie rézniczkowe algebraiczne rzedu drugiego

'{39\ O rozwigzaniach osobliwych réwnaf rézoiczkowyeh it d. 189

bedzie w ogdlnosci posiadato réwnanie catkowe, ktdrego spoiczynniki, jezeli
sa wszedzie jednoznaczne, czynig zado$¢ powyzszemu warunkowi, albo tez
spdlczynniki tego rownania calkowego stopnia drugiego wzgledem O, ktdre
w otoczeniu punkiu y==v 1 w pewnym obszarze plaszczyzny =« ma postac
Py~ O Dy -, g 1) =0,

bedg miaty t¢ wiasnos¢ wzgledem pierwiastka 7.
3. Réwnanie

A —Y=0,
gdzie: )
N= (o —a){— a5 ... (£— %),
Y=y —o){y —ud... i — ),
G, @y..., @; 5§ rOzne od siebie, podobniez 2, a,..., 9,.

Dwa pierwiastki ' sg rowne,
1) gdy Y=, przyczem y =0,

2)  gdy r=a,, przyczem ¥ =o0.
Tak y==,, jak i * =@ sq calki. Ze z==u; jest calka, widzimy
z réwnania
da .
oG =x.
\dy
Ze = jest calkg osobliwg, poznajemy z réwnania rézniczkowego,
mianowicie z potegi poczatkowej funkcyi y w rozwinieciu:

e e

y = Y (i;—-z) (IT;' (Z/—OL,) i why

fz=1, 2a=2, =<a).

Ale tez z réwnania ca%kowego
’ llJ ;’FZ,L‘A —0
[ VY

4

wyplywa najprzod, ze y = «;, nie jest catka szczegding, gdyz

jest skoniczone i zalezne od 2:. Ze jest catkg, poznajemy takze z rozwinigcia:
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! 3
2 — (y—n) By — ) ..,

- V(o — og) -+ (00— o)

gdzie wyktadnik potegi poczatkowej jest mniejszy od 1. Jezeli polozymy:
de
o= [%,
J VX
0
otrzymamy rozwinigcie
Y—on="0y(x— )0 (x—c)-+...,

z ktérego wida¢, ze y =, jest obwiednig gromady krzywych catkowych g,
ktérg przedstawia poprzednie réwnanie z parametrem c, ktéry jest tez za-
warty w spéiczynnikach b,, b;... Gdyby o, byto pierwiastkiem p-krotnym
réwnania ¥=10 (p = 2), bylaby wtedy catka

.
(Y _

JryT ™
Q

a wiec O=oco, niezaleznie od %; w tym wiec przypadku y =a, byloby
catkg szczegblna, co mozna tez poznaé z rozwiniecia
v
2
Y=0y -+ .. »=2).
Uwagi powyzsze dotyczg tez w sposéb podobny i catek 2= g, .

4. Réwnanie Boolea
¥t —4y @y —21* =0.
Rozwiazujac to réwnanie wzgledem ¥/, otrzymujeny cztery pierwiastki:
v =Vy@=+)a—4ly),

y=—Vy @+ Vo1 47y).

41) O rozwiazaniach osobliwych réwnan rézmiczkowych i t. d. 191

Pierwiastki stajg sie réwnemi, gdy

mi&
D y=n1=0, 2 y=n=1¢.
y =0 czyni zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu, jest wigc calkg. Dia dalszego

badania rozwijamy g%{—— %xg’ wedhtg poteg réinicy ¥ — 7 =vy. Oba
rozwigzania ]

y=13e—] F—1V5),
y=Vyle—] 223 11y)

daja dia dowolnego x, réznego od zera, rozwinigcia postaci

przez co y =0 charakteryzuje sie jako catka ogdina. Dwa pozostate rozwig-
zania

dajg:
1 2
y=z2zy 43y°+ ...,
co wskazuje, ze réwnoczesnie y = 0 jest obwiednia. Stwierdza to réwnanie

catkowe
y=Cx—C)?2,

gdyz 1) y=0 wynika z C=0, jest wiec catka szczegélng; 2) y=0 dotyka
wszystkich parabol, ktére przedstawia réwnanie calkowe w wierzchotku z=0C,
y=0. Réwnanie
xi
V=1=1
czyni réwniez zados¢ réwnaniu rézniczkowemu, a mianowicie obu rozwigza-
niom:

y=Vylet-Var—a1y),
y=Vylz—J 2 —1Vy).
Jezeli polozymy
x&
Y=gt

Prace mat-fiz., t. XXVIII, 13%
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192 M. Hamburger. (42) (43)
bedzie: . / . . Oba réwnania czynig zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu; y==0 jest catkg
z” T VA (V' o? AV L 168 osobliwg, gdyz dla x, réznego od zera, rozwiniecie funkeyi o' zaczyna sig
o tu _]/ 5 Fule+ )zt —4Va T Tou), t y g : yi o' zaczy
d y*. Jezeli dalej potozymy:
a wiec dla z réznego od zera: ody zell j poiozymy
5 otrzymamy:
T Ifw=2F0
z? | 2u . )( V—8 % 3 i
= g ut . ) (2 w2 +=Byu-. . .| .
(4 Tt awt x B+ ) o Y wV2 Ve tu
1 : s =
S VSN T e
2 zatem: o dn L N N u’z(—%+l’§)u+%u2+..‘,
Trda=T o V22— +gH—nTt... lub
Ay—=) | 1, s .
=1, a=2, =<a. =y TVje—a+. .
(@a=1, z2=1).

2

Stad wynika, ze y == —g% jest catka osobliwa. Toz samo wynika z réw-
Wida¢ stad, ze y = jest catka szczegélng. Punkt x = 0, y =0 na-

lezy w naszych rozwazaniach do punktéw wylgczonych, poniewaz w tym

nania catkowego. 'Jezeli w tem réwnaniu polozymy C = 5 aby dla x=¢
bylo y =1, otrzymamy formg punkcie ' jest nieoznaczone. W rzeczy samej: y =0 przestaje by¢ w tym
. e cv gt punkcie obwiednig i nie dotyka tez dlatego catki y ==z w punkcie spotkania
1= 5= o5 T #=0,4=0.

1, 5 1 Y T,
¢ (x — ¢) -—Tc(x c)mﬁ(m o),

8

4
x jest obwiédnig gromady parabol i z kazdg

ktéra wskazuje, ze krzywa y = 16
z nich ma stycznos¢ rzedu pierwszego.

5. Réwnanie
22y (149" — (@y' +y)?=0.

Rozwigzanie brzmi:
o By V2w y (y—ap
y= 2xy — x?
Y y—=V2Vy
= i .
2y—x " Vz(Qy —a)

Dwa pierwiastki ' stajg si¢ réwnemi, gdy

1) y=0; 29 y=u.
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