86 o W. Gasiorowski. (36)
— t
J= 7

Endlich ist die ,Kriimmung® einer euklidischen Geraden, welche den Winkel
= mit der Abszissenachse bildet:

J =cosr.

Die zur z-Achse senkrechten Geraden haben die ,Kriimmung® J=cos - 0;

[\

sie gehoren auch zu den nicht-euklidischen , Geraden®.

Durch Integration der Differentialgleichungen J=0, J = const komm
man auf hyperbolische ,Geraden* und ,Zyklen®. Man kann also mit Recht
die Differentialinvariante J als ,Kriimmung® der Kurven in der hyperboli-
schen Ebene einfithren, — und auf dieser Definiton die hyperbolische Diffe-
rentialgeometrie aufbauen.
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0 powierzchniach algebraicznych, zawierajacych dwa
~ peki krzywych wymiernych.

Sur les surfaces algébriques contenant deux faisceaux de courbes rationnelles.

W rozprawie U p. t. ,Détermination de toutes les surfaces plusieurs fois
engendrées par des coniques‘ matematyk francuski G. Koenigs po raz
pierwszy postawit i rozwiazat zagadnienie o wyznaczeniu takich powierzchni
przestrzeni tréjwymiarowej, ktéreby zawieraly dwa peki stozkowych. Kilka
lat temu L. Godeaux oglosit rozprawe?®, w kiérej znajduje powierzchnie
przestrzeni 7-wymiarowej, zawierajace dwa peki stozkowych.

Stawiam sobie za cel pracy niniejszej wyznaczy¢ takie powierzchnie al-
gebraiczne przestizeni r-wymiarowej S,, kiére zawierajg dwa peki krzywych
wymiernych.

Dowodze mianowicie twierdzenia nastgpujacego:

I Jezeli powierzchnia algebraiczna przestrzeni S, po-
siada dwa peki krzywych wymiernych, wéwczas ta powierzch-
nia jest wymierna i moze by¢ odwzorowana na ptaszczyzZnie
w ten sposéb, ze krzywym peku odpowiadajg proste pekuy,
ize krzywym drugiego peku odpowiadajg krzywe wymierne
pewnego rzedu p, mozliwie najmniejszego, przechodzace
w—v razy przez wierzchotek peku prostych (v jest to liczba
punktéw wspdélnych krzywym pekow), przytem takie, ze ich
wielokrotno$ci w dwéch punktach-podstawach, réznych od

1) Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1888, 3-e s., t. V, p. 177.
2} Démonstration nouvelle et extension d’un théoréme de M. G. Koenigs ('En-
seignement mathématique, 1912, n® 4, p. 319).

Prace mat-fiz,, t. XXVIIL 3
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wierzchotka peku prostych, w sumie nie przewyzszajgv. Po
zatem niema punktéw-podstaw v-krotuych, i moze znajdowaé
sig tylko jeden punkt-podstawa, ktérego wielokrotnos¢ przé~

. Voo L.
wyzsza 4 (jezeli wylaczymy pek prostych). Krzywe, przedsta-

wiajace przekroje nadplaskie® powierzchni nigdy nie prze-
chodzg przez dwa punkty-podstawy peku krzywych rzedu p,
ktorych suma wielokrotnodci jest v, z wielokrotnosciami,
ktérych suma przewyzsza rzad krzywej wymiernej peku, od-
powiadajgcego pekowi prostych. A

W twierdzeniu powyzszem uwazam powierzchnig wymierng, jako wy-
znaczong w zupetnosci, jezeli dane jest jedno z jej odwzorowan plaskich.

Jako przypadek szczegdlny, wyprowadzam twierdzenie Koenigsa,
ktéremu nadaje posta¢ nastepujaca:

I Jezeli powierzchnia algebraiczna zawiera dwa peki
stozkowych, wéwczas ta powierzchnia jest wymierna i jest
to powierzchnia Veronesego przestrzeni §,, albo powierz-
chnia rzedu 6smego z przekrojami nadplaskiemi eliptyczne-
mi, przedstawiajacemi uktad krzywych ptaskich czwartego
rzgdu z dwoma punktami podwéjnemi, albo jeden z rzutéw
tych dwéch powierzchni.

Dowodze wreszcie nastepujacego twierdzenia:

OI. Jezeli powierzchnia algebraiczna zawiera pek stoz-
kowych i pek krzywych sze§ciennych wymiernych, wéwczas
ta powierzchnia jest powierzchnig wymierng rzedu 12 prze-
strzeni 8,, z przekrojami nadptaskiemi rodzaju 2, albo po-
wierzchnig rzedu 11 przestrzeni §,. z przekrojami rodzaju 2,
albo powierzchnia rzedu 8 przestrzeni &, z przekrojami elip-
tycznemi (przedstawiajacemi uktad krzywych ptaskich rzedu
t'rzeciego, majacy jeden punkt-podstawe), albo powierzchnig
liniowq szescienng przestrzeni 8,, albo kwadryka, albo rzu-
tem jednej z tych powierzchni.

1.. 'N.iech .dezie F powierzchnia algebraiczna rzedu n, potozona w prze-
strzeni liniowej r-wymiarowej S,, zawierajaca dwa peki krzywych wymier-
nych. Oznaczmy przez C, krzywa zbiorows jednego z tych pekéw, przez

") Nadptaskie : hyperplanes,

e ©
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C, — krzywa zbiorowg drugiego peku. Niech bedg n,, 7, odpowiednio r?qdy
krzywych C,, G, v — liczba punktéw (= 1), wspélnych krzywym Cy i G,.

Grupy punktéw przeciecia krzywych 0, z jedna z krzywych C,, obrang
zupelnie dowolnie, tworza inwolucyg 1’ na tej krzywej. Otéz, poniewaz fa
krzywa C, jest wymierna, przeto, na mocy twierdzenia Liirotha, to samo
ma miejsce dla inwolucyi, a wigc i dla pgku krzywych C;.

Zgodnie ze zwyczajem, pek wymierny krzywych C, bede oznaczat sym-
bolem | ¢, . Zupelnie tak samo dowiedziemy, ze krzywe C, tworzg pek wy-
mierny (GC,).

Ale, na mocy twierdzenia Néthera, powierzchnia algebraiczna, posia-
dajaca pek wymierny krzywych wymiernych, jest sama wymierna; wnosimy
wiec, ze powierzchnia F jest wymierna.

Oznaczmy przez | G| uklad przekrojow plaskich albo nadptaskich po-
wierzchni F' i zatézmy, Ze ta powierzchnia jest normalna, innemi stowy, ze ta
powierzchnia nie jest rzutem zadnej powierzchni tego samego rzedu =, na-
lezacej do przestrzeni liniowej o wigcej niz 7 wymiarach.

2. Rozwazmy odwzorowanie plaskie powierzchni, inaczej méwigc, wy-
kazmy istnienie odpowiedniosci dwuwymiernej migedzy powierzchnig F a ja-
kakolwiek plaszczyzng. Niech bedg | C* | uklad liniowy zwyczajny o wy-
miarze r, przedstawiajgcy uklad przekrojéw nadplaskich | C|, | 0% | — pek
krzywych wymiernych, odpowiadajacych krzywym (7, | C%,| — pek krzy-
wych wymiernych, odpowiadajacych krzywym (.

Ale mamy nieskoficzong liczbe odwzorowan ptaskich powierzchni, po-
niewaz wiadomo, ze mozna zamiast ukiadu | 0% | wzia¢ uktad liniowy, prze-
ksztatcony z uktadu | C* ! zapomocy jakiegokolwiek przeksztatcenia dwuwy-
miernego. Nalezy skorzystac z tej nieoznaczonosci, aby wybra¢ ukiad | C*|
w sposéb nastepujacy:

1% Krzywe % niech bedg prostemi pekn o wierzchotku P.

2. Krzywe (¥, niech bedg rzedu minimum p..

3%  Krzywe C* niech beda rzedu minimum m (przyczem m jest oczy-
wiscie wybrane tylko wtedy, gdy ustalone jest p).

Jest zawsze mozliwe zado$cuczynienie warunkowi 1°, poniewaz, jezeli
jest dany pek krzywych wymiernych w plaszczyZnie, woéwczas istnieje zawsze
przeksztatcenie dwuwymierne, ktére zamienia ten pek na pek prostych (to wy-
nika zresztg z zacytowanego wyzej twierdzenia N6thera). Wracajac wiec
do odwzorowania ptaskiego powierzchni F, w ktérem krzywe 0% nie sg pro-
stemi, powiemy, Ze jest rzeczg mozliwg znale$¢ przeksztatcenie dwuwymierne

(i wobec tego inne przeksztalcenie plaskie powierzchni F), zamieniajace
krzywe (*; na proste.

3. Krzywe (™%, przecinajg krzywa (", w v punktach, mamy przeto
p=v, i punkt P jest punktem (p—v)-krotnym dia wszystkich krzywych C¥%,.
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Tak samo, punkt P jest punktem (m— n,)-krotnym dla krzywych (%,

Oznaczmy, wylaczajac punkt P, przez z;, liczbe punktéw statych pta-
szczyzny i-krotnych dla krzywych C%, i E-krotnych dla krzywych %
((=0,1,2,..., v; k=0, 1, 2,..., n).

Wyrazmy, ze kizywe (¥, sa wymierne; bedziemy mieli:

B=DE—)=@—) @ —y—1)+ 2 D i G—1) a,.

Oprécz tego, dwie krzywe C*, nie posiadaja zadnego punktu zmiennego
wspolnego, mamy wiec:

==+ D Ea.

Te dwa wzory, po wykonaniu niektérych redukeyj, mozemy napisaé
W postaci:

Zzixm:fz(ﬂ_l)‘f‘v; 1)

PR
2,, Z Pag=2pv—2 2

Wyrazmy, ze dwie krzywe O% majg n punktéw zmiennych wspéluych:
m”—-_—(m—nl)f’—{—z Z B+ n. 3)
B k
Krzywa C* przecina kizywa C%, w 7, punktach, a wigc mamy:

mp,=2 Z 0k - Zax - (m—mny) (. — ) - n,. )
D

12

. 4. Liczba p, aby czynita zado$¢ warunkowi drugiemu, powinna by¢
liczba najmniejsza mozliwg, innemi stowy, nie moze by¢ znalezione prze-
ksztalce.:nie dwuwymierne, zamieniajace krzywe C%; na krzywe stopnia mniej-
szego, jezeli prostym C*, majg odpowiada¢ proste.

Przy tych warunkach, bedziemy mieli 2, =0 (=0, 1,..., m,), wyjawszy
przypadek, kiedy v=1. Istotnie, zalozmy @, >0, v>1. Woéwezas nie
moze by¢ zp=0 (=1, 2,..., vy — 1), poniewaz wzory (1) i (2) daja

YZp=2 (. — 1) v, V= 2p — v,

skad »==1. Muszg wiec, po za punktem P i punktami-podstawami v-krot-

@ ©
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nemi uktadu |C¥, 1, istnie¢ niektére inne punkty-podstawy. Uwazajmy v-krot-
ny punkt-podstawe P, i ¢-krotny punkt-podstawg P, uktadu | C¥%,| (1 < v).
Przeksztalcenie kwadratowe, majace za punkty podstawowe punkty
P, P, P,, zamienia krzywe C¥ mna proste i krzywe C%, na krzywe rzedu
2p—(w—v)—v—i=p— i< p. Otéz, dochodzimy do wniosku, ze to
jest niemozliwe, o ile odwzorowanie plaskie bylo wybrane w ten sposéb, aby
czynilo zado$§¢ warunkowi 2% a wiec udowodniliSmy, ze, z wyjatkiem v=1,
musi by¢ z,,=0.

Naogét, nie moze istnie¢, po za punktem P, ¢-krotny punkt podstawa
Py i j-krotny punkt-podstawa P, dla uktadu | C, |, jezeli 447 >v. W rze-
czy samej. gdyby to istotnie bylo mozliwe, wowczas przeksztatcenie kwadra-
towe, majace za punkty podstawowe punkty P, P,, P,, zamieniatoby krzy- .
we (%, na proste, i krzywe O%, na krzywe rzedu

2p—(@—Y)—i—j=p—(@+j— ) >p,
tak ze odwzorowanie ptaskie nie mogloby czyni¢ zado§¢ warunkowi 2°.

Z tej wlasnosci wynika, ze zwigzek z; >0 moze zachodzi¢ jedynie tylko
dla jednej warto$ci i>%, ize wowczas mamy Zir=1.

Zastosujemy teraz te twierdzenia do wyznaczenla pekow | C%,| dla war-
tosci v=1, 2, albo 3. .

5. v=1 Mamy ¢ <v albo 1, a wiec 2=0 albo 1. Réwnania (1)
i (2) przybierajg postaé:

wp=2p—1.

Otéz, jezeli @i > 0, poniewaz v=1> —;~ Tv albo é, przeto moze
by¢ tylko 2 =1, skad p=1. Krzywe (%, sg to wiec proste peku.

To bylo oczywiste i a priori, poniewaz, jezeli powierzchnia algebra-
iczna posiada dwa peki krzywych wymiernych jednosiecznych, to jej odwzo-
rowanie plaskie otrzymamy, ustalajac pokrewiefistwo rzutowe tych pekéw od-
powiednio z dwoma pgkami prostych tej samej ptaszczyzny.

6. v=2. Mamy i <1, skad
Tip =20 =4y —4,

czyli, ze p.=2. Krzywe C*, s3 to wiec stozkowe peku.
1. v=3. Mamy i <2 i, jezeli 7 moze by¢ réwne 2, mamy zpx== 1.
Nalezy wiec rozpatrzy¢ dwa przypadki:
1° ¢ nie moze przybiera¢ wartosci réwnej 2. Wdwczas mamy:

Lig=2u+41=6p— 9,

czyli ze 4p. =10, co przy p. catkowitem jest niemozliwe.
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2¢ | moze przybiera¢ warto§¢ réwng 2. W tym przypadku mamy:

9 b my=2u-+1,  4+wmp=6p—0.

Stad otrzymujemy p. =3, &1 = 5.

Krzywe (%, s to wiec krzywe szescienne ptaskie, majace jeden punkt
podwoéjny i pigé punktéw pojedyiiczych wspdlnych.

8. Przechodze teraz do wyrazenia warunku 3°

Krzywe (* nie mogg mie¢ w dwéch punktach, réznych od P, iktérych
wielokrotnosci dla krzywych C%, stanowia w sumie v, wielokrotnosci, kto-
rych suma przewyzsza 7.

Aby tego dowies¢, dosé¢ zatozy¢, ze moga istnie¢ dwa punkty P,, P,
o wielokrotnosciach odpowiednio réwnych 4, v —¢ dla krzywych C¥% io wie-
lokrotnosciach k, k&' (& -+ k' >n,) dla krzywych C*.

Wéwezas, przeksztatcenie kwadratowe, ktérego punktami podstawowe-
mi sg punkty P, P,, P,, zamienia krzywe C¥; na proste, krzywe 0%, na
krzywe rzedu 2p— (p—v)—i—(v—1)=un, 1 krzywe C% na krzywe
1zedu 2m — (m—n) —k—k =m (k+k—mn)<m. Waranek 3° nie
bytby wiec spelniony przez uktad | 0% |, co przeczy zatozeniu.

W ten sposob, twierdzenie [ zostalo udowodnione w catej rozciagtosci.

9. Twierdzenie Koenigsa. Aby wyznaczy¢ powierzchnie ¥, po-
siadajace dwa peki stozkowych, nalezy przyja¢ n, =n,=2 i, jezeli wylaczy-
my plaszezyzng (n=1), v<2.

Przypadek l-szy. v=1. Wiemy z poprzedniego, ze wodwczas
| €%, jest to pgk prostych, ktérego wierzcholek bedziemy oznaczali przez
P (p=1).

Réwnania (3) i (4) przybierajgq posta¢ (& < n,, albo 2):

m? = (m—n)* + &y, + 425 41,
M=y, -+ 22,4 2.

Poniewaz uktad | C%,| ma tylko jeden punkt-podstawe, przeto z,, 4z, < 1.
Z tych trzech réwnan wyprowadzamy z latwoscig trzy rozwiazania:

a) m=2, x;=u,=0.

) Uktad | % jest to uklad stozkowych plaszczyzny, i powierzchnia F
jest wobec tego powierzchnia Veronesego w przestrzeni S;.

by m=3, z,=1, 2,=0.

Uktad | C*| jest ukfadem krzywych szesciennych ptaskich, majacym

: ©
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dwa punkty-podstawy pojedyficze, i powierzchnia P jest powierzchnig rzg-
du 7, przestrzeni S, z przekrojami nadptaskiemi eliptycznemi.

Q) m=4, z,=0, z,=1.

Uktad ! C¥| jest uktadem krzywych eliptycznych rzedu czwartego (dwa
punkty-podstawy podwdéjne P, PN, i powierzchnia F jest powierzchnig rzg-
du 8 przestrzeni Ss, z przekrojami nadptaskiemi eliptycznemi. Zauwazg
jeszcze, ze powierzchnia rzedu siodmego (przyp. b) otrzymuje sig jako rzut
jednego ze swych punktow tej powierzchni 6smego rzedu.

Przypadek 2-gi. v=2. W tym przypadku uktad | €%, jest pg-
kiem stozkowych (p==2). Bedg oznaczat przez P;. P,, P,, P, cztery
punkty-podstawy tego peku.

Na mocy wyzej poczynionego spostrzezenia ogélnego (n° 8), suma wie-
lokrotnosci krzywych G¥ w dwéch z punktéw Py, Py, Py, P, nie przewyz-
sza n, = 2, — réwnania (3) i (4) przybieraja postac:

mr=(m~ 2! +2z,+4+n,

2m =i, + 2.

(7, < 4)

Z drugiego z tych réwnari wnosimy, Ze 2;; jest parzyste. Jezeli @,,=4,
mamy m=23, n=4, i uklad C%| jestto uklad krzywych szesciennych
plaskich, majacy pie¢ punktéw pojedyniczych P, P, P,, Py, P,. Powierz-
chnia F' jest wigc powierzchnig rzedu 4, z przekrojami eliptycznemi, prze-
strzeni §,.

Jezeli @,, =2, mamy m =2, n=2, i powierzchnia F jest kwadryka,
przyczem . C* jest to uktad stozkowych, przechodzacych przez dwa z pun-
ktéw P, ..., P,.

Zatozenie ;=0 prowadzi do m =1, i nie jest do przyjecia.

W ten sposob twierdzenie Koenigsa zostato ndowodnione.

10. Powierzchnie, majace pek stozkowych i pgk krzy-
wych szesciennych jednobieznych Polézmy n, =3, n, =2; bg-
dziemy mieli do zbadania trzy przypadki: v=1, 2, 3 (ostatni, odpowiada-
jacy krzywym szesciennym skodnym).

Przypadek 1-y. v=1. Jak to poprzednio widzieliSmy, mamy
w=1, 1 uktad | C¥%, jest to pek prostych o wierzchotku P'. Réwnania (3)

i (4) mozemy napisa¢ w postaci:
m?= (m — 3+ 4n, m=k-+42,

zakladajac, ze punkt P’ jést punktem k-krotnym dia krzywych C*. Otéz
mamy k < n,, innemi stowy £<3.
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Nalezy zatem roztrzasnaé cztery hypotezy:
a) k=3, m=>5, n=12.

Uktad |C*| jest to uktad krzywych rzedu pigtego, majacy dwa punkty-
podstawy odpowiednio podwdjne i potréjne. Te krzywe wigc sg rodzaju 2,
i powierzchnia I jest powierzchnig rzedu 12-go, z przekrojami rodzaju 2,
przestrzeni 8, (poniewaz tych krzywych pigtego rzedu jest co®, i istnienie
punktéw potréjnych [ub podwdjnych jest odpowiednio réwnoznaczne szesciu
albo trzem warunkom.

b) k=2, m=4, n=11

Uktad |C¥%| jest to uktad krzywych czwartego rzedu rodzaju 2, majacy
jeden podwoéjny punkt-podstawg i jeden pojedynczy punkt-podstawe. Po-
wierzchnia zatem F' jest powierzchnig rzedu 11, z przekrojami rodzaju 2,
przestrzeni Sy, .

¢) k=1, m=3, n=2_8.

Uktad [C*! jest uktadem krzywych szesciennych piaskich z jednym
punktem-podstawa F/, a zatem powierzchnia F jest powierzchnig rzedu 8,
z przekrojami eliptycznemi, przestrzeni S;.

d) k=0, m=2 (niemozliwe).
Przypadek 2-.gi. v=2. Uklad |C%| jest to pek stozkowych,

ktérego punkty-podstawy sg to punkty P, P,, P;, P,. (n=2). Mamy
k<3 i, wobec tego,

Tyo = Ty + 2y + 245 < 4.
Réwnania (3) i (4) przybierajg postaé:
m? = (m — 3)* + 1@y, + 42y, + 92y 41,
2m =@y, + 22,y + 32y, + 2.
Pierwsze z tych réwnati moze by¢ napisane prosciej, mianowicie:
2y 42, + 92, +n=6m —9.
Zmiennym ;. &y, @, nadawaé teraz bedziemy rézne wartodci,

zgodne z powyzszg nieréwnoscia, skad wyprowadzimy wartosci odpowiednie
nanim.

Z uwagi ze liczby x,,+2,,-}-3%,, i, zatem x,,43z,, sa koniecznie
parzyste, mozemy w ten sposéb utworzy¢ nastepujacy tablice:
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€y, Xy &3 m n

a) 4 0 0 3 5
b) 3 0 1 4 3
) 2 2 0 4 5
d) 2 1 0 3 3
e) 2 0 2 5 -+1
i) 1 0 3 6 —1
g) 0 4 0 5 5
h) 0 3 0 4 3
i) 0 2 2 6 1
i) 0 2 0 3 1
k) 0 1 0 2 —1
) 0 0 4 7 —3
m) 0 0 2 4 —3
n) 0 0 0 1 —3

Przypadki a), b), ¢), d), g), h) sa to oczywiscie jedyne przypadki, kiére
nalezy rozpatrzec.

W przypadku a), uklad |C*| jest uktadem krzywych szesciennych pta-
skich, majacym cztery pojedyfncze punkty-podstawy Py, P,, Ps, P,, po-
wierzchnia zatem F jest powierzchnig rzedu 5, przestrzeni S, z przekrojami
nadptaskiemi eliptycznemi.

W przypadku b), uktad | C*| jest uktadem krzywych wymiernych czwar-
tego rzedu, majacym jeden potréjny punkt-podstawe P, i cztery punkty-pod-
stawy pojedyricze P, P,, P;, P,; powierzchnia F' jest tedy krzywa sze-
$cienng liniowa przestrzeni S;. »

W przypadku c), uktad |C#| jest uktadem krzywych eliptycznych czwar-
tego rzedu, majacym dwa podwdjne punkty-podstawy P, P, i trzy poje-
dyncze P, Py, P,. Powierzchnia F* jest powierzchnig rzedu 5 przestrzeni
S, z przekrojami nadptaskiemi eliptycznemi.

W przypadku d), uktad |C*| jest uktadem krzywych sze$ciennych, ma-
jacym trzy punkty-podstawy, jeden podwéjny P; i dwa pojedyncze Py, P,.
Powierzchnia F' jest powierzchnig szescienng liniowq przestrzeni S,.

W przypadku g), uktad |C*| jest uktadem krzywych eliptycznych rzedu
piatego, majacym pie¢ punktéw podwojnych. Powierzchnia F jest powierz-
chnig rzedu piatego przestrzeni S;, z przekrojami eliptycznemi.

W przypadku h), uklad |C¥| jest ukladem krzywych wymiernych rzedu
czwartego z trzema podwdjnemi punktami-podstawami i jednym pojedyri-
czym. Powierzchnia F jest powierzchnig szedcienng liniowq przestrzeni S,.

Przypadek 3-ci. v=3. W tym przypadku wiemy, ze ukfad |C*,|
jest pekiem krzywych szesciennych ptaskich, majgcym jeden podwdjny punkt-
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podstawe P, i pie¢ punktéw-podstaw pojedyficzych P,, Py, P,, Py, P
(n=23).

Na mocy tego, co powiedziano wyzej (n® 8), suma wielokrotnosci pun-
ktu P, i jednego z punktéw P,,..., Py dla ukladu [C¥| jest co najwyzej
réwna 3. Niech % bedzie wielokrotnoscia punktu P; dla ukladu | C¥|
(i=1,2..., 6).

Przedstawiajg sie cztery mozliwe hypotezy:

o) ky==3. W tym przypadku ky=...=1l;=0. Réwnania (3) i (4)
przybierajg postac

m? = (m — 3y +9-4n, 3m=6-42;

rozwigzanie ich wliczbach catkowitych jest w tym przypadku niemozliwe.

g) k=2. W tym przypadku k<1 (}=2, 3,..., 6). Oznaczajac
przez x,, liczbe punktéw P, ..., Pg, pojedyrczych dla krzywych C¥, mo-
zemy napisac :

mE = (m— 3 -+4 -+, +n,

3m=4-+xy + 2=, +6
2,, musi by¢ wielokrotnoscig liczby 3 z jednej strony, #;, <5 z drugiej stro-
ny, a zatem:
a) z; =38, m=3, n=2.

Powierzchnia F jest wéwczas kwadryks, przyczem uktad |C¥| jest
uktadem krzywych szeSciennych ptaskich z podwdjnym punktem-podstzuvéL
i trzema punktami pojedyficzemi.

b) x,=0, m=2, co jestniemozliwe.

7) k,=1. Niech, w tym przypadku, z,, bgdzie liczbg punktéw
P,,..., Py, pojedyficzych dla krzywych C%, x,, — liczbg tych punktéw, po-
dwdjnych dla krzywych C* Mamy:

m?=(m—3)*+ 1+ x; -+ 42, +n,
3m=2-}txz,, +22,F+2=2x,+ 22,1+ 4.

Mozemy ultozy¢ tabelke, analogiczng do poprzedniej, pomijajac zapisy';
wanie przypadkéw, ktére nie sa do przyjecia.

2Ly s m n
a) 5 0 3 3.

Uktad | C*| jest uktadem krzywych szesciennych plaskich z szescioma

©
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pojedyiiczemi punktami-podstawami, a zatem powierzchnia F' jest powierz-
chnig ogélna szescienng przestrzeni S,

8). k= 0. Przyjmujac nasze oznaczenia zwykle, bedziemy mieli:

n-t+x,; 42, +92,=06m —9,

3m=m, 2,4+ 3w, + 2.
Wyprowadzamy stad:
nA4-3%,; 43 =ua,.

Otéz, @, <5, zatem n--3x,y <2, wobec czego @;;=0, n=2,
2, =5, £, =0, 3m=7, co jest niemozliwe. A wiec hypoteza & jest do
odrzucenia.

W ten sposdb, twierdzenie IIl, podane na poczatku tej pracy, zostato

dowiedzione.

RESUME.

Dans ce mémoire je détermine les surfaces algébriques de I’espace liné-
aire a r dimensions S, contenant deux faisceaux de courbes rationnelles.
La méthode que j’emploie est fondée sur la représentation plane des surfaces.
Précisément, j’établis le théoréme suivant:

I Si une surface algébrique de S, posséde deux fais-
ceaux de courbes rationnelles, cette surface est rationnelle
et peut &tre représentée sur le plan de maniére qu'aux cour-
bes d’un faisceau correspondent les droites d’un faisceau et
quaux courbes de l'autre faisceau correspondent des courbes
rationnelles d’un certain ordre p, le plus petit possible, pas-
sant p—v fois par le sommet du faisceau de droites (v étant
le nombre de points communs aux courbes des faisceaux) et
telles que leurs multiplicités en deux pointsbases, divers
du sommet du faisceau de droites, n’aient jamais une somme
excédant v. De plus, il n’ya pas de points-bases vtuples et il
en peut exister qu’ un seul point-base dont la multiciplité

v B .
surpasse - (en dehors du faisceau de droites). Les courbes

représentant les sections hyperplanes de la surface ne pas-
sent jamais, par deux points-bases du faisceau de courbes
d’ordre p dont la somme des multiplicités est v, avec des
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multiplicités dont la somme surpasse PPordre d’'une courbe

rationnelle du faisceau correspondant au faisceau de droites.

Je considére, dans ce qui précéde, une surface rationnelle comme com-
plétement donnée lorsque I’on connait une de ses représentations planes.

Comme cas particulier, je déduis le théoréme de M. Koenigs", que
j"énonce comme ceci:

I Siune surface algébrique contient deux faisceaux
de coniques, cette surface est rationnelle et c’est la surface
de Veronese, de S,, ou la surface d’ordre 8, & sections hyper-
planes elliptiques, représentant lesystéme des quartiques
planes & deux points doubles, ou I'une des projections de
ces deux surfaces.

Je déduis enfin le théoréme:

M. Si une surface algébrique contient un faisceau de
coniques et un faisceau de cubiques rationnelles, elle est
rationnelle et c’est une surface d'ordre 12, de S,;, & sections
hyperplanes de genre 2, ou une surface dordre 11, de S0,
a sections de genre 2, ou une surface d’ordre 8, de Ss, 4 sec-
tions elliptiques (représentant le systéme des courbes planes
du troisiéme ordre ayant un point-base), ou une réglée cu-
bique de §,, ou une quadrique, ou une projection de une de
ces surfaces.

') Détermination de toutes les surfaces plusieurs fois engendrées
pardes coniques. Annales de I’Ecole Normale sup., 3-¢ s., t. v, p. 177.

icm®

J. RUDNICKI.

Badanie pewnego szczegolnego typu wzrastania funkeyl.

Sur un mode de croissance différent de la croissance exponentielle.

WSTEP.

W dziele pod tytutem ,Théorie de la croissance® E. Borel zajmuje sig
badaniem zasadniczych typow funkcyj rosngcych i wprowadza nastgpnie
pewne symbole dla oznaczenia odpowiedniego rzedu wzrastania. Takie-
mi funkcyami typowemi sg funkcye ax71ie*; rzad wzrastania funkcyj a*
oznacza Borel przez n, funkcyi za$ e* przez w. Rzgqd wzrastania funkcyi

e" — oznacza sie wtedy symbolem w?, funkcyi symbolem ¢ — symbolem
w? it.d. Otrzymujemy w ten sposéb przeliczalny cigg funkcyi, ktdérych
wzrastanie jest coraz szybsze i ktérym odpowiadajg symbole rzgdowe

w, w wh..., wr,....

Nastepnie, z twierdzenia P. du Bois-Reymonda, wyprowadza Bo-
rel wniosek, iz muszg istnie¢ funkcye, ktore wzrastajg szybciej, anizeli fun-
kcye o rzedzie wzrastania w®, jakkolwiek wielkie byloby 7.

»Funkcye te ¥ — powiada Borel—pozostang poza ramami naszego ba-
dania.... Funkcye te ograniczajg pole naszych badan tak, jak w naukach,
opartych na spostrzezeniach, doswiadczenie ogranicza sig obecnie do zjawisk
dostrzegalnych przy pomocy mikroskopu z jednej, teleskopu z drugiej stro-
ny... Ograniczenie naszego pola badan polega¢ bedzie na tem, iz rozpa-
trywac bedziemy tylko te funkcye, ktérych rzgd wzrastania jest mniejszy od
w", gdzie n oznacza liczbe catkowity skoniczong®.

) E. Borel, ,Lecons sur la théorie de la croissance“ str. 25,
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