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R. MEHMKE.

0 uogdlnienu twierdzenia Pascala, podanem przez Buschego,
1 o twierdzeniach wzajemnych z tem zwigzanych.

Ueber Busche’s Verallgemeinerung des Pascalschen Satzes und die dazu dualen Sitze.

W zeszycie 6-ym tomu V-go Sprawozdar Towarzystwa matematycznego
w Hamburgu, wydanym dla uczczenia pamigci polegtego na polu walki uczo-
nego hamburskiego Edmunda Buschego, oglosit P. Riebesell intere-
sujace, znalezione przez Buschego uogélnienie twierdzenia Pascala i na-
szkicowat dowdéd tego uogdlnienia, Wystowit on to twierdzenie w sposéb na-
stepujacy: Tréjkaty w liczbie 60, ktérych wierzcholki znajdujg si¢ w punktach
przeciecia trzech par bokéw przeciwleglych kazdego z 60 prostych sze§ciokg-
téw, utworzonych z szedciu dowolnych punkiéw plaszczyzny, posiadajg
w spélrzednych jednorodnych wyznaczniki tej samej wartosci. Te tréjkaty
p. Riebesell nazywa tréjkatami Buschego, nalezagcemi do danych
szedciu punktow; dodaje przytem, ze réwno$¢ wyznacznikow dla tych tréjka-
téw nie znaczy, oczywiscie, iz pola tych wszystkich tréjkatéw sq réwne.

Celem niniejszego artykulu jest gléwnie nadanie twierdzenin Busche-
go postaci metrycznej, przy ktérej wystepujg wtasnie zawartosci owych pol.
Dochodzimy do tego odrazu, przedstawiajgc twierdzenie Buschego przy
pomocy Rachunku punktéw. Podobnie rzecz sig ma z twierdzeniem wzajem-
nem do twierdzenia Buschego, odpowiadajagcem mu na mocy dwoistosci
na plaszczyznie. To twierdzenie wzajemne moze by¢ przeto uwazane za
uogélnienie twierdzenia Brianchona, podobniez jak i odpowiednie twier-
dzenia Geometryi wigzki lub Geometryi kulistej. Do dowodéw i ogdl-
niefl twierdzenia Buschego zamierzam powréci¢ w artykule pézniej-
SZym.
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1. forma mefryczna twierdzenia Buschego.

Oznaczmy przez a, b, ¢, d, e, f szes¢ danych punktéw, wzigtych w po-
rzadku dowolnym. Trzy pary bokéw przeciwleglych prostego szesciokata
abedef mozna wiedy przedstawi¢ za pomoc iloczynéw zewnetrzaych

lad] 1 [de], [be] i [efl, [ed] i [fa]V;

dalej, ich punkty przecigcia g, % i, a wigc wierzchotki tréjkata Bu schego,
nalezgce do tego prostego szesciokata, wyrazajg sie przez trzy iloczyny ze-
wnetrzne

g=Ilab.de], h=l[bc.ef], i=led.fa]. (1)

Twierdzenie Buschego orzeka tedy, ze te trzy punkty daja iloczyn

zewngtrzny
lghil=1[ab.de..bec.ef..cd. fa], @)

ktérego warto$¢ pozostaje bez zmiany, gdy zmieniamy w jakikolwiek sposéb
porzadek szesciu punktéw danych. Wedtug teoryi Rachunku punktéw iloczyn
zewnetrzny [gh] trzech punktéw g, &, 4, gdy zaktadamy, Ze sa polozone
w skoriczonodci, réwna sie iloczynowi ich wartosci liczbowych przez podwéjne

pole tréjkata ghi, ktére oznaczmy przez ghi:
[ghi] =mod g .mod k. modi. ghi. (3)

Z drugiej strony: warto$¢ liczbowa iloczynu dwéch prostych (nieréwro-
legtych) w plaszczyznie jest réwna iloczynowi ich wartosci liczbowych przez
wstawe kata pomiedzy niemi zawartego ?; jezeli wiec oznaczymy przez 9, ¢, %
katy pomigdzy parami bokéw przeciwlegtych powyzszego szeSciokgta pro-
stego, bedzie:

mod g ==mod [ 5] . mod [de]. sin o,

mod k= mod [b¢] . mod [ef]. sin ¢,
mod ¢ = mod [¢d] . mod [fa] . sin .
Jezeli wszystkie punkty dane lezg w skoficzonoécei i gdy kazdemu z nich

nadamy wartosc liczbowa 1, to rozumiejac przez wb, de it. d. diugosci od-
cinkéw, bedziemy mieli:

) Poréw. R. Mehmke, Vorlesungen iber Punktrechnung, Teilband I (,P. R. L9,
Lipsk 1913, zwlaszcza N° 25 i 27.
Y P.R. Ls. 126 u géry.
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mod [¢b] =ab, mod[de]=de it d. )

Otrzymamy tedy nowe wyrazenie twierdzenia Busch ego:
[ghil=ab.bc.cd.de.ef . fa .sino.sin b .siny.ghi— const, (6)

Stowami: Jezeli szes¢ dowolnych punktdédw na ptaszczyZnie
wzigtych w jakimkolwiek porzadku, uwaza¢ bedziemy za
wierzchotki prostego szesciokata, wtedy iloczyn liczb, wyra-
zajacych dtugosci jego bokéw, przez iloczyn wstaw trzech
katéw, pod ktéremi przecinajg sie trzy pary bokdéw przeciw-
legtych szed§ciokata iprzez pole tréjkata, kiérego wierzchot-
kami sq punkty przecigcia tych trzech par prostych, jest nie-
zalezny od porzadku, w jakim bierzemy punkty dane.

Forma metryczna twierdzenia Buschego utrzymuje sig, jezeli niektére
z punktéw danych usuwajg sie w nieskoficzonosé?. Jezeli by np. punkt @
w jakimkolwiek kierunku oddalit sie w nieskoriczono$é, wtedy, wedtug zasad
Rachunku punktéw, moznaby go zastapi¢ przez wektor powyzszego kierunku
o diugosci réwnej 1 i byloby wtedy mod [ab] = 1, mod [fa] = 1. Gdyby zas
jeden z wierzchotkéw tréjkata Buschego np. wierzchotek g i tylko ten
znajdowat si¢ wierzchotek w nieskoriczonosci, wtedy ! zamiast sin v nalezalo-
by wzig¢ odlegtos¢ prostych réwnolegtych [ab] i [de], zamiast za$ [ghi] na-
lezatoby wzia¢ pole réwnolegloboku, ktérego jednym z bokéw jest [hé], drugi
za$ bok jest réwnolegly do [#8] i ma dlugosé 1. Gdyby dwa wierzchotki
tréjkata Buschego znajdowaly si¢ w nieskoriczonosci, np. wierzchotki gih,
wtedy ghi byloby polem kwadratu ukosnego o diugosci boku réwnej 1
i o bokach réwnolegtych od [ab] i [d¢], a wiec wstawg kata tych dwéch pro-
stych.

2. forma mefryczna twierdzenia wzajemnego do twierdzenia
Buschego na plaszczyznie.

Niechaj 4, B, ¢, D, E i F beda bokami szescioboku na plaszczyznie,
w tym porzadku uwazanemi. Proste, laczace trzy pary wierzchotkéw prze-
ciwlegtych, oznaczmy przez @, H, J:

G=[4B.DE|, H=(BC.EF], J=I[0D.F4]. (0

Wedlug twierdzenia wzajemnego do twierdzenia Buschego na pta-
szezyZnie iloczyn zewnetrzay tych trzech prostych

) P.R L,s 359 N° 9.
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[GHJ]=[AB.DE..BC.EF..CD.FA4 @)

musi posiada¢ warto$¢ niezalezng od porzadku, w jakim bierzemy trzy dane
proste. Iloczyn zewnetrzmy trzech (skoficzonych) prostych réwna sig iloczy-
nowi ich wartodci liczbowych przez ,wstawe* utworzonego przez nich tréj-
boku V:

[GHJ]=mod G. mod H. mod J . sin GHJ. 3)

Jezeli przez p, g, v oznaczymy odleglodci trzech par wierzchotkéw
przeciwleglych powyzszego szescioboku, bedzie:

mod G = mod [AB]. mod [DE] . p
mod H = mod [BC]. mod [EF]. q (4)
mod J = mod [CD]. mod [F4] ..

Jezeli dalej przez AB oznaczymy kat prostych 4 i B (ktérym nadaje-
my zwrot okreslony), a prostym danym nadamy warto$é liczbowa 1, bedzie:

mod [AB]=sinAB, mod[DE]=sinDF, it d (5)

Bedzie tedy:
[GHJ]==sin AB.sin B(.sin OD . sin DE. sin EF. sin 74
(®)
-pqr.sin GHJ = const.,

Stowami: Jezeli rozwazamy szes¢ dowolnych prostych
na ptaszeczyznie wjakimkolwiek porzadku jako boki prostego
szedcioboku, wtedy iloczyn wstaw szesciu kat6w szesciobo-
ku,trzech iloczynéw odlegtosci jegotrzech par wierzchotkow
przeciwlegtych i wstawy tréjboku, utworzonego przez pota-
czenie wierzchotkéw przeciwleglych, jest niezalezny od po-
rzgdku, w jakim bierzemy te sze§¢ prostych.

3. Twierdzenia odpowiednie dla wigzki i kuli.

Na zasadzie prawa dwoistosci, ktdre ogolnie stosuje sie w Rachunku
punktéw, w szczegélnosici za$ do iloczynéw zewnetrznych i do wielkosci me-

) Przez wstawe tréjboku na plaszczyZnie rozumieé nalezy wielkod¢ wzajemng
do pf)dwo]onego pola tréjkata. Réwna sie ona, miedzy innemi, iloczynowi wstawy jakiego-
kolwiek kata tréjboku przez odpowiednig wysoko$¢ (t.j. wysoko§¢ przechodzacy przez wierz-

chotek trojkata). Poréw. P. R. I, S. 360 N° 11, gdzie podano i inne wyrazenia tej wiel-
kosci.
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trycznych przez nie uwarunkowanych, mozna odrazu podaé, jakie twierdzenia
Geometryi wigzki i Geometryi kulistej odpowiadajg wyprowadzonym wyzéj
pod 1) i 2) twierdzeniom metrycznym.

Jezeli sze$§¢ prostych, wychodzgcych z jednego punktu
przestrzeni, uwazaé¢ bedziemy w jakimkolwiek porzadku za
krawedzie prostej szesciokrawedzi, to iloczyn wstawy sze-
$ciu bokdéw? (t j. katéw pomiedzy sgsiedniemi krawedzia-
mi) szesciokrawedzi, wstawy trzech katéw dwusciennych,
ktérag tworzq trzy pary przeciwleglych $cian i wstawy
(v. Staudta) tréjkrawedzi utworzonej przez linie przeciecia
trzech par $cian przeciwleglych, jest niezalezny od porzad-
ku, w jakim bierzemy te szed¢ prostych.

Jezeli uwaza¢ bedziemy szes¢ dowolnych, przez jeden
punkt przechodzgcych, ptaszczyzn za ptaszczyzny boczne sze-
$cioscianu prostego, wtedy iloczyn wstawy jego katow dwu-
$ciennych przy sze$ciu krawedziach, wstaw trzech kgtéw,
ktére tworzg trzy pary krawedzi przeciwleglych i wstawy
tréjécianu? utworzonego przez plaszczyzny tgczace trzy pa-
ry krawedzi przeciwlegtych, jest niezalezny od porzadku,
w jakim uwazamy te szes¢ plaszczyzn.

Te dwa twierdzenia mozna fatwym sposobem przemienié¢ na twierdzenia
Geometryi kulistej, przecinajac uwazane sze$¢ prostych lub szesé plaszczyzn
kulg o promieniu 1, ktdrej $rodkiem jest punkt wspdlny tych prostych lub
plaszczyzn. Nalezy tylko przy tem zauwazy¢, ze wstawa tréjkrawedzi prze-
chodzi na wielkos¢, ktéra mozna nazwac¢ wstawg tréjkata kulistego, mianowi-
cie na iloczyn jakiegokolwiek boku tréjboku kulistego przez wstawe nale-
zacej do tego boku wysokodei kulistej, oraz ze z wstawy tréjscianu powstaje
wstawa trojboku kulistego, ktora jest wielkoscig wzajemng lub biegunows do
wstawy trojkata kulistego. ’

In Heft 6 von Band V der Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft
in Hamburg, das zum Gedéchtnis an den auf dem Felde der Ehre gefallenen
Hamburger Gelehrten Edmund Busche ausgegeben worden ist, hat Herr
P. Riebesell eine merkwiirdige, von Busche gefundene Verallgemeine-
rung des Pascalschen Satzes bekannt gegeben und einen Beweis dafiir ange-

Yy Poréw. P. R. I. N® 34, w szczeg6lnoSci S. 130—132.
*) P. R I S. 362, Nv 13.
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deutet. Fraglicher Satz wird dort etwa so eingekleidet: Die 60 Dreiecke, de-
ren Ecken in den Schnittpunkten der drei Paar Gegenseiten eines jeden der
60 einfachen Sechsecke bestehen, die aus sechs beliebigen Punkten einer
Ebene gebildet werden kénnen, haben in homogenen Koordinaten Determi-
nanten von demselben Wert, Diese Dreiecke nennt Herr Riebesell die zu
den gegebenen sechs Punkten gehodrigen Dreiecke von Busche. FEr fiigt
hinzu, dass die Gleichheit der Determinanten fir jene Dreiecke natiirlich nicht
bedeute, dass der Flicheninhalt bei allen derselbe sei. Der Zweck der nach-
stehenden Mitteilung ist vornehmlich, dem Satz von Bus che eine metrische
Gestalt zu geben. bei der gerade jene Flacheninhalte in Erscheinung treten.
Man kommt hierauf sofort, wenn man den Satz von Busche mit Hilfe der
Punkirechnung darstellt. Ebenso ist es mit dem Satze, der dem Satz von
Busche vermdge der Dualitit in der Fbene entspricht, der somit als eine
Verallgemeinerung des Satzes von Brianchon angesehen werden kann, und
mit den entsprechenden Satzen in der Geometrie des Biindels oder in der
sphérischen Geometrie, Auf Beweise und Verallgemeinerungen des Satzes
von Busche denke ich in einer spdteren Mitteilung zurtickzukommen.

1. Mefrische form des Saizes von Busche.

In beliebiger Reihenfolge genommen seien die sechs gegebenen Punkte
mit den Buchstaben a, b, ¢, d, ¢ und /' bezeichnet. Die drei Paar Gegen-

seiten des einfachen Sechsecks abedef sind alsdann durch die #ufseren
Produkte »

[@8] und [de], [be] und lef], [ed] und [fa

dargestellt, ferner ihre Schnittpunkte g, & und %, also die Ecken des zu je-

nem einfachen Sechseck gehorigen Dreiecks von Busche durch die drei
dusseren Produkte

g=[ab.de], h={bc.ef], i=[cd.fa]. (1)

Der Satz von Busche besagt nun, dass diese drei Punkte ein dusseres
Produkt liefern:

[ghz']:[ab.de..bc.ef..cd.fa], 2)

dessen Wert unverandert bleibt, wenn man die Reihenfolge der sechs gegebenen
Punkte irgendwie #ndert. Nach den Lehren der Punktrechnung ist aber das
dussere Produkt [ghd] der drei Punkte g, h und 4, diese als im Endlichen

) Vgl wegen des Folgenden meine Vorlesungen iiber Punktrechnung, Teilband I
(.P. R. 1%, Leipzig 1913, besonders N° 95 und 27.
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liegend vorausgesetzt, gleich dem Produkt aus ihren Zahlwerten und dem
doppelten Inhalt des Dreiecks gk 3, der mit ghi bezeichnet werden mége:

lghi]=modg.mod h.modi.ghi. 3)

Anderseits ist der Zahlwert des Produktes zweier (nicht parallelen) Ge-
raden in der Ebene gleich dem Produkt aus ihren Zahlwerten und dem sin
des von inen gebildeten Winkels ", also, wenn man die Winkel der drei
Paar Gegenseiten des obigen einfachen Sechsecks der Reihe nach mit °, O, %
bezeichnet:

mod g = mod [a 8] . mod [de] .sing,

mod % =mod [b¢] . mod [ef] . sin ¢, 4)
mod ¢ = mod [¢d] . mod [fa] . sin .

Wenn ferner die gegebenen Punkte alle im Endlichen liegen und man

ihnen je den Zahlwert eins beilegt, so ist, unter @b, de usw. die Linge der
Strecken @b, de usw. verstanden:

mod [ad]=ab, mod[de]=de usw. (5)

Folglich erhilt man als neuen Ausdruck fiir den Satz von Busche:
[ghil=ab.bc.cd.de.of .fa.sing.sin . sin . ghi = const., (6)

in Worten: Betrachtet man sechs beliebige Punkte einer Ebe-
ne, in irgendeiner Reihenfolge genommen, als Ecken eines
einfachen Sechsecks, dann ist das Produkt aus den Lingen-
zahlen seiner sechs Seiten sowie den sin der drei Winkel,
unter denen sich die drei Paar Gegenseiten des Sechsecks
schneiden, und der Flachenzahl des Dreiecks, das die Schnitt-
punkte dieser drei Geradenpaare zu Ecken hat, unabhangig
von der Reihenfolge der sechs gegebenen Punkte.

Die metrische Form des Satzes von Busche lasst sich auch aufrecht
erhalten, wenn einzelne der vorkommenden Punkte ins Unendliche fallen.
Lage z. B. der Punkt @ in irgendeiner Richtung unendlich fern, so kénnte
man ihn, wie es in der Punktrechnung iiblich ist, durch einen Vektor von der
Lange eins parallel mit jener Richtung ersetzen und es wiirde mod [ad] =1,
mod [fa] ==1. Befande sich aber eine Ecke des Dreiecks von Busche,

. R I, S. 126 oben.
R I, 8. 359 NY 9
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z. B. g, im Unendlichen, und nur diese, dann trate P an die Stelle von sin ¢
der Abstand der nun parallelen Geraden [ad] und [de], und statt [ghd]
hdtte man den Inhalt des Parallelogramms zu nehmen, von welchem [f4]
eine Seite vorstellt, wihrend eine zweite Seite parallel mit [¢ 6] ist und die
Linge eins hat. Wiren zwei Ecken des Dreiecks von Busche unendlich
fern, z. B. g und h, so wiirde aus gh4 der Inhalt des Rhombus von der Sei-
tenldnge eins mit den Seiten parallel mit [@b] und [be] sind, also der sin
des Winkels dieser beiden Geraden.

2. Mleirische Sorm des zum Safz von Busche dnalen Satzes
in der Ebene.

Sechs beliebige Geraden 4, B, €, D, E und F in der Ebene mégen
in dieser Ordnung als die Seiten eines einfachen Sechsseits betrachtet wer-
den. Die Verbindungslinien der drei Paar Gegenecken bezeichnen wir mit

G, H und J:

G=[AB.DE|, H=[BC.EF], J=[CD.FA]. )

Nach dem Satze, der zu dem von Busche in der Ebene dual ist, muss
das #ussere Produkt dieser drei Geraden:

[GHJ]=[AB.DE..BC.EF.. CD.F4] @)

einen von der Reihenfolge der sechs gegebenen Geraden unabhiangigen Wert
haben. Das dussere Produkt dreier (endlichen) Geraden ist aber gleich dem
Produkt ihrer Zahlwerte und dem ,Sinus“ des von ihnen gebildeten Drei-
seits: 1 )

[FHJ]=mod G.mod H.modJ.sin GHJ. (3)

Nennt man jedoch p, q, r die Abstdnde der drei Paare von Gegenecken
des obigen Sechsseits, so ist

mod G =mod [4B] .mod [DE]. p
mod H = mod [BC]. mod [EF] . q @
mod J = mod [C.D]. mod [4F). t.

') Unter dem Sinus eines Dreiseits in der Ebene hat man die zum doppelten Inhalt
eines Dreiecks duale Grésse zu verstehen. Er ist unter anderm gleich dem Produkt aus dem
sin irgendeines Winkels des Dreiseits und der zugehtrigen (d. h. durch den Scheitel dieses

Winkels gehenden) Hohe, vgl. P. R 1, S. 360 N° 11, wo auch andere Ausdriicke dafiir emt-
wickelt sind.
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Ueberdies hat man, wenn 4B den Winkel der (je mit einem bestimmten
Sinn versehenen oder ,orientierten*) Geraden 4 und B bezeichnet und wenn
man den gegebenen Geraden je den Zahlwert eins beilegt:

mod [AB] =sindB, mod[DE)=sin DE, usw. (5)

Mithin ergibt sich

. (6)
-pqr.sin G HJ = const.,

d.h: Werden sechs beliebige Geraden einer Ebene in irgend-
einer Reihenfolge als ‘Seiten eines einfachen Sechsseits
betrachtet, so ist das Produkt aus den sin der sechs Winkel
des Sechsseits, den drei Abstidnden seiner drei Paar Gegen-
ecken und dem Sinus des Dreiseits, das von den Verbin-
dungslinien der Gegenecken gebildet wird, unabhédngig von
der Reihenfolge jener sechs Geraden.

3. Die enfsprechenden Sifze im Biindel und auf der Kugel.

Auf Grund des Gesetzes der Dualitit, das in der Punktrechnung, insbe-
sondere bei den dusseren Produkten und den durch sie bedingten metrischen
Grossen, allgemeine Giiltigkeit hat ©, l4sst sich ohneweiteres angeben, welche
Satze in der Geometrie des Biindels und in der sphérischen Geometrie den
unter 1) und 2) hergeleiteten metrischen Sitzen entsprechen. Es sind fol-
gende.

Werden sechs beliebige, von einem und demselben
Punkt ausgehende Geraden des Raumes in irgendeiner Rei-
henfolge als Kanten eines einfachen Sechskants betrachtet,
so ist das Produkt aus den sin der sechs ,Seiten (d. h. Win-
kel zwischen benachbarten Kanten) des Sechskants, den sin
der drei Flachenwinkel, welche die drei Paare von gegen-
fiberliegénden Seitenflichen mit einander bilden, und dem
(v. Staudt'schen) Sinus?® des Dreikants, das von den Schunitt-
linien der drei Paare gegeniiberliegender Seitenflichen ge-
bildet wird, unabhdngig von der Reihenfolge jener sechs Ge-
raden.

Y Vgl P. R. I N° 34, insb. S. 130132
%) Vgl P. R I, S. 361 N° 12,
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Betrachtet man sechs beliebige, durch einen und den-
selben Punkt gehende Ebenen, in beliebiger Reihenfolge ge-
nommen, als Seitenebenen eines einfachen Sechsflachs, dann
ist das Produkt aus den sin der Fldchenwinkel an seinen
sechs Kanten, den sin der drei Winkel, welche die drei Paar
Gegenkanten einschliessen, und dem Sinus des Dreiflachst,
welches die Verbindungsebenen der drei Paar Gegenkanten
bilden, unabhédngig von der Reihenfolge jener sechs Ebenen.

Diese beiden Sitze kénnen leicht auf bekannte Weise in Satze der sphi-
rischen Geometrie verwandelt werden, indem man die fraglichen sechs Gera-
den oder Ebenen mit einer Kugel vom Halbmesser eins schneidet, die deren
gemeinsamen Punkt als Mittelpunkt hat. Es ist dabei nur zu bemerken, dass
aus dem Sinus eines Dreikants die Grosse wird, die sich als der Sinus eines
sphérischen Dreiecks bezeichnen lasst, ndmlich das Produkt aus dem sin ir-
gendeiner Seite des spharischen Dreiecks und dem sin der zugehdrigen
sphirischen Hohe, ferner aus dem Sinus eines Dreiflachs der Sinus eines
sphérischen Dreiseits, welches die duale oder polare Grosse zu dem Sinus
eines sphérischen Dreiecks ist.

) Vgl P. R I, S. 362 N° 13.

icm

A. HOBORSKL

L podstaw Geometryi rzutowej.

Ueber die Grundlagen der projektiven Geometrie.

§ 1. Na innem miejscu Y odréznitem miedzy Geometryg rzutowa spe-
cyalng a og6lng, o ile chodzi o Geometrye rzutows, uzyskang na drodze syn-
tetycznej. Specyalng dali nam v. Staudt (Geometrie der Lage 1847)
iM. Pasch (Vorlesungen iiber neuere Geometrie 1882, drug. wyd zr. 1912).
Kiedy pierwszy z nich przyjat aksyomat o réwnoleglych w postaci nastepu-
jacej: ,przez kazdy punkt plaszczyzny, nie lezacy na prostej (I) tej ptaszczy-
zny, mozna poprowadzi¢ jedng i tylko jedna prosta, wspéiptaszczyznowg
z prosta () i prostej (I) nie przecinajacg®, i przez to rozwazania swoje znacz-
nie uproscit, M. Pasch zbudowal Geometrye rzutowg wolng od wszelkiego
aksyomatu o réwnolegtych (poglad, ze Geometrya rzutowa daje sig rozwinac
bez aksyomatéw o réwnoleglych—zdaje sig—wypowiedziat pierwszy F.Klein
(Uber die sog. Nicht-Euklidische Geometrie. Math. Annalen, tom 6-ty, 1873);
obydwaj, tak v. Staudt, jaki Pasch sg zmuszeni do odréznienia punktéw,
prostych i ptaszczyzn t. zw. wlasciwych od niewtasciwych (Pasch), czy nie-
skoriczenie odlegtych (v. Staudt). Ogélna Geometrya rzutowa (Pieri:
1 principii della geometria di posizione, composti in sistema logico deduttivo
druk. w Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, tom 48,
r. 1899; K. Th. Vahlen: Abstrakte Geometrie, 1905) przyjmuje za§ swe pod-
stawowe zdania i pojecia w ten sposob, ze méwi o punktach, prostych i pta-
szczyznach, nie dzielgc ich na dwie klasy, nadto czyni to w ten sposéb, ze

1 A Hoborski, Bemerkungen iiber die Grundlagen der Geometrie. Anzeiger der
Akademie der Wissenschaften in Krakau, Styczef r. 1917.

Prace mat.-fiz,, t. XXIX. 6


GUEST




