J. RUDNICKI.

Sunkcya nadwykladnicza & (o, x) w zaleinosci od paramefrn o

Etude de la fonction & (e, &) comme fonction du paramétre «.

1. Dla naszego celu wygodnie jest zamiast funkcyi & (2, z) poddaé
badaniu bezposrednio z nig zwigzang funkcyg

8, (o, ) =e€7%.8(a, . 7),
Funkcya 8, (2, @) czyni zado§¢ réwnaniu funkcyjnemu
6.6, (2, az) = =5 1. (1)
Zamiast & (¢, ¥) bedziemy czgsto pisali dla skrécenia wprost &, ().
Jest to funkcya catkowita zmiennej .
9. Rozwinigcie na szereg potggowy.

Mozemy otrzymac to rozwiniecie w spos6b nastepujacy; pochodna loga-
rytmu obu stron réwnania (1) daje nam:

&/ (az) =8 (2) .6, (22),
czyli
o r{Z
)‘ 8,1 (1) = 8, (z) . & (;) . ©
Dalej, wiemy, iz:
& (0)=1: &/ (O):L

Biorac pochodng rzedu m-tego obu stron réwnosci (2), otrzymamy:

1y, Badanie pewnego szczegblnego typu wzrastania funkcyi*. Prace mat.-fiz. 1916 r.
t. XXVIIL. Tam znajdzie czytelnik dowody twierdzen, na kiére sie powolujemy w niniejszej
pracy. . ;

Prace mat.-fiz, t. XXX. 9
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. Z
80 ()= 80 @). 8/ (7] + 5 &0 @ & [7)+ .

Ok @ (n—Fk) (x) g, k1 ( )_{_ +___ é’, (93) é‘, (n4-1} ( )

\

Niech teraz w powyiszem bedzie @ ==0; otrzymujemy wzér zwrotuy:
(1 ] 80 @ =80 ©) + 5 6D O+

i 1 o - 2 1k n,
4+ 0,‘,;7; . 8,1 (0). & H—'4> O +...4+ prs 8,™ (0),
czyli:

n—1

8+ (0) = 2

L9 (0) . &, (0). (3)

d”

3. Ze wzoru (3) wnioskujemy metodg indukcyi matematycznej, ze
8,0 (0) > 0 i précz tego ze jest funkeya malejgcg zmiennej o.
W rzeczy samej:

o 1
"O=iy =t

=y = (e (a5
O =@y e T gy [ 5
Widzimy wigc, iz twierdzenie nasze, tyczgce sig spétczynnika &® (0),

1
3
jest prawdziwe dla n =2, 3. Spdtczynnik —-JE-—I ----- we wzorze (3) jest (dla
o
k << n) takze funkcyg dodatnia i malejacq zmiennej o.; stad odrazu wynika
prawdziwos$¢ naszego twierdzenia dla n catkowitego jakiegokolwiek.
4. Mam zamiar udowodnic twierdzenie nastepujace:
Funkcya & (o, &) przy statem z (z==0), jest funkcyg male-
jaca parametru o.
Z samej natury zagadnienia wynika, oczywidcie, iz mamy na mysli tylko
rzeczywiste wartodci zmiennych 2 i a.
Na razie udowodnimy {o twierdzenie w przypadku, gdy z > 0; wynika
to odrazu z poprzedniego wzoru (3) 1 z rozwiniecia

8, ()= 2 & 4(9_)_ x . (4)

icm®
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Kazdy skiadnik szeregu zbieznego (4) maleje, gdy o rosnie; wszystkie
sktadniki s dodatnie, a wiec suma szeregu (4) czyli &, (z) jest funkcya ma-
lejacg zmiennej a.

Aby udowodni¢ to twierdzenie i dla przypadku « < 0, zajmiemy sie
rozwinieciem na szereg funkcyi odwrotnej, t. j. jednej galezi funkcyi nadloga-
rytmowej.

6. Funkcya odwrotna (nadlogarytmowa). Funkcye odwrotng
wzgledem funkeyi & (z) oznaczaé bedziemy przez T (z), a funkcye odwrotng
wzgledem & (z) przez T, ().

- Mamy wtedy:
T (@)=e=.T(xey; T,(1)=0,

T/N)y=T(ey =1, (5)
T, (1) = ex ™1 T (g2).
Funkcya T'(x) spefnia réwnanie funkcyjne
T (z) =0 . T{log, x}. 6)
6. Tworzac pochodne rzedu n-tego obu stron réwnosci (6), znajdziemy:

7, —2,
vzj._)_(_qg. ena A (n )_._.__)_(@ (’U) on—2) « _
an

m_,,{ eln— 1>a1_A()

s, T ol — o

gdzie u =1log, , a 4, oznacza sume wszystkich iloczynéw po p czyn-
nikéw, utworzonych z liczb ciggu 1, 2, 3,..., n—1.
Kladac © =e* i przechodzac do funkeyi T, (x) otrzymamy:

()= o ) 1= = i, 1 () — g, B

(- 1y A T (),

WprowadZmy oznaczenie nastgpujace:
oy = (=1t Ty (1);

otrzymamy wtedy wzdr zwrotny:

Oy == o A(n-l—l) %y (7)


GUEST


JArRudHIcki. @

¢
gdzie o
ay=1, o= =7

201 2%)
=G - "¢

0 spétczynnikach a,, wystepujacych wewzorze (7), zauwazymy, co na-

stepuje: )
1) Wszystkie a, sa dodatnie, . . ' o
9) Gdy o rosnie, o jako funkcya zmiennej o maleje. Oczywiscie

zawsze o > 1. o
Oba orzeczenia, wyrazone pod 1. 112, mozna wysnué z tatwosécig przy

omocy indukcyi matematycznej ze wzoru (7). .
P v\;rzeczy samej: prawdziwo$¢ twierdzenia sprawdzamy bezposrednio dla
n=2, 3, gdyz

o

1
oy =y =14 —y,

—
“Fﬁ%z(”;&)(”rér)w

k .
We wzorze (7) zas spétczynniki B.Tg:T’ (gdzie &< n) sa funkcyami

malejacemi zmiennej a.
7. Szereg nadlogarytmowy. Przejdimy teraz do funkeyi od-
wrotnej.” Na zasadzie poprzedniego otrzymamy rozwinigcie formalne nastg-

P s @-1, @042 (1)
Z1 2 T (e2=1) (e—1) 3l v

1 "
(=1

@1 -
(8a)

Udowodnimy za chwile, ze szereg ten jest zbiezny wewngtrz pewnego
kola zbieznodci i przedstawia jedne z gatezi funkcyi nadlogarytmowej, miano-
wicie te, ktéra dla wartosci rzeczywistych zmiennej przyjmuje wartosci rze-
czywiste.

Bedziemy wigc mogli napisac:

o ol o? (2041) &

AlHI=r o i Tene-na 7 g

R VT
Rozwinigcie to jest analogiczne do rozwiniecia funkcyi logarytmowej:

tog. (1-4a) —o— T4 5 — T g s T g
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8. Zbiezno$¢ szeregu nadlogarytmowego. Szereg (8)

jest zbiezny wewnatrz kota o promieniu pzia

Niech 7 oznacza liczbe, speiajaca warunek 1 > 7 > ,.:%’ a x, liczbe,

okreslong przez nieréwnosci X > x,>v, gdzie X jest liczba rzeczywista do-

datnia dowolnie wielka. Dalej niech y, oznacza liczbe rzeczywisty taka, iz

8, (y,) ==, ; taka liczba rzeczywista y, istnieje i jest okreslona jednoznacz-
1

nie, gdyz x, > g— = —:: . ’

Gdy @, przybiera wartosci przedziatu (4, X), t. j. gdy q< %, < X,
to ¥, przyjmuje wartosci, spetniajace warunek |y, | < Y. Niech M ozna-
cza maximum modutu funkcyi & (y) na kole ¢ o promieniu p=Y -7,
gdzie 7 liczba dodatnia, zresztg dowolna, a m niech oznacza liczbe taka, iz
wewnatrz i na kole € jest &' (y) > m.

Uzywajac metody funkcyi zwyzszajacej, udowodnimy w znany sposéb
(patrz np. Goursat, Cours d’Analyse mat., t. I . 187 i 190), iz istnieje sze-
reg o spéiczynnikach rzeczywistych

Y=+ (& —Zp)+ (@ —2) ...+ (@—z) ..., (9

zbiezny wewnatrz pewnego kola o promieniu zbieznosci r wigkszym od pew-
nej liczby statej %; (& nie zalezy od z,, zalezy natomiast od 71X za po-
$rednictwem m i M).

Szereg ten okresla funkcye, czyniacg zado$¢ réwnanin z = & ), priy-
_ T (=)
- !l
dgca odwréceniem funkcyi zmiennej rzeczywistej y, mianowicie funkcyi
z=38(y)Y, a T\ (z,) — pochodna rzedu n-tego tejze funkcyi, tak iz mo-
zemy napisac szereg (9) w postaci:

tem ay =T, (%¢),-.. ta , .-, gdzie T (z,) jest to funkcya, be-

’ o )
=T )+ 5 @y 4 T ey
T, (g2) (9b)
—|—-1_m°_.(m»..zo)n+.“

Szereg ten zawiera w sobie rozszerzenie okreslenia funkcyi T'(z) dla
wartoéci zespolonych zmiennej x wewnatrz pewnego obszaru (B). Obszar
(B) otrzymamy w spos6b nastepujacy. Nadajemy w (9) zmienne] rzeczywi-

Yy Patrz L c.
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stej &, szereg wartosci w przedziale od 7 do” X; tworzymy .dla kaZdegg
z tych punktéw x, szereg (9) i taczymy ze sobg obszgry. ograniczone %{o%aml
zbieznoéci tych szeregéw. Z poprzedniego wynika, iz wystarczy skonczor}a
liczba takich kot @y, Cs, ..., Gy, ktére wzajemnie cze‘s’cxowo SIQ.pOkrywa]q
i tworza razem obszar spéjny (B, zawierajacy wewngtrz siebie odcinek (v, X)
osi liczb rzeczywistych.

Funkeya T (%)= e T, (we*), okreslona w ten sposéb wewnatrz ob-
szart (B), spetnia réwnanie funkcyjne

T(a*)=oaT ().

Rownanie to wyraza zwiazek miedzy pochodnemi funkeyi T (z) w pun-
ktach w, i @™, w- ktérych to punktach funkcya nasza przyjmuje wartodei
o lany. Jesli zm,=e to a™=e* takie, a n,= 0 i an,=0. Mamy wigc
zwiazki miedzy pochodnemi funkeyi T'(z) w tymze samym punkcie @ = e=
Przechodzac do funkeyi T, (%), otrzymamy zwiazki (7) miedzy pochodnemi
funkcyi 74 (%) w punkcie z = 1.

Zwiazki (7) okreSlaja jednoznacznie te pochodne Ty (1). Widzimy
wiec, iz rozwiniecie (9) dla =1 jest identyczne z rozwinigciem (8). Udo-
wodnimy teraz, ze obszar (B) rozciaga sig do punktu w:%.

Zauwazmy teraz, iz dla szeregu (8) punkt rzeczywisty, lezacy na kole
zbieznosci z lewe] strony, jest punktem nieregularnym; wynika to stad, iz jesli
@ jest liczba ujemng (x = —§, gdzie & > 0), wszystkie wyrazy szeregu (8)
sg tego samego znaku

o & a? (2o41) & 3
'—Tl (1~E)=e+u—-l ~2‘_!'—}—(&2__]‘) (o 1) 3] + »-*1'%:%‘{”‘1“ st

Teraz tatwo udowodni¢, ze koto zbieznosci szeregu (8) przechodzi przez
punkt %. W rzeczy samej, gdyby tak nie bylo, t.]. gdyby koto o promieniu

f

naprzyktad mniejszym p, <p=-of~— b bylo kotem zbieznosci, to punkt x,

-
tego kota na osi liczb rzeczywistych, potozony migdzy punktami i il, byt
by $rodkiem kota zbieznosci szeregu (9) i mieliby$my odpowiednie przediu-
zenie funkeyi 1'(x), a wiec i szeregu (8), gdyz wewnatrz kola o promieniu p,
oba rozwinienia (8) i (9) sq identyczne. Punkt x, byiby wiec punktem regu-
larnym; z drugiej strony wiemy, iz to by¢ nie moze. Stad wniosek, iz pro-

i orag oo . A 9 —f
mien zbieznosci p, nie moze by¢ mniejszy od - p f .

icm
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Z drugiej strony punkt S nie moze by¢ regularny dla rozwazanej ga-

fezi funkeyi T (@); w rzeczy samej, gdyby promiefi zbieznosci g, szeregu (8)

byt wiekszy od p:a—:ﬁ-, to funkcya &, (y) miataby warto§¢ skoriczong

=‘Z‘ dla pewnej wartosci rzeczywistej ¥ = A, co — jak wiadomo ¥ — niema
miejsca.

Twierdzenie o zbieznosci szeregu (8) zostato wiec udowodnione.

9. Teraz udowodnimy nastepujgcy wniosek:

Funkcya T\ (x) jest funkcygrosngca zmiennej o, gdy z
spetnia warunek

&

o

o <x<l1.

W rzeczy samej, wiedy w szeregu (8) ©— 1 ma warto§¢ ujemng, przytem
szereg jest zbiezny dla tej wartosci zmiennej w rozwinigein funkeyi —7, ()
kazdy wyraz jest dodatni i malejacy. Gdy o rosnie, kazdy wyraz, jak wiemy
(1. 6), maleje, a wigc — T} (z) maleje, czyli T} (z) rosénie.

10.  Strescimy teraz wyniki, otrzymane w poprzednich ustepach.

Poprzednio (I. 4) udowodnilisSmy, Ze &, (2, ) jest funkcygq malejaca

parametru « dla £ > 0. Teraz zas (1. 9), iz T (x, %) jest funkcya rosnaca
parametru o dla

[l

-z <L

2

Te dwa wyniki dopelniaja sie wzajem. Wrynika to stad, iz &, (o, )
i Ty (o, z) safunkcyami odwrotnemi. Jesli T, (=, «) rosnie, gdy « roénie,
to & (e, =) musi male¢. Tak wiec 8, (a, ) jest funkcyg malejacy zmien-
nej a dla wszystkich wartosci #==0. Tak samo funkcya T, (e, ) jest

funkcys rosngcg parametru o dla wszystkich wartosci %, spelniajacych wa-
runek
4

x> — i z==1.
o

Funkcya 6, (¢, ) przy 2 =0 i funkcya T, (o, %) przy « =1 nie za-
leza od .

11. Granica funkcyi &, 10 x), gdy parametr « roénie nie-
ograniczenie. :

Yy Patrz 1. cit. §§ 16, 17, 18
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Niech @, oznacza dowolng liczbg wieksza od jednosci. Poniewaz szereg

2 (0.4 2)
b D =1+o+ 5 e g eyt 0O

jest zbiezny dla kazdej wartosci x, wiec istnieje liczba 7, taka, Ze n > m,
pociaga za sobg

| Ba{og, ) | <& 11
dla kazdej wartosci », spetniajacej nieréwnosé
fz] <7

i gdzie R, (%, &) jest resztg szeregu (10) przy o=o,, tak iz

8, (5, %) = $n (2, ©) + Bu (g, ).

Przy kazdej wartosci & > o, bedziemy wtedy mieli:

| Bo(oy ) | < | Bu(og, [27) ] <<

Z drugiej strony

C'" -1

lim Sn (2, m)_l—}—x—|~2’+ e o 1T =0, (7).
Z (11) wynika, iz e —on | < . a2)

Z drugiej strony istnieje taka liczba [ > ay, iz « > pociaga nieréwnosé
0 < sulo, Z) —o, (@) <e. (13)
Kombinujac nieréwnosci (11), (12) i (13), otrzymamy:
S | 8= 0wl - | Baog, [2]) | < 8e,
| et — & (o, 2) | < 3e

e —8, (o, 2) | < |5 —
czyli:

o ile
ax>l 1 |z| <7,
co dowodzi, iz

lim 8, (u, ©) =¢"
przy kazdej wartosci x. ‘

12. Pegk krzywych y=6,(a, ). W tych wszystkich rozwazaniach
zmienne o i & przyjmuja, oczywiscie, tylko wartosci rzeczywiste, przytem a
roénie od 1 do co.

Wszystkie kizywe peku przechodza, przez wspo6lny punkt M o spot-
rzednych =0, y =1. Wszystkie sg styczne do siebie w tym punkcie.
Po za tem nie majg zadnego punktu wspolnego.

icm
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Oile z4=0, to & («, ) > e, przyczem, gdy o« ro$nie nieogranicze-
nie, to & («, =) dazy do funkcyi e*. Zbiezno$¢, oczywiscie, nie jest jedno-
stajna. Wymka to stad, iz &, (@, Z) rosnie predzej od e, (zz:) gdy x roénie
nieograniczenie. 1

Tak wiec, gdy o ros$nie nieograniczenie, krzywa y = 8, (¢, z) zbliza
sig do krzywej wykladniczej y = e®. ‘

Gdy za$ o dazy do jednodci, to y =8, (e, x) zbliza sig do linii fama-
nej, utworzonej z dwdch péiprostych, prostopadiych do siebie w punkcie M
jako wierzchotku, przytem jeden z promieni jest réwnolegly do osi liczb rze-
czywistych,-a drugx jest czedcig osi liczb urojonych, przyczem zwrot ]est
w pierwszym przypadku ujemny, a w drugim dodatni.

Wynika to stad, iz &, (¢, #) jest funkcya rosnacq zmiennej z i ze

lim &, (a, z) =

a=e-0d

%, przyczem gdy « dazy do jednodci, to i B dazy do tej

g

samej granicy 1. Tak wigc przy = ujemnem —< 8,(a, ) < 1, t. j. krzy-

wa y_éS («, ) jest calkowicie polozona qudzy dwiema rownolegleml

y_;— i y=1, przyczem lim -£—= 1. Dla =z dodatn*ego wystarczy zau-
A a=1

wazy¢, iz & (x) > aA_“j z.
Stowem, przy o rzeczywistem jest zawsze:

gdy <0, & (a, %) <1 1ijednoczesnie 8 (a, ) > ex;

gdy >0, 8 (2 x)>e°

Krzywe peku y =&, (¢, =) wypelniajg obszar, wyrazony tylko co napisane-
mi nieréwnosciami.

Mozemy jeszcze rzecz przedstawi¢ inaczej, Niech w réwnaniu

y=28 (a, )
dane bedgq liczby rzeczywiste x i y, nalezy za$ wyznaczy¢ liczbe rzeczywista o
Zadanie jest mozliwe tylko wtedy, gdy 2<0 i e*<y <1, lub gdy
z>01iy>es lub wreszele gdy =0, y=1. W pierwszym i drugim
przypadku o jest wyznaczone jednoznacznie, w trzecim za$ a jest liczbg do-

wolng, wigkszg od jednosci. Wrynika to z rozwazan poprzednich i z ciagtosci
funkcyi &, (a, x) wzgledem parametru a > 1.

) Patrz 1. c. 1. 18.
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Latwo teraz przejé¢ do peku krzywych y =T, (4, 2). ‘Wystarczy za-
uwazy¢, iz pod wzgledem geometrycznym ten drugi pgk otrzymamy z pierw-
szego przez odbicie symetryczne wzgledem dwusiecznej y =1

Mozemy z tatwoscig udowodni¢, ze granica, gdy o ro$nie nieogranicze-
nie przy « statem, jest tu funkcya logarytmowa, czyli

lim T (o, ) =log. x

Gdy x> 1, mozna wynik ten otrzyma¢ wprost z tylko co wzmiankowa-
nej zaleznosci geometrycznej migdzy obu pekami. Gdy za$ « <1, mozna
wyprowadzi¢ ten sam wynik z szeregu (8a) zapomocg rozwazan zupelnie po-
dobnych do tych, ktére rozwingliSmy w ustgpie pod 1. 11

Wyzej zakladalimy, iz « i przyjmujg wartoSci rzeczywiste. Otrzy-
many jednak wynik, iz lim & (a, @) == e* jest natury ogdlnej i pozostaje

prawdziwym nawet wtedy, gdy a« i sg liczbami zespolonemi, pod warun-
kiem, ze | a | czyli modut liczby zespolonej o ronie nieograniczenie. Udo-
wodnimy wigc, iz jest ogélnie

| l‘immé’:1 (o, ) =¢".
a| =

13. Zaczniemy od pewnego twierdzenia pomocniczego.
W tym celu wréémy do rozwinigcia funkcyi & (o, ).

8, (s, x):l—-}—w—}—g—j—%—f—...

14
_}_ﬁi : U, (2) . (14)
7! '(w.._lf]) (@=2"1) .. (a~—1)+ ve
U, (¢) oznacza wielomian wzgledem a stopnia n(nQ— 1) j)
Wielomiany te sg zwigzane wzorem zwrotnym:
U (@) = no Uy () _|_n (n }) 2 Uy () U (a) = 1:_;1
n(nml)(n 2) (”n—i__l)(aw 9 . 1)
+ 1.2.3 o <1y (a— Uz (&) Uy (= (15)
+' "+a'"Un(d).

Y Patrz Loc. I 4
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Zajmijmy sig na razie spélczynnikami rozwiniecia (14). Wyraz ogélny,
z pominigciem czynnlka , jest ‘ ‘

Uy (e0)

5(”)(0‘,, 0) = (u"-l — 1) (ua1—2 —_— 1) .

-1’

przy | a| > 1 mozemy przedstawi¢ ten wyraz w postaci szeregu zbieznego:

s =140 A Ay (16)

O spoéiczynniku 4,” udowodnimy co nastgpuje:

A," jest liczba dodatnig i jako funkcya zmienna n jest
wielomianem stopnia 2p wzgledem tej zmiennej.

Dowdd. Wyrazenia 8, (a, 0) czynig zado$¢ wzorowi zwrotnemu (3).
Podstawiajgc rozwinigcie (16), otrzymamy:

At A AL
o A 4
—p AN A A A
+—’3~{1+4§{i+4§f+“.+é§;—‘+ i+ §2+A;;—“+-..
T e

+
2 2+ |+

+ o {1+ AT
{1+‘“+ +A0 A s +.. }+.~...

Lo {1+ + {'+...+%§+...}.

an-t
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“Utozsamiajgc spélczynniki' przy ;p‘ otrzymamy, przy p >n:
n n n n—. ﬂ’(”—Q) U
At — 4o — 4 +n$‘A 42+ Z ApRAS
k

. + O" v An—x At +

p—k—:s + n Ap—u +1°

Przytem A7 dla m =0 jest 1, dla m < 0 zerem; dalej 4, dla p==0
jest zero, Af=1; wreszcie 42=1 dla kazdego p. '

Analogicznie
A::: A;t%” = A" “+‘ ‘ﬂZ A""l Aa_"_k 1-—l-- ~.(ZL_’:_12 Z An—z 11)-41-k-—2 I—

L+ nAp_h‘ e

Niech bedzie p =in -}-#, gdzie 0. » < n.

Otrzymamy szereg zwigzkdw analogicznych do dwéch poprzednich, z ktérych
ostatnie sa:

A:;i: - A’rl+] 4 ~Fr +n Z An—l ‘An Ar—f—1

n(n 1)

+ 2 IR TP PR S Az,

7 —_An = »——-1
Artt — 4o —}—'nZ 4 lAr_k_1+n(n )2 AR o

Dodajgc do siebie stronami te wszystkie wzory, otrzymamy:

At — e N Ar o > At A

k=p (modn) Lk = p—1 (mod m)
. —{-G"ZA"—'A’H—i—- __i__nZA
Kbk =p—s (mod n) fe= pt1 (mod )
Eik <p.
At — Ar=mn.

a7

przyczem

Dla p=1:

n (n—1)

Skad, uwzgledniajac iz 43 =1, otrzymamy A=
2

icm
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Dla p=2

Ag+‘ A“_n(A,._l_!_Ag)_}_n Uz—l)

= wielomianowi trzeciego stop-

nia wzgledem n. Skad wynika, ze A2 Jest wielomianem czwartego stopnia
wzgledem n. Oprécz tego zauwazymy, iz 4» >0, 42> 0.

‘Stosujemy teraz indukcye matematycznq

Ze wzort (17) wynika, iz A2+t — A= wielomianowi kwadratowemu
wzgledem Al, przyczem wskaznik k jest mniejszy od p. Przyjawszy, iz A}
wielomianem stopnia 2% wzgledem n, gdy k< p, otrzymamy, iz A’;‘F‘—A’;;g
jest wielomianem stopnia 12 (p —1)=2p — 1 wzgledem n.

A wige Ay jest w samej rzeczy wielomiarem stopnia 2p wzgledem 7.

Tak samo, z nieréwnosci 47 >0, gdy & < p, przy pomocy wzoru (17)
otrzymamy, iz takze 4% > 0.

Twierdzenie pomocnicze jest wigc udowodnione.

14. O pewnej wtasnosci analitycznej funkcyi 8, (x, @)
zmiennej a.

W rozwinieciu (16), ktére jest zbiezne, gdy |a|>1, spétczynniki 47
sq liczbami rzeczywistemi dodatniemi.

Stad wnioskujemy bezposreduio, iz

| &, 0)| < & (Ja], 0), o (18)

gdzie | a| oznacza, jak zwykle, modut liczby zespolonej «.
Ze wzgledu wigc na rozwiniecie (4), otrzymamy takze:

(e, @) <8 (12, @) (19)

Niech o, oznacza dowolng liczbe. rzeczywista wigksza od 1 i niech
o] > o

Wiedy 16, (2, 2)| < & (2, | %))

Latwo teraz otrzymac funkcyq zwyzszajacq dla & (a x), jako funkcyi
zmiennej . Mianowicie dla ja{> e ‘
(‘9 ((’07 z

' 691(a %)<

T T

1%

co oznacza, ze spéiczynnik przy P rozwinieciu funkcyi &, (@, ) jest co

do wartoéci bezwzglednej mniejszy od odpowiedniego spéiczynnika w rozwi-
nieciu funkcyi stojacej po prawej stronie.


GUEST


134 - J. Rudnicki.

Wynika stad, ze w szeregu (14) mozemy kazdy wyraz
g Un (OL)

nl @ =D =1 (a—1)
zastgpi¢ jego rqzwim‘qciem na szereg na podstawie wzoru (16) wedtug poteg

1. .
rosngcych o1 nastepnie uporzadkowac wszystkie wyrazy wedlug tychze po-

R .1
teg‘\x{yrazenla wielkosci - Otrzymamy wtedy szereg zbiezny. Wynik ten,
oczywis’cig zastosowacC mozna dla kazdego «, byle tylko |a|> 1.
Wnioskujemy réwniez na podstawie poprzedniego, ze 8, (o, x) jest

fu'{lkcya regularng zmiennej o dla kazdego «, spetniajacego warunek |a|>1
t. j. zewnatrz kofa o promieniu 1. ’

15. Forma rozwiniegcia.
Udowodnimy teraz, ze rozwiniecie, o ktérem byt i
Jdow , a mowa w rozdzial -
przednim, jest ksztattn i i g - °p

&G, .a;)ze«-.,’1+%@+-“»’2—(—@+..-+%@+.--}, )

gdzie gr () jest wielomianem wzgledem 2 stopnia 2p.

Szereg (20) j i P
dego . g (20) jest zbiezny, przy spetnieniu warunku [o|>1, dla kaz-

W tym celu wréémy do wyrazenia Az,

W IOZdZ]a]e pod L 13 zostato udowodﬂlone
y 1€ ) est Wle]omlalle”]

Kazdy wielomian stopnia 2p moze by¢ przedstawiony w postaci sumy

Gt - ntann—1)—+...+apn (n—1) (n—2).... (n—2p - 1).

Potézmy wiec:
dr=ap-ta2. ntanmn—1)4... + ag,n(m—1)...(n —2p41). (21)
Czynidc po kolei n=0, 1, 2, .. ., znajdziemy: k
A==0, =04 ar=0, wiec i @ =0,

2
. A% 43
a;__——..gél_—%, ug:__wgl_;__ﬁﬁ"”

_ ke (k—
klap = A — kA1 _;_._Q% D A2 (1 ]c!%fl)

RO
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Widzimy stad, iz wszystkie 4g, przy stalem p a dowolnem n, sa fun-
keyami tylko 2p —1 z pomiedzy nich, mianowicie wszystkie zalezg tylko od
42, 45 A%,

Mozemy teraz uporzgdkowal wyrazy rozwiniecia (14) wediug poteg
wielkosci L

o

Otrzymamy, na mocy (14), (16) i (21):
R 1 At i
S a) =2 2 =2 @,
gdzie ! ’ )

An g % z*
%(w)=2 7"“—=“5 2 '(h—'_*_g)j—!_ag Z (n——Q)!+"'

7

xvl
ceag, 2 (ﬁf.m:e'ni%’mz-lr a4 .. tag,z)

v =, (/J;):g”,q;p(x),
¢p (@) = a§a? + aga® ...+ ag .

W ten sposéb otrzymaliSmy rozwiniecie (20). Zbiezno$¢ tego rozwinie-
cia dla |a| > 1 wynika z rozwazafi, podanych w ustepie 1. 14.

16. Z rozwiniecia (20) wynika uogdlnienie wyniku, podanego w roz-
dziale pod 1. 12. Granicg funkcyi & (2, ), gdy modut liczby zespolonej a
rosnie nieograniczenie, jest funkcya wyktadnicza e#. Tu nie tylko «, ale
i  moze by¢ liczbg zespolong. Czyli 1§m 8, (o, x) =¢".

gdzie

Mozemy dojéé do rozwiniecia (20) jeszcze inng droga, kt6ra da nam
mozno$¢ obliczania wielomianu ¢, () przy pomocy wzoru zwrotnego.
Potézmy, jak poprzednio,
oy (2) = aga? -+ aga® 4 ...+ af zP.
Dalej niech bedzie

Ru(@) =203 e+ (ap 2 +3ap D) 2® e+ () agiler .

przyczem 7 < 2713;1 ; tak wiec R, (x) jest wielomianem stopnia E (2—713—”1)
Podstawiajac w réwnanie funkcyjne
8 (5, 7) =8, (% 2) &/ a, =) ®

‘rozwiniecie (20) i utozsamiajac spéiczynniki jednakowej potegi wzgledem
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1
- v obu stronach réwnosci (2), znajdziemy:

~! >
o @ =2 T on(@) . Ra (o), (22)

gdzie symbol ¥ oznacza sume, rozciagnigta na wszystkie wartosci wskagni-
kow. v, m, n, spetniajacych warunek m - n - # = p, przytem uklad war-
tosci m=p, n=0, #=0 jest wykluczony; ¢, () za$ oznacza pochodng
wielomianu ¢, (z). '

Znajdziemy w ten sposéb, iz:

By=1, B,=0, Ry=uz, &:x+%ﬁ
B =ua -} o R5=m+2x2—[—%x3,

. 5 , 5 . 1 .
By=ztga?+gatoat.. itd

N 2z 2 28 a4 % Frd 7 5 6
nE=3 w@=9+t5+g w@=g+3+57+ +5

a2 5 41 7 @ | @ .
Lps(x)_z—{—73—x3+-8»x4—{——1-§0—m5+7§m6+48+ »»»»» ., itd

) Wzér (22) ma charakter wzoru zwrotnego, i pozwala kolejno obliczaé
wielomiany ¢, () dla p=1, 2, 3,... i t. d. Wielomian 9y (%) otrzymamy,

o ile znajdziemy wprzéd wszystkie poprzednie, t. j- wszystkie o wskazni-
kach mniejszych niz p.

RESUME.

o Dans un article préeedent: »our un mode de croissance, différent de la
croissance exponentielle“. Prace Mat. Fiz. t. XXVII, j'ai défini une fonction
entxer.e 8(a, z) et je I'ai etudié au point de vue de la croissance Cette
fm?ctlon entitre dépend d'un paramétre « > 1. Dans l'ar :
Suis proposé d’étudier de quelle fagon Ia fonction 8, (¢, z) dépend de ce pa-
ramétre  Je démontre dans cet ordre d'idées en particulier P

; ntre que: 1) & (o, x
-est une fonction décroissante du paramétre o, x restant constant, 2) ]Q(uang

ticle présent je me
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le paramétre o augmente indéfiniment, la fonction &, («, ) admet comme
limite la fonction exponentielle e*. 3) Quand le paramétre o tend vers
P'unité, la courbe, définie par l'équation y =&, («, =), tend vers une ligne
brisée, formée par deux demi-droites rectangulaires.

Tous ces résultats concernent uniquement le cas, oit les valeurs des va-
riables et o sont réelles. En passant, cependant, je démontre certains ré-
sultats, concernant le cas, oil les variables o et = sont imaginaires, & savoir:

1) Quand o est réelle et 2 imaginaire, je démontre que la série

o x? o? (2a--1) ?
& (1 +w)=2——— 2—!"{_(&2——1)?;—1)'?“"’
analogue 2 la série

mﬂ x3

et définissant une branche de la fonction inverse, est convergente 4 l'inté-
- 0 —
rieur du cercle | z | =,

2) Quand « et x sont imaginaires, on a toujours

lim &, (v, 7) = ¢,
faj=oo

3) La fonction & (o, ) considérée comme fonction de la variable o
est holomorphe & I'éxtérieur du cercle de rayon un, et la fonction &, (a, z) est

developpable en une série suivant les puissances croissantes de % de laforme
®) | 9 (%) Pp (%)
8, (o :c):ex‘{l +FP,IE(_+@Q(2_+...+—%+ . ..},

les fonctions ¢, @, ..., ¢p étant des polyndmes en zx, le polyndme ¢, (z)—
de degré 2p. La convergence a lieu pour o quelconque et |« | > L.

Prace mat.-fiz,, t. XXX
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