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ANTONI PLAMITZER.

O inwolucyjnych pekach krzywych plaskich.

{Sur les faisceaux involutifs de courbes planes).

W pracy niniejszej konstruuje pek inwolucyjny (pierwszego gatunku)
krzywych plaskich wyzszych rzedéw i ustalam zwigzek rzutowosci pomigdzy
dwoma takiemi pgkami. Po oméwieniu wlasnosci krzywej plaskiej, utworzo-
nej przez dwa jednokreslne peki inwolucyjne krzywych, przechodze do zaga-
dnieri Geometrji linji prostej. W tej czesci mej pracy przyjmujg — na réznych
ptaszczyznach lezace — dwa, trzy, wzgl. cztery rzutowe peki inwolucyjne
krzywych plaskich i badam kompleks, kongruencje oraz powierzchnie skosng,
utworzone przez proste, przecinajgce homologiczne elementy uwazanych pe-
kéw. Przy pigciu jednokreSinych pekach inwolucyjnych krzywych, ktore lezg
na r6inych plaszczyznach, wystepuje skoriczona liczba prostych, przecinajg-
cych rownoczesnie pigé¢ odpowiednich krzywych tych pekow.

I

1. Na dowolnej plaszczyZnie & przyjmijmy pek krzywych v-go rzedu II
(4*, B, ...), ktéry posiada v* pojedynczych punktéw podstawowych P;
(i=1,...,v"). Wiadomo, ze pek promieni, stycznych w dowolnym punkcie
P; do poszczegblnych elementéw peku II, jest rzutowy z przyjetym pekiem
krzywych rzedu v.

Pojedyriczy punkt podstawowy P; uwazajmy za wierzcholek peku inwo-
lucyjnego promieni n-go stopnia i pierwszego gatunku P; (ay... @n, (d)n,...),
oraz oznaczmy przez Z' (t=1,..., n) krzywg rzedu v, naleZaca do peku II
a styczng w punkcie #; do promienia 2, tego peku. Jezeli skonstrunjemy w ten
spos6b krzywe peku II, styczne w punkcie P; do poszczegélnych promieni
peku inwolucyjnego o wierzchotku P;, to otrzymamy: pek inwolucyjny
n-go stopniaipierwszego gatunku krzywych v-go rzedu I (45... 4%, (B)a,-..).

Prace mat-fiz, . XXXI. 6
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Pomiedzy pekami inwolucyjnemi P; i I ustanowmy zwigzek tego ro-
dzaju, ze kazdemu promieniowi 2, peku P; odpowiada n krzywych Z}, tworza-
cych grupe (Z), peku II, oraz kazdej krzywej Z; odpowiada n promieni &, na-
lezacych do grupy (2). peku inwolucyjnego o wierzchotku P;. OtrzymaliSmy
wten sposdb dwa rzutowe peki inwolucyjne P; i IT, cowyrazimy symbolem:

Pi (@ Gy Dy @ne-s) RIL (AL o0 A2, (Bay (s -+ )

lub w skréconej formie: P; 7 II.

Zupetnie analogicznie, opierajac si¢ na zasadzie dwoistosci, skonstruo-
waé mozemy pasmo inwolucyjne n-go stopnia i pierwszego gatunku krzy-
wych klasy v, jednokreslne z szeregiem inwolucyjuym 7-go stopnia
i pierwszego gatunku punktéw, w ktérych dowolna prosta podstawowa tego
pasma styka si¢ z poszczegdlnemi elementami uwazanego pasma krzywych.

2, Na plaszczyZnie & obierzmy pek inwolucyjny n,-go stopnia (pierw-
szego gatunku) krzywych vi-go rzedu IT! (43 ... 4%, (B, , (C™), ,...) rzuto-
wy z pekiem inwolucyjnym promieni P (@y... Gu,y, (B)n,, (O)n,---) styczoych
w dowolnym punkcie podstawowym P! peku II* do poszczeg6lnych elemen-
t6w tego peku. Przyjmijmy nadto drugi pek inwolucyjny n,-go stopnia i pier-
wszego gatunku krzywych v,-go rzedu II? jednokredlny z pgkiem inwolucyj-
nym promieni P2 (as... @u,, (8 (€)ny, ...) Stycznych w punkeie podstawo-
wym P? peku II* do poszczeg6lnych krzywych tego peku.

Jezeli pomigdzy pekami inwolucyjnemi promieni ustanowimy zwigzek
rzutowosci

PLR P

to tem samem i pomiedzy inwolucyjnemi pekami krzywych I1*, TI* ustalimy
jednokre§lno§é w tem rozumieniu tego stowa, ze: kazdej krzywej Z,,, na-
lezacej do grupy (Z%),, peku II', odpowie n, krzywych v,-go rzedu grupy
(Z)a, peku 1% i wzajemnie kazdej krzywej Z» odpowiada n, krzywych v, go
1zedu, ktére tworzgq grupe (Z%).,. Przy pomocy jednokreslnych pgkéw pro-
mieni o wierzchotkach P! i P?, skonstruowaliSmy w ten sposéb dwa rzutowe
peki inwolucyjne krzywych wyzszych rzedéw

I A 112,
Z rozwazan? o wyznaczeniu jednokre$lnosci dwéch pekéw inwolucyj-
nych promieni wyzszych stopni i pierwszego gatunku wynika bezposrednio:

Rzutowosédwoéchpgkdéwinwolucyjnychwyiszych stopni
i gatunku pierwszego krzywych plaskich wyzszych rzedow

% A.Plamitzer, Przyczynek do syntet. teorji krzywych plaskich i powierzchni
prostokre§laych. ,,Wiadomosci matem.® T. XVIII i XIX, ust. 27.
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jest ustalona woéwczas, skoro trzem dowolnym grupom je-
dnej inwolucji podporzgdkujemy trzy dowolne grupy inwo-
lucji drugiej.

Poniewaz jednak dwie grupy elementéw wyznaczajg inwolucje pierwsze-
go gatunku, przeto w obu inwolucjach IT' i II* obra¢ mozemy dowolnie tylko
dwie pary odpowiednich grup: (4%), i (4", (B 1 (B*)s, . Nastgpnie
w kazdym z tych pek6w inwolucyjnych skonstruujemy dowolng grupe ele-
ment6w i przyjmiemy dwie w ten sposéb otrzymane grupy (C%), 1 (C4)a, 2a
dwie odpowiadajace sobie grupy jednokre§lnych pekéw inwolucyjnych
i I

3. Przyjmijmy jeszcze raz dwa jednokresne peki inwolucyjne krzywych

= IE

lezace na dowolnej plaszczyzZnie ¢; odpowiednie krzywe tych pgkow przeci-
naj sie w punktach krzywej C rzedu (%, v, -+, v,). Dowolna prosta p, kt6ra
nie przechodzi przez punkty podstawowe P! i P?, przecina peki II* i 11
w dwéch rzutowych szeregach inwolucyjnych punktéw 7y v;-, 7, v5-g0 sto-
pnia i pierwszego gatunku. posiadajacych (ny v, 4 715 v,) elementow zjedno-
czonych. Punkty zjednoczone, przez kiére przechodzg homologiczne krzy-
we jednokreslnych pekdéw IIt i I3, sg punktami przeciecia sig prostej p
z badanag krzywa C.

Przez punkt podstawowy P! przechodzi jedna krzywa Z» pekn I i ny
krzywych, tworzgcych grupe (Z%),, peku II'; punkt P* jest zatem elementem
n,-krotnym krzywej C. Wnosimy stad, ze krzywa C posiada v} punktow
n,-krotnych P! i+ punktéw ng-krotnych P2 W ogdlnym przypadku, jezeli
réwnoczesnie w odpowiednich grupach pekéw TI* i II* nie wystepuja krzy-
we wielokrotne, to krywa G nie posiada dalszych punktéw wielokrotnych.
Badana krzywa jest 2 m vy, -+ myvy (v — 1) -+ vy (0 — 1)-¢] klasy
i (v, —1) (yvs—1)3n, v, (—1) - £ 2,9, (5, —1)-ego rodzaju.

Punkty przecigcia sig (wzgl. wspélne styczne do) odpo-
wiednich elementéw dwoch rzutowych pekéw (pasm) inwolu-
cyjnych m-go i n,ygo stopnia, gatunku pierwszego, krzywych
ptaskich rzedu (klasy) v, i v,,—utworzg krzywa (ny v 7y v5)-g0
rzedu (klasy), ktéra posiada v} punkiéw (stycznych) ng-krot-
nych iyl punktéw (stycznych) nykrotnych w punktach (stycz
nych) podstawowych przyjetych pekow (pasm).

4. Na plaszczyZnie e obierzmy trzy jednokreslne peki krzywych

o oA I A I,

a mianowicie, peki inwolucyjne n,-, ny-, n,-go stopnia i gatunku pierwszego
krzywych rzedow vo-, V,-, Ys.
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Rzutowe peki I1'i [1? utworzg krzywa C rzedu (m, v-}n,v,), z v? punkta-
mi #,-krotnemi P! i v punktami n,-krotnemi P2 Podobnie peki II? A II®
utworzg krzywg K (n, v, -1, v;)-g0 1zedu, ktdra posiada v} punktéw n,-krot-
nych P?iv? punktéw ng-krotnych P3. Krzywe C'i K—oprécz v2 wsp6lnych punk-
téw ny-krotnych — posiadajg jeszcze

(my vy -1 11y v5) (Mg vyt Mg Vy) —VE NI =10 10, ¥, vy | g gy vy 125 1y vy v,

punktéw przecigcia. Z fatwoscig zauwazymy, ze przez kazdy z otrzymanych
punktéw przeciecia sig krzywych C'i K przechodzg réwnoczesnie trzy odpo-
wiadajgce sobie krzywe uwazanych pekéw inwolucyjnych. ®

Trzy rzutowe peki inwolucyjne n-, %y, n5-go stopnia i pier-
wszego gatunku krzywych vi-, v,-, vego rzedu, lezace na do-
wolnej plaszczyZnie, posiadajg te¢ wlasnosé, ze istnieje
Wog6lnosci (mnyv v, -Fnynyv3 v -1y my vy v) takich punktéw, przez
ktére przechodzg trzy odpowiednie krzywe uwazanych
pekdow.

Z tem twierdzeniem dwoiscie zwigzane jest nastepujace twierdzenie:

Dla trzech jednokreslnych pasm inwolucyjnych -, n,-, n5-go stopnia
krzywych v,-, v,-, vy-ej klasy, lezacych na wspdlnej plaszczyznie, istnieje
(ny nyv, vy -1, i3 vy v 1y vy vy) prostych, stycznych réwnoczesnie do trzech
homologicznych krzywych przyjetych pasm.

1L

5. Przyjmijmy dwa rzutowe peki inwolucyjne n,-, ny-go stopnia i pier-
wszego gatunku krzywych v,-, v,-go rzedu

I A Iz

lezace odpow. na dwéch réznych plaszezyznach =, i =,. Proste, przecinajace
homologiczne krzywe tych pekéw, utworza kompleks promieni stopnia
gy -1y ,).

Dowolna plaszczyzna e, kt6ra nie przechodzi przez zaden punkt pod-
stawowy pekéw II' i I1%, przecina bowiem te peki krzywych w dwéch jedno-
kreslnych szeregach inwolucyjnych n,v,-, ny,-go stopnia punktéw na podsta-
wach p,=me i py=me. Utworem tych szeregow jest w-ogélnosei krzy-
wa kompleksu klasy (n,v,+n,w), rzedu 2nymyv,v, 1 rodzaju (n,v,—1)
-(nyv,—1), ze styczna n,v,-krotng p,, oraz ze styczng n,v,-krotng p,. Skoro
zdowolnego punkiu P rzucimy peki krzywyeh 11§ TI2, to otrzymamy dwa rzu-
towe wspéiwierzchotkowe peki inwolucyjne n;-, Nyg0 stopnia powierzchni
stozkowych v-, v,-g0 rzedu, ktére (por. ust. 3) utworza w ogélnosci stozek
kompleksu rzedu (n,v,-4m,%), z v tworzacemi n,-krotnemi PP! i v two-
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rzacemi ny-krotnemi PP? (przechodzgqcemi przez punkty podstawowe P! i P?
pekéw IIt i IT2).

Proste, przecinajace odpowiednie krzywe dwéch rzuito-
wych pekdw inwolucyjnych n-, n,-go stopnia i pierwszego
gatunku krzywych v, v, go rzedu, ktére leza na dwéch réz-
nych ptaszczyznach = im, — utworzg kompleks promieni sto-
pnia (nv;+n,v,). Promienie =, v;-krotne kompleksu tworza
uktad piaski =, a promienie n,v, krotue uktad ptaski =,. Pro-
mienie ny (wzgl ny)krotne kompleksu sg elementami vi (wzgl.
v;) wigzek, kiérych wierzcholki schodzg sie z punktami pod-
stawowemi przyjetych pekéw krzywych.

Weimy pod uwage plaszezyzng e, ktdra przechodzi przez punkt pod-
stawowy P! peku krzywych II%. Plaszezyzna ta przecina uwazane peki I1'A [12
w dwdch jednokreslnych szeregach inwolucyjnych 7, (v—1)-go i 71y ¥o-20 sto-
pnia o podstawach p,=¢=, i p, =ex,, kiGre utworzg krzywa kompleksu kla-
Sy (V11 v —my), 1zedu 2mym, (v, —1)v, i rodzaju (r, v,—n, —1) {1yv,—1),
ze styczng m, (v,—1)-krotng p, i styczng n,v,-krotua p,. Na plaszczyinie e
lezy nadto pek (o wierzcholkn PY) promieni n,-krotnych naszego kompleksu.

Z latwosciy zauwazymy, ze plaszczyzna e, przechodzaca przez dwa
punkty podstawowe P!i P! peku II', zawiera: n, v.krotny promied P! Pt
kompleksu, dwa peki promieni n;-krotnych kompleksu o wierzchotkach P'i P,
oraz krzywa kompleksu klasy (r, v, 2, v, — 2n,), rzedu 2n, 2, (v, —2), i r0-
dzaju (n, ¥, — 21, — 1) (nyv,— 1), ze styczna n, (v, —2)-krotng py=e7%, istycz-
ng n,v, krotng p,=:x,.

Na plaszczyznie e, przechodzacej przez punkty podstawowe P! P?
pekéw krzywych II' i II% lezy pek promieni m,-krotaych o wierzchotku Pt
kompleksu, pek promieni n,-keotnych o wierzchotkn P2, promieft osobliwy
PP, oraz krzywa kompleksu (1, v, --n,v, —n, —n,)-¢j Klasy, 2n, 1, (v; —1)
- —1)-go rzedn i (mv,—m,—1) (nyvy —n, —1)-go rodzaju, ze styczng
ny (v—1)-krotng p, =e=; i styczng n, (v, —1)-krotng Py=em,.

Plaszczyzna e= P! P! P? zawiera prostg osobliwg P! P? dwa peki pro-
mieni 72,-krotnych o wierzchotkach P* kompleksu, pek promieni ny-krotnych
P?, promiefi n, v -krotny P* P*, oraz krzywa kompleksu (2, vty v,—2 1, —n,) €]
klasy, 2, n, (v, — 2) (v,— 1) go rzedu i (n,v, —2n; — 1) (1, —n,—1)-go ro-
dzaju, ze styczng n, (v,—2) krotng p, i styczng n, (v, —1)-krotng p,.

Zupetnie analogicznie zbada¢ mozemy wiasnosci plaszczyzn e, przecho-
dzgeych przez punkty podstawowe rzutowych pekéw IIt i II? w nastepujacych
przypadkach: e przechodzi przez P?, przez Pt i P?, przez P!, P*i P~

Przez dowolny punkt P, plaszczyzny =, przechodzi jedna scisle okreslo-
na krzywa C peku IT%. Krzywej tej odpowiada n, krzywych O (1=1,..., ny),
tworzaeych grupg (Cv), peku inwolucyjnego II% Przez punkt P, przechodzi:
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co! promieni kompleksu, ktére lezg na 7, stozkach (P, C*?) rzedu v,; oot pro-
mieni 7, v-krotnych, tworzacych pgk na plaszczyznie =,; oraz v; promieni
ng-krotnych P, P?, przechodzgcych przez punkty podstawowe P? peku 112

Jezeli punkt P, zejdzie sig z punktem podstawowym P?, to wéwezas P!
jest srodkiem wigzki promieni ny-krotnych, oraz wierzchotkiem peku promieni
n,v,-krotnych kompleksu, ktére lezg na ptaszczyZnie ;.

Zupelnie analogicznie zbadaé mozemy whasnosci punktéw P, lezacych
na plaszczyZnie =, wzgl. schodzgcych sig z elementami podstawowemi P?
peku inwolucyjnego II%

Jezeli punkt P, lezy na krawedzi p,,=m,7,, to P, jest wierzchotkiem
dwéch pekéw promieni n, v;-, 7, vy-krotnych kompleksu. Prosta p, p, przecina
peki It X 12 w dwoch rzutowych szeregach inwolucyjnych 7, v,-, 125V, g0 sto-
pnia, ktére posiadaja (n;v,-+mn,v,) punktéw zjednoczonych. Kazdy z tych
punktéw jest nadto §rodkiem wigzki promieni kompleksu.

6. Na trzech réznych plaszczyznach =y, %, i 73 przyjmijmy trzy jedno-
kreslne peki inwolucyjne n,-, 1,-, %,-go stopnia i pierwszego gatunku krzy-
wych vy, Vy-, v5-go rzgdu ’ oI A I

Proste, przecinajace rownocze$nie trzy odpowiednie krzywe tych pekéw inwo-
lucyjnych, utworzg kongruencje promieni rzedu i klasy (n,m,v, v, -}-1n,139,v,
131, v4¥).

W celu wyznaczenia klasy tej kongruencji, przetnijmy przyjgte pegki
krzywych dowolna plaszczyzng e w trzech rzutowych szeregach inwolucyj-
nych n,;v,-, n,v,-, Nyv5-go stopnia i pierwszego gatunku punktéw o podsta-
wach py=ew,, p,=cem, i py=cx,. Szeregi te posiadajg? w ogélnym przy-
padku (nyn,v,v, -+ 1y 7g v, v3+mymy v, v,) takich tréjek odpowiednich punk-
téw, z ktorych kazda tréjka lezy na jednej prostej..Z latwoscia zauwazymy, ze
kazda z twych prostych przecina trzy homologiczne krzywe jednokreslnych
pekow T4 II2 TI3 i jest promieniem badanej kongruencji.

Aby otrzymac rzad badanej kongruencji promieni, rzuémy z dowolnego
punktu P trzy rzutowe peki krzywych [1t, TI? i [I3, to otrzymamy trzy jedno-
kredine i spoiSrodkowe peki inwolucyjne ny-, ng=, ny-go stopnia powierzchni
stozkowych v;-, v,-, v;-go rzedu. Peki stozkéw posiadajg (por. ust. 4) te wia-
snos¢, ze istnieje (n, nyv, v, 1,75 v, 5+ nyny vy v;) takich prostych r,, przez
ktore przechodza réwnoczesnie po trzy homologiczne stozki uwazanych pe-
kéw inwolucyjnych. Kazda prosta 7, przecina trzy odpowiednie krzywe pe-
kow TI%, T12, T1* i jest promieniem naszej kongruencji.

Y Dr. Antoni Plamitzer, Erzeugnisse projektiver Involutionen hoheren Gra-
des, deren Triger unikursale Gebilde sind. 1. Mitteilung, M 27. Wiener-Sitzungsberichte,
Bd. 126. Abt. Ha.
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Proste, przecinajgce réwnoczednie trzy odpowiednie

krzywe trzech rzutowych pekéw inwolucyjnych n;- n,-, n,-go
stopnia i pierwszego gatunku krzywych Ypms Vomy Vy-gO r1z6du,
ktére lezg na réznych ptaszczyznach, ntworzg kongruencje
promieni rzgdu i klasy (m;m,v;vy-nyny vy v, -1y 7,5 v,).
) Plaszczyzna =, przecina peki I12 i TI* w dwdch jednokre$inych szeregach
inwolucyjnych n, vy, n;v5-go stopnia punkiéw, ktére utworza krzywg K klasy
(nyvynyv5), rzedn 2mymyv,v, 1 rodzaju (n, Yp—1) (nyvy—1), ze styczng
My vykrotng pi, ==, ®, i styczng mgvy-krotng pj ==, 7, Dowolna styczna
krzywej K przecina odpowiednie krzywe pek6w I12 i I13, oraz ny krzywych
peku II'. Krawedz p,, przecina jedng krzywa peku II* oraz m, odpowiadajg-
cych jej elementéw peku 112 i n, krzywych peku It Dia 1=1,2,3;2=2, 3,1;
%=3,1,2 otrzymamy bezposrednio :

Na plaszczyinie =, lezy co! #, v,-krotnych promieni kongruencji, ktére
powldczg krzywa (m.v. + mvi)-ej klasy, 2n, Mvego rzedu i (v, —1).
- (my—1)-ego rodzaju. Krawedz plaszczyzn =, i =, przecina krzywa peku I1*
oraz odpowiadajace jej grupy krzywych pekow inwolucyjnych II* i [I=,

Niechaj plaszczyzna przecinajaca = przechodzi przez punkt podstawowy
P(i=1,2382=23,1;1=3, 1, 2) peku II'. Na plaszczyZnie & otrzyma- .
my trzy jednokresine szeregi inwolucyjne n, (v —1)-, n, v, m; v-go stopnia
punktéw o podstawach ew,, ex, i em, ktére posiadajg n, n, ve—1) %
= fmvan - mav (v —1) tréjek odpowiednich punkiéw, z ktérych kazda
tréjka lezy na jednym promienin badanej kongruencji. Przez punkt P+ prze-
c}.xodzi {(R2v: +mv:) promieni n krotnych kongruencii, ktére tgcza homolo-
giczne punkty szeregéw inwolucyjnych stopni 1, v, i mw.

Zupetnie analogicznie otrzymac mozemy (por. ust. 5) wiasnosci plasz-
czyzn &, kidre przechodzg przez nastepujgce punkty podstawowe: Py Pt
P, Px; Py Py, P*; Py PP przyjetych pekow inwolucyjnych I, II= i IT»,

Z dowolnego punktu podstawowego P* plaszczyzny =, rzuémy peki Il
i I}, to otrzymamy dwa jednokresine spétwierzchotkowe peki inwolucyjne
stopni 71, i m, powierzchni stozkowych v,-, v go 1zgdu — kidre utworzg (ust.3)
w ogélnosci stozek T (n.v,-Fmv,)go rzedu, z v? tworzacemi n.-krotnemi
i} tworzacemi smy-krotnemi. Tworzace stozka I* sq n-krotnemi promieniami
badanej kongruenciji, a tworzace, ktére lezg na plaszczyznie =, sg n,v-krotne-
mi promieniami kongruencji. Tworzace P*P* i P:P* przecinajg krzywg peku
II* (wgl. {1%) oraz odpowiadajace im grupy krzywych pozostalych pekow.

Prosta p*=m,=, przecina peki Ui II* w dwéch jednokreslnych szere-
gach n,v., n,v,-go stopnia i pierwszego gatunku, ktére posiadajg (n.v,}n,v,)
punktéw zjednoczonych A4, By, ... Przez kazdy z tych punktéw, np. przez
4, przechodzi v} promieni n*-krotnych 4,P* badanej kongruencji oraz co!
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promieni kongruencji, ktére sg tworzacemi- m, stozkow rzedu Vi O kierowni-
cach schodzacych sig z krzywemi grupy (4")n, peku inwolucyjnego I\

7. Przyjmijmy cztery jednokresine pgki inwolucyjne 7, My, Mg-, NGO
stopnia i pierwszego gatunku krzywych rzedu v, vy, Vg i v,

AR A4,

lezace na czterech réznych ptaszczyznach m, ..., %, Jezeli przez K Joznaczymy
kongruencjg promieni, badang w ust. poprzedmim, to promienie te.] kongruen-
cfi, przecinajace dowolnie przyjeta prosta I, utworza Y powierzchm.e, skos’,x}q g
Q(My Mg vy Vg 11y Mg ¥y V3= Ty My VgV, ) = 2780 stopnia z ry-krotng kierownicg 1.

Przy pomocy kongruencji K, powierzchni W i prestej 1 ustanéwmy‘a.’
odpowiednioéé pomiedzy krzywemi peku inwolucyjnego I — kt.c')ral po'zwoh
nam wyznaczy¢ stopiefi powierzchni skosnej, ktérej tworzgce opierajg sig¢ na
czterech odpowiednich krzywych przyjetych pekdw inwolucyjnych. Dowolnej
krzywej Z» peku T odpowiadaja krzywe, nalezgce do grup: (Z%)ny (27)n, 1 (“Z"=)n
trzech pekow 1%, 112 i 112, Istnieje 27, mynyvy v, vy prostych 2, kongruencji K,
kt6re przecinaja l, Zx, 2%, Zis (=1, ... ny; =1, o Ay A=1, ). Kazda
prosta 2, przecina jedng krzywa pgku 11%, gdyz przez punkt 2, .=, przecho-
dzi jedna i tylko jedna krzywa peku 11*. Wszystkie proste 2, przecinaja tedy
20,y My Yy vy Vs Krzywych Zv peku I14, ktére niechaj odpowiadajg elementowi
Z». Dowolna krzywa Z» przecina 27, v, tworzacych 2z, 8, ... powierzchni ¥,
a kazda z nich, jako promien kongruencji X, przecina trzy odpowiednie krzy-
we pekéw inwolucyjnych 13, U2 i II3. Elementowi Z* podporzadkujemy
27,v, 1, krzywych peku inwolucyjnego I*, ktére odpowiadajg wymienionym
ostatnio krzywym trzech pierwszych pekéw. Pornigdzy krzywemi peku I+
skonstruowalismy odpowiednio$¢ [2m, 7, n, v, vy Yy, 27,M,v,], kt6rej elementy
zjednoczone wyznaczajg liczbe prostych, przecinajacych dowolng kierownicg
i cztery homologiczne krzywe przyjetych pgkéw.

Proste, ktére przecinajg réwnoczes$nie cztery odpowied-
nie krzywe czterech rzutowych pgekéw inwolucyjnych ny, ny,
1y, 0,-g0 stopnia i pierwszego gatunku krzywych vj-, vy, v, ¥,-80
rzedu, lezacych na czterech réznych plaszczyznach, utworzg
powierzchnie skosng stopnia 2 (n, n, Mg vy Vo vy - My Ny My V5 Vs ¥y
RTINS S R A APES)

Ptaszczyzna =, przecina peki krzywych M2, 112 i II* w trzech jednokresl-
nych szeregach inwolucyjnych f,v,-, %3 v,-, 11, v,-go stopnia punktéw, ktére

Y Dr. R Sturm, Liniengeometrie in synth. Behandlung. 1 Teil, Ne 34. Leipzig 1892.
%) Analogiczne dowedy nalezy pordwna¢ w ,Geometrische Verwandtschaften® (Bd. L

Str. 257, Bd. WV, Str. 848) profl. R. Sturma.
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posiadajal (mymyv, vy 4 7y ngvsyy - mifigvpys), takich tréjek odpowiednich
punktéw, z ktérych kazda tréjka ‘leZy: na ;jednej. prostej:. Te proste sg
n, v;-krotnemi tworzacemi«badanej- powierzchni skosnej,-gdyz przecinajg po
jednej krzywej pekéw II2, I3, TI* i n, krzywych peku TI%, ktére sobie odpowia-
dajg w owych pekach jednokreslnych. . - o e

Z dowolnego punktu podstawowego, £ r}guc’m.x qui'kr,z‘ywychuﬂ’, IS QIR
to otrzymamy trzy jednokreslne spétwierzchotkowe peki inwolucyjne 7y~
74-, %,-go stopnia powierzchni stozkowych vy vy, v,-go rzedu.- Peki-te (por.
ust. 4) posiadajg te wiasnosé, ze.istnieje (n,75vyvy—--137, V3, 1,0, vy¥,)
takich prostych s,, przez kidre przechodzg réwnoczesnie po trzy odpowiednie
stozki uwazanych pekéw inwolucyjnych. Kazda prosta s, jest n,-krotng two-
rzacg powierzchni skoénej, gdyz przecina n, krzywych tworzacych grupe
peku II' i po jednej odpowiadajacej im krzywej trzech pozostalych pekow
I12, 118, 114 .

Wezimy pod uwage krawedz p,, = ==, przecigcia sig plaszczyzn:z, i «,.
Pegki inwolucyjune krzywych II* i I1? wyznaczajg na prostej p,, dwa jednokresl-
ne szeregi inwolucyjne #yv-, n,v,-go stopnia, ktére posiadajg (n,v,+n,v,)
elementéw zjednoczonych 4,, B,, ... W punktach tych przecinajg sie kolejno
odpowiednie krzywe A% i A% B i B», ... pekéw It i T2 — Z punktu 4, rzué-
my krzywe, nalezace do grup (4%),, i (4%). pekéw II3 i II4, i wyznaczmy
wspblne tworzace odpowiednich stozkéw, to z latwoscia zauwazymy, ze przez
punkt zjednoczony 4, przechodzi ngn,vv, tworzacych badanej powierzchni
skos$nej. Wnosimy stad, ze na prostej p,,==,=%, lezy (n,v,+n,v,) punktéw
Nnyn,vyv,-krotnych powierzchni sko$nej.

Dla t=1,2,3,4;%=2,8,4,1;2=3,4,1, 2; p=4, 1, 2, 3 otrzymamy
nastepnjgee wlasnosci badanej powierzchni skosnej:

Na ptaszczyinie =z, peku II* lezy w ogdlnosci (m, m v
+ mnyvive -+ numv,%) tworzgoych nwvekrotnych, a przez kazdy
punkt podstawowy P peku It przechodzi- (R myvn-...) two-
rzgcych n-krotnych badanej powierzchni-skos$nej. Na pro-
stej po=m= lezywogdlnosci (nw+mv) punktéw mn,viv-krot-
nych tej powierzchni. =y, St

8. Oprécz czterech poprzedumichy; przyjmijmy nadto na plaszczyZnie m
piaty pek inwolucyjny n,-go stopnia-i pierwszego, gatunkn krzywych rzedu
v;, oraz ustalmy zwigzek tzutowosci pomiedzy pekiem I3 poprzedniemi pe-
kami krzywych. Przy pomocy (badanej w ustepie, poprzednim) powierzchni
skosénej @ stopnia 0 =2(n,n, n;g,%,—f— ..-) skonstruujemy? odpowiedniosé
pomiedzy krzywemi peku- II%; ktdra pozv\ri(}ﬁ1 nam: wyznaczy¢ ilos¢ prostych,

PR H
') por. uwage 1 w-ust. 6,;na sir. 74,
%) . por. uwagg 2 na str..76.

Prace mat.fiz. 1 XXXII. 6%
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przecinajacych réwnoczesnie pigc homologiczaych krzywych uwazanych je-
dnokreslnych pgkdw inwolucyjnych. o
Dowolnej krzywej Zx, nalezqcej do grupy (Z*)n, peku II5, odpmfnadaj_q
krzywe grup (Z%)n, (4=1, 2, 3, 4) czterech pierwszych pegkéw. Zz}uw{azmy, ze
istnieje 271, 7y73m4v,V,Y5V, Prostych 1, powierzchni @, ktore przecinajg réwno-
cze$nie krzywe Z», Zn, Z) i Z:: =1, ...ny v=1, ....nz; A T:l’ N
p=1, ... n,). Poniewaz kazda tworzaca 7, przecina jedng i tylko ;ednq krzy-
wa peku I3, przechodzqcq przez punkt 7, =;, — przeto wszystkie proste 7
preecinaja 21, Ny My nyy, v, vy, krzywych Zye peku I8 Krzywej Z* podporzad-
kujmy wszystkie krzywe Z. — Dowolna krzywa Z;" przecina ov; tworzacych
T4, S0, ... powierzchni @, a kazda z tych tworzacych przecina cztery krzywe
homologicznych grup jednokresinych pekéw I1%,... II*. Tym ostatnim grupom
odpowiada wv, grup peku II5, a en,y, elementéw tych grup ] ponQ:
rzadkujmy krzywej ZF. SkonstruowaliSmy w ten spos6b odpowxe‘dmosc
[2, My 1y 70 ¥, v, vy, wNyv,] pomiedzy krzywemi peku II°. Z tatwoscia zau-
wazymy, ze dla kazdego elementu zjednoczonego tej odpowiedniosci odnosna
prosta r, przecina pie¢ homologicznych krzywych przyjetych pekéw I, . . TI5.
Istiieje 2(mmgmym, vyvsVsys | Myighyhyvauyy Vs -t o o .~ 57y Myty (AN
prostych, z ktérych kazda przecina réwnoczednie pigé¢ odpo-
wiednich krzywych pigciu rzutowych pekdw inwolucyjnych
n;-go stopnia (1=1,2,8,4,5) i pierwszego gatunku krzywych
v;-go rzedu, lezgcych na pigciu réznych ptaszczyznach.

RESUME.

Un faisceau de courbes planes d’ordre v II(4”, B,...) est projectif au
faisceau de rayons P(a, b, ...), dont les éléments sont tangents en un point
fondamental P aux courbes du faisceau TI. Si le faiscean P est involutif du
degré n et du premier rang P(a,... &, (B)a,-..), le Iaisceau de courbes est
aussi un faisceau involutif' 1L (4} ... 42, (B, .- ). -

La projectivité de deux faisceaux involutifs de courbes -planes-est déter-
niinée, quand irois groupes d'éléments d'un faisceau correspondent & trois
groupes arbitraires de courbes d’uir autre faisceau.

Considérons dans un pan deux faisceaux involutifs des degrés n, et n,
de courbes planes des ordres v, étv,, qui sont homographiques. Le lien d'in-
tersection de-courbes ¢orrespondantes de ces faisceaux est wne coutbe plane
dordre (n, v, -1 n,v,), ayant pour 2 de points multiples d’ordre #n, et v} de
points multiples d’ordre n, les points fondamentaux de ces faisceaux.

Prenons dans un méme plan trois faisceaux invelutifs des degrés n,-,
Ty, Ty de courbes d'ordres vy-, v,-, ¥4, qui sont projectifs. Les faisceaux possé-
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dent (ny1m,v,v,~n,nyv,v,—ny7m,vgv,) triples de courbes correspondantes,
dont chaque triple concourt en un point. ,

Considérons deux faisceaux involutifs des degrés n, et n, de courbes
planes d'ordres v, etv,, qui sont homographiques et situés resp. sur les plans
=, et 7,. Les droites, qui coupent les couples d'éléments homologues de ces
faisceaux, engendrent un complexe de rayons du degré (n, v;-}-n,v,). Les gé-
nératrices multiples d’ordre n,v,-, resp. n,v, de ce complexe engendrent un sy-
stéme plan =, resp. =,. Les génératrices multiples d’ordre n,-, resp. n, de ce
complexe engendrént v2, resp. v2 gerbes; dont les centres sont les points fon-
dament aux des faisceaux considérés.

Prenons maintenant trois faisceaux involutifs des degrés n,-, n,-, n, de
courbes planes d’ordre v, v,, v;, projectifs et situés resp. dans les plans
T,-, By, %;. Les droites, qui coupent les triples de courbes correspon-
dantes de ces faisceaux, engendrent une congruence de rayons d’ordre et de la
classe (1,7, Vy 3 N3 Ty ¥, ¥y 105 11, V3 V).

Considérons quatre faisceaux involutifs des degrés n,-, .-, n,-, n, de
courbes planes d'ordres v,-, v,-, v;-, v,, homographiques et situés resp.
sur les plans -, &,-, =y~ m-. Les droites, qui coupent les quadruples d’élé-
ments homologues de ces faisceaux, engendrent une surface gauche de degré
2 (18, Ty TV Yo Vs 11y My 10y ¥y Vg ¥y T 10, 0y V3 ¥, vy 7,70y g ¥, 9 V).

Nous étudions les propriétés différentes de ces complexe, congruence
et surface.

Prenons enfin cing faisceaux involutifs des degrés n,-,... n; de courbes
planes d'ordres vy-,...v;, projectifs et situés resp. sur les plans =, ... =%
Il existe 2 (12, 70 723 11, vy VoV vy - My Ry Mu gV Ve vy vy - o= 11 My 1y 95V, Y, V)
de teiles droites, dont chaque droite coupe les quintuples de courbes ho-
mologues de ces faisceaux homographiques. :


GUEST




