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Resumé.

Appelons ,du type A“ toute fonction continue, vérifiant les relations

stivantes:
on

P+ =p@); [pEds=0;
0

(f:(x) cos mdm)z—{—(./.p(:c) sinxdw)2¢ 0. (4
[ i

Soit f(z) une fonction intégrable au sens de M. H. Lebesgue.
Posons

2
r@ 2 [p@tnfod.
¢

L’objet de cette Note est la démonstration des théorémes suivants:

Théoréme 1. Si pour le couple formé par une fonction donnée f(x) et
une fonction p(z) du type A le maximum de |7, ()| est borné, il en est de
méme pour tout couple formé par la méme fonction f(z) et une fonction
quelconque du type A.

Théoreme I Si la fonction donnée f(x) vérifie les conditions du théo-
réme précédent et si de plus hm 7. () existe pour toute valeur réelle de =

pour le couple formé par la fonmon f(x) et une fonction p (x) du type 4,
il en est de méme pour tout couplesformé par la méme fonction f(z) est une
fonction quelcinque?) du type A. On peut démontrer de plus, que la limite
”lil;l’l r.(%) dansces conditions est atteinte uniformément et que sa valeur
est égale a:

l 249 1

a 231n 5

C et S étant des constantes égales respectivement a

— S p0ya,

lim — {f(a;) cosnxdr et hm = ff(m) sinnade. (B)

n—>

*) En particulier on en déduil I'existence des limites (B).

F. LEJA.
Séries entiéres doubles et multiples.-

(Szeregi potegowe podwdéjne i wielokrotne).

Le domaine de la convergence absolue d'une série entjére double

X an gy W
ny=0
est, comme on le sait, beaucoup moins simple que celui d’'une série entiére
simple. Il a été étudié par K. Weijerstrass, A. Meyer, E. Phragmén-
E.Lemaire, E. Fabry et presque en méme temps déterminé par G. Faber
et F. Hartogs?®).

Je vais exposer ici ce probléme fondamental de la théorie des fonctions
analytiques par une méthode qui semble &tre assez naturelle et simple
et s'applique bien aux séries multiples & un nombre quelconque de variables,
Un rdle important jouent dans ce probléme certaines courbes réelles, que j'ai
appelé courbes hyperboliques. Elles ont été introduites par G. Faber dans
son étude des séries doubles, mais leur importance est beaucoup plus large
et s’étend aux séries multiples, quel que soit le nombre de variables. J'ai taché
a montrer que les courbes hyperboliques s’adaptent parfaitement a I'étude de
1a frontiere du domaine de la convergence absolue de ces séries.

1} K. Wejerstrass: Vorlesungen vom Jahre 1880,81.

A. Meyer: Stockholm Ved-Ak. Forh, Ofv. 40 (1883) M 9.

E. Phragmén: ibid. N 10.

(Ces travaux sont cités d’aprés W. Osgood: Topics in the thoory of se-
veral compl variables. The Maddison Colloguium. New York 1914).

E. Lemaire: Bull des sciences math. t. 20 (1896)

E. Fabry: C. R. 1. 134 (1902) p. 1190-92.

G. Faber: Math. Annalen t. 61 (1905).

F. Hartogs: Diss. Miinchen 1904 et Math. Ann. t. 62 (1906).
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Les quatres paragraphes initials sont consacrés aux séries entitres
doubles, les deux suivants aux séries multiples & plus de deux variables.

§ 1. Considérons la série & termes non négatifs

Dwrre, ol an = lawl, T=lz, 5=y, @
pav=0
et désignons par (E) 'ensemble de tous les points (7, s) apparte
nant au premier quadrant duplande deux variables réelles 7
et s, pour lequels la série (2) et, par conséquent, la suite double

fmn (1, 8) = i é ;w ri- s (3)

p=0 y=0

est convergente Y).. Trois cas peuvent se présenter:

1° Le seul point 7 =8 =20 appartient a (E).

20 Il existe des points (7, s) de (&) pour lesquels 7 -} s > 0, mais il
n’en existe pas de tels pour lesquels rs > 0.

3° 1l en existe de tels pour lesquels 7s > 0.

Le cas dernier seul est interessant et notre probléme se reduit a la dé-
termination de ensemble (E) qui définit entiérement le domaine de.la con-
vergence absolue de la série (2).

Jaurai & m’appuyer dans ce qui suit sur les trois propositions suivantes:

Théoréme 1. Silasérie(2) estconvergenteenun point (ry, 8,
elle est aussi convergente en chaque point (r,8), pour lequel

0=sr<r,, 0=s=s,.

Théoréme 2. Pour que la série (2) soit convergente en un
point (r,8) pour lequel s> 0, il faut et il suffit quetoutes les
séries simples

b.,(r):EaP.,ﬂ‘-, v=0,1,2,... 4

=0
%) La convergence da la suite double (3) se définit comme il suit: Il existe un
nombre @ tel que, & chaque ¢ >0, il existe un indice N tel qu’on ait

[Spn (T8 —a <=, pour m et n>N.
w68
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soient convergentes au point 7 et que Ia série simple

=
E b(r s ®)
y=0
soit convergente au point s?).
Ces c2ux théorémes resultent immédiatement des propriétés connues
des séries & termes non négatifs.
Pour énoncer le 3-e théoréme observons d'abord que, par deux points

différents
A(res), B (ry 5,) 6)

des coordonnées essentiellement positives, il passe uneet une seule courbe

réelle de la forme
s =¢ (7)

qui sera dite courbe hyperbolique du plan; les constantes a, B, ¢ s’ex-
priment par les formules
a:llogf‘-, 3:2«10{;&—, c =18,
EN 7y
oit A désigne un paramétre arbitraire différent de zéro. La partie de la courbe
(7), contenue entre les points (6), sera dite I'arc hyperbolique 4B.

Théordme 3 Sila série (2) est convergente en deux points
différents (6), elle est aussi convergente en chaque point de
I'arc hyperbolique 4 B?).

Démonstration: En échangant les lettres r et s ou les indices des
coordonnées (6) on peut étre conduit au cas, oir

7y < 1y, 3=z=0.

Soit (r, s} un point quelconque de I'arc 4B; on a

7'1 <r< "2« r* 55 e v]-‘r.- slﬁ
ef, par suite,
7i\:
s=si| )" (8)

ot I'indice i peut &ire égal 4 1 on 2 2. Je dis que, p et v étant deux nombres
réels quelconques, on a les inégalités

1) La convergence de la prémidre des séries (4) est suffisante pour la convergence
de la série double (2) au point (r, 8), ot §=0

% V. B. Almer: Arkiv {6r Mat. Astron. och Fysik, t. 17 (1922) N 7.
27 65
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IA

0, I
(9)

o
e < Pt S, pour ;L——V—B—> 0.

o
reg S by, POUT p— YV

En effet, on a d’aprés (8)
(O
TR & = 787 |— ,
Te
oit il suffit de poser 4 =1 danslecas g —v % =0et?i=2 dans le cas

contraire pour obtenir les inégalités (9).
1l en resulte que, quels que soient petv, ona

T8 < r ks 7t SyY,
d'ofl, en se servant du symbole (3), on obtient 'inégalité
Sma(r 8) = Smu (71 8;) + Sun(ry 8y),

qui montre que la suite monotone $,. (7, s) est bornée et, par consequent
convergente. Le théoréme est donc démontré.

§ 2. Revenons i l'ensemble () défini plus haut et supposons qu'il
contienne des points (r, s) pour lesquels s > 0. Désignons par

R

la limite supérieure des mombres non négatifs » pour lesquels 1° toutes
les séries (4) soient convergentes et 2° la série entigre (5) ait
un rayon de convergence positif. R représentera un nombre positif
ou le symbole oo et les deux conditions précédentes seront satisfaites par
tous le nombres r appartenant & I'intervalle

©, B),

comme cela résulte des théordmes 1 et 2.
Désignons encore par p(r) le rayon de convergence de la série
(5) pour une valeur de 7, quelconque mais fixe, prise de I'intervalle (0, R)
et considérons I’équation
s =g, 0<r<R. (10)

Elle définit une certaine courbe passant par le premier quadrant du
plan des variables r ets, le mot ,courbe® ayant ici une signification un
peu plus large qu'ordinairement, car pour certaines valeurs de 7, ¢(») peut
représenter oc,

@0

Séries entitres doubles et multiples. 5

Pour simplifier le langage, je dirai que le point (r, §) est sifué an
dessous de la courbe (10), si les cordonnées (r, 8) de ce point satisfont
aux inégalités

0=<r<R, 0<s< ()
dans le cas
0=sr<R, s> o0(r)

on dira que le point (7, s) est situé au dessus de la conrbe (10).

Cela posé, nous pouvons maintenant nous rendre compte de la distri-
bution des points de I'ensemble (E) dans le premier quadrant du plan des
variables 7 et s.

1l suit du théoréme 2 que les points situés au dessous de la courbe (10)
appartiennent tous a I'ensemble (E). Tous les autres points de (), §’il en
existe de tels, doivent étre situés ou bien sur la courbe (10) elle-méme, on
bien sur la droite » = R, lorsque R est fini, ou enfin sur la partie » > B
de l'axe § =0 et ils sont necéssairement des points-frontiéres de (&), car
tous les points situés au dessus de la courbe (10) et tous ceux qui sont situés
au dessus de la partie r >R de I'axe s=0 n’appartiennent pas a l'en-
semble (E)Y).

On voit quel réle important joue dans notre probléme la courbe (10),
appelée courbe desrayons de convergence associés?. Son étude

1) Lorsque R est fini, les points de (E; situés sur Ia droite r = R et pareillement
tous ceux qui sont situés sur la partie r > E de I'axe s=0, s'il existe de tels points de
(E), remplissent un segment dont une les extrémités se trouve an point r=2~R, s=0 et
qui peut se reduire a ce point senlement; cela résulte immédiatement du théoréme 1. La distribu-
tion des points de (E} situés sur la courbe (10 sera examiné dans ma note qni sera insérée
dans les ,Annales de la société polonaise de mathématique®.

?) On appelle rayons de convergence associés de la série (1) chaque couple
des mombres positifs (7q 5,), si la série (2) est convergente en chaque point (r, s) pour lequel

0=Zr<r, 053 < 8,
et divergente pour
r>r,, 5> 8.

La courbe (10) est manifestement le lieu géometrique des points dont les cordonnées
forment des couples des rayons de convergence associés. On doit 3 M. Lemaire
la proposition suivante:

Pour que les nombres positifs (r,8,) forment un couple
des rayons de convergenceassociés, il faut et il snffit quwon ait

By .
i sup Vot rif s = 1. @)
En effet, lorsque Ia série (2) est convergente en chaque point | 1:"’_;, 1 i" >, ot :>>0,

il doit exister un nombre N (=) tel quon ait
29—?,4
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peut étre appuyée sur le lemme suivant qui exprime une propriété fon-
damentale de cette courbe.

Pour abréger le langage, je dirai qu'un point (r,s) est situé ua
dessous de l'arc hyperbolique 4B, dont les extremités

A (ry, 8), B(rys,) (11)

ont toutes leurs coordonnées positives, s'il existe un point (7','s") de cet

arc tel que on ait ,
O=zr<r, 0Zs<s.

lsemme 1. Siles points (11) sont situés, soitsur la courbe
(10), soit au dessous d'elle, chaque point situé au dessous de
l'arc hyperbolique 4B est situé en méme temps au dessous
de la courbe (10).

Démonstration: Dans les cas, ol les points (11) sont situés tous
les deux au dessous de la courbe (10), ils appartiennent 4 I'ensemble (E) et
la proposition est une conséquence des théorémes 1 et 3.

Dans les cas contraire, soit 7, < r,. Lorsque s; =< s,, la proposition
résulte immédiatement du théorme 1. Supposons que s, >s, et que le
lemme soit faux; il existera un point (7, o,) pour lequel g, > ¢ (r,) et tel que

X . 8y . Ty _

To* 6,f < ri s, oit a = log g, g =log 7[ R i=1, (12)
-Soient s, et 5, deux nombres positifs tels qu'on ait

reob = r2of, i=1,2. 12y

On a d’aprés (12) et (12, s; < s, donc les points

w8 Y
oy <“’1';Tfe> . {~‘ii‘?> <1, pour p.+v>N,

[,
e
]/uw,ropsnv<l+s, pour p-+v> N,

d’oit

D'autre part, lorsque la série (2) est divergente en chaque point [ro (1 +¢), s(1-+2)],
Iinégalité
Uy 1 &' (1) > (1 — et
et, par suite, Vinégalité
v
Vag,r s8> 1—2

doit &tre satisfaite parune infinité de couples (i, v), quel que soit = =0. Il en résulte I'éga-
lit€ (a); donc la condition (a) est nécessaire. La suffisance se démontre pareillement.

30
T
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(r ), (2 00 (13

sont situés au dessous de la courbe (10) et, par suite, ils appartiennent
4 I'ensemble (E); mais, I'arc hyperbolique joignant les points {13) passe un
vertu de (12), par le point (r, 5,) situé au dessus de Ia courbe (10) et, par

suite, n’appartenant pas a (&), ce qui est incompatible avec la théoréme 3.
Le lemme est donc démontré.

§ 3. Nous déduirons de ce lemme les propiétés suivantes de la courbe
des rayons de convergence associés :

1 Lorsque ¢(r)=c0 en un pointquelconque de l'intervalle
ouvert!) (0, B), ona g¢(r)=oc en chaque pointdecetintervalle,

2° Le cas ¢(#) = co étant écarté, o(r) est une fonction mo-
notone jamais croissante et partout continue dans ©, Ry,

3° Lorsque ¢(r) = 5(r,), ol 7. et7; sontdeuxnombres quel-
conques de lintervalle 0, R) pour lesquels r, <, o(r) est
constante dans Vintervalle (0, r,).

4° Lorsquetrois points quelconques 4(r, 8,), Bir, s,), Crysy)
delacourbe (10)sont situés surune méme counrbe hyperbolique
et lorsque 7, <r,<r, larc hyperbolique AC tout entier fait
partiedela courbe (10). '

5° En chaque point de Uintervalle 0, B) p(r) admet une dé-
rivée gauche ¢/(r —0) et une dérivée droite ¥ (r+0) qui satis-
font a I'inégalité

Yr—0 =9 (r+0)

et ne sont jamais positives.

6° La courbe hyperbolique passant par unpointquelcon-

que (ry5,) delacourbe (10) et tangente 2 ladroite 8—8 = A(r—r,),
olt i est quelconque mais satisfait aux inégalités

=02z ¢ (r+0),

nepasse paraucun des points situésau dessous dela courbe (10)3).

Démonstration: 1° Supposons qu'il existe des nombres r de I'in-
tervalle (0, ) pour lesquels ¢(r) = oo et qu'il en existe de tels pour les-

') La condition 2 (r) = 00 pour r==0 n'est pas du tout suffisante, comme le montre

Vexemple = X y+. Je désignerai toujours par (0, R) 'intervalte onvert.
=0
%) Aux points extrémes r=0et r=R de Tintervalle (0, R), = (r) peut &tre discontinu.
) En d’autres termes, la courbe (10) est enveloppée par des courbes hyperboliques
qui parcourent le domaine fermé situé au dessus de cette courbe.

4
13
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uels @(r) soit fini. Soit 7, la limite supérieure des nombres de lay prér.ni‘ere
gatégorie et 7, etr, deux nombres de Vintervalle (0, R) tels que l'on ait

1y < 1y < ¥
Ona o(r,) =00, g(ry) =5;, Ol & est fini, donc, s, étant un nombre po-
sitif quelconque, l'arc de le courbe hyperbolique

5 . S — kel
ragh = 72 8P, ofl o= lqg Asz, g = log 7,

joignant les points (r; s;) et (r, s,) ne peut pas passer, d’aprés notre lemme,
par aucun point situé au dessus de la courbe (10)'. o , -
Or, cela est imposible, car lorsque 7/ satisfait aux inégalités 7, <r' <7y,
b

icm

o(r)=¢ est fini et ne surpasse pas s, et, par suite, le point (7' §') ne peut

pas satisfaire  l'inégalité
ple gl =77 825

quel que soit s; >0, car a—00, lorsque §; —>0o0.

90 La monotonie de o(r) résulte de ce que les coéfficients b, (r) dela
série (5) ne décroissent jamais, lorsque 7 croit.

Supposons que ¢{r) ne soit pas continu en un -point 7, pour lec’luel
0< 7, <R et remarquous que, en vertu de la monotonie de ¢(7) et de I'hy-
pothése, les limites
lim 9(r) = (7, + 0)

rrg T >0

lim ¢(r) = ¢(7,— 0),

r—>r,r<n ’
existent et que la premiére surpasse la seconde.
Soit s, un nombre quelconque pour lequel
o(r,—0) > 8, > 91y +0
et soit

(14)

1a courbe hyperbolique passant les deux point‘s (ro5,) et (ry8y), olts;=0(ry)
et r, est quelconque mais satisfait aux inégalités To <1y < R

Or, les points (rs) de la courbe (14) suffisament voisins de (ro, So)
sont situés 1° au dessous de la courbe (10), lorsque 7 < 7, et 2° au dessus de
1a méme courbe, lorsque r > 7,, C€ qui est incompatible avec le lemme 1.

3% Cette propriété peut étre démontrée d’une maniére tout a fait analo-
gue i celle de la continuité. . .

40 Supposons que la proposition 4° soit fausse; il existera donc un
point P(r,s,) de l'arc 4C qui sera situé, un vertu d1.1 lemme 1, au dessops
de la courbe (10) et, par suite on aura G, < @(ry)- Soit s, un nombre satis-

2
M

resb=rc

St
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faisant aux inégalités o, < 8, < 9{r,); le point P'{r, s,) sera situé au dessous
de la courbe (10) et au dessus de 1’arc AC.

Or, lorsque 7, appartient 2 I'tntervalle (r, r,) le point B sera situé au
dessous de Varc hyperbolique P'C et, lorsque r, appartient 3 Pintervalle
(re7y), la point B sera situé au dessous de Parc P’ 4, ce qui est incompa-
tible avec le lemme 1. Le propriété 49 est donc démontrée.

5° Soit r, un nombre quelconque appartenant & Pintervalle (0, R).
Lorsque z(r) == $(r,) pour une valeur de 7>>7,, 9(r) constant, d’aprés 3°,
dans le voisinage de 7, et la proposition 5° est évidente. Si ce cas ne se
présente pas considérons I'identité

logr — log 7,

M)~y . r—r,  logs—logs, (a5)
r—r7, logs—logs, "logr—Ilogr,
s — 8

oit I'on a posé, comme ordinairement, s = ¢(7), 8, = (7).
Lorsque 7 tend vers 7,, s tend en méme temps vers s,, en vertu de la
continuité de ¢(r) et le premier facteur du second membre de Pidentité (15)

tend évidemment vers -;" . It suffit de prouver que la fonction

]

logs - logs,
logr — logr,

=4(r (16)

a une limite, lorsque 7 tend vers r,, r étant constamment > 7, ou constam-
ment < r,. Or, ce fait resulte du lemme 1.

En effet, soit r,. r, et ry trois nombres de l'intervalle (0, B). tels que
Pon ait
BT, <y <y
On aura
logs; —logs, _

logry, —logr, —

logs, — Ing s,
logr, — logs, —

log s, — log s,
logr, —logr,

s an

car le point (r, s,) de la courbe (10) est situé, d’aprés le lemme, au dessus
de la courbe hyperbolique
. . s, 7,
resP = 1,287, ot a = log -, B =log—1,
81 To
joignant les points (r,8,)et (r; s,) ou sur cette courbe elle-méme, donc
om aura
7% 8,0 = 71" 8yf,

Prace Matem.-Fiz.*, t. XXXII. e
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ot il résulte la dernitre des inégalités (17); de méme, le point (r, $,) est
situé au dessus de la courbe

’ . s
olt u = log ~S—Z—,

. 7y
TE S = Pyt SS" y = log LA
L]

joignant les points (7, 8,) €t (73 85), donc on aura
7o 8¢" = T3¢ Sy,

doit il résulte la premiére des inégalités (17).

Or, ces inégalités montrent que, lorsque 7 tend vers 7, en décroissant,
& (r) croit sans surpasser le premier membre des inégalités (17). 1l existe donc
la limite ¢(7,-+0) ne surpassant pas la limite ¢ (r,—0) dont I'existence se
démontre d'une maniére tout 2 fait analogue. Il s’ensnit I'existence des limites

s, s,
!?'(1‘0—0‘):7’_—0«({)’(7'0—0), go’(ro—{—0)=7"~¢'(r0+0), (18)
0 o
qui ne sont jamais positives; car la fraction (16) est négative olt nulle.
6° Les notations de 'énoncé étant conservées, I'équation

7288 = 7,88, ol o ==— A7, B=s, (19)

représentera la courbe hyperbolique y définie.
Supposons que la proposition ne soit pas vraie; il existera un point
(r" o’) de la courbe (19) tel que 1'on ait

o <s'=g(r).
Cela conduit & I'inégalité
7128 > rlaglt = r= 5P ol a=— A7, B=8,,
équivalente 2 l'inégalité
log s’ — log s, > —23 X(log 7' — log7y),
d'oilt on obtient ’
logs' —logs, - 7oy lorsque 7' > 7.

Tog v — log 7, S,

Or, le premier membre de cette inégalité tend vers ¢'(r,-}-0) et ne
décroit jamais, d'aprés (17) lorsque 7/ décroit et tend vers 7,, donc on ob-
tient, d'aprés (18),

o (o -+0)>A

%
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ce qui est incompatible avec I'hypothese. Le cas r/ <r, se démontre de la
méme facon.
En définitive, toutes les propositions sont démontrées.

§ 4. Les propriétés de la courbe (10) qui viennent d'étre examinées
sont manifestemment nécessaires pour gue cette courbe puisse étre courbe
des rayons de convergence associés d'une série entiére double. M. M. G.
Faber et F. Hartogs!) ont montré que ces propriétés sont aussi suffi-
santes. Voici, comment peut-on justifier cette assertion en suivant la marche
de M. Hartogs:

Soit $(r) une fonction réelle et positive, définie dans I'intervalle ouvert
(0, B) et jouissant de deux propri€tds suivantes: 1¢ Elle ne croitjamais
avec r. 2° La courbe

s=14(n), 0<r<R (20)
jouit de la propriété énoncée dans le lemme 1.%).

Je vais construire une série entiére double absolument
convergente au dessous de la courbe(20)et absolumentdiver-
gente au dessus d’elle et au dessus de la partie r >R de I'axe
s =0, lorsque R est fini ).

Remarquont d'abord que la fonction $(r) jouit de toutes les propriétés
1°—6° démontrées pour la fonction ¢(r) dansle § 3, car cette démonstra-
tion ne reposait que sur la monotonie de ¢{r) et sur le lemme 1. Soit

1) Voir leurs travaux cités au début.
3) La propriéié 2° est remplacée chez M. Hartogs par Ia suivante: (r;5), (r28:),
(r; 8;) étant trois points de la courbe (20), pour lesquels r, <<7: <1y, On & tonjours
1 log r, log & !
1log 7, logs, 0.
!
1logr, logs; |
Cette inégalité est une cc e du lemme 1 et foversement
%) Je suppose ¢ {r) fini dans I'intervalle (0, B). Lorsque 4(r) y est partout infini,
les séries doubles .

L xnt "
v 2 1, 1%, ot imsup V |@,| = RB; E (-11% »{\‘Z—)
w=l n=1
résolyent notre probléme, car elles convergent pour ‘x| <R et divergent pour |x| <R,
quel que soit y. Sur la droite & =R, la premitre de ces séries peut converger partout
ou diverger partont, tandis que la seconde converge sur 1a partie |y |<C3 et diverge sur
la partie |y o de cette droile.

3
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Ty Vo Ty -

une suite quelconque des nombres appartenant a l'intervalle (0, B) et par-
tout dense dans cet intervalle. Par chaque point (r;8:), olt 8; == ¢(ry), dela
courbe (20) il passe, d'aprés 5° du § 4. anu moins une courbe hyperbolique

qui ne passe par aucun des points situés au dessous de la courbe (20). Soit
rashi = ¢;, aigd, B;>0 @n

une de telles courbes appartenant au point (7;s;) et soient «, et 3, deux
nombres entiers non négatifs satisfaisant aux inégalités

neu St <no--1, nk=pM <np41.
La série entiére

SN g’m)
27 , i=1,2... (22)

sera absolument convergente au dessous') de la courbe (21) et absolument
divergente au dessus d’elle, comme le montre la régle de Cauchy.

Cela posé, désignons par P;(xy) la série (22) aprés avoir rejeté tous
ses termes en nombre fini2) pour lesqaels o™ -}, <4 et considérons
la série

Py (wy) + a; Py (2y) + 0, Py (zy) ... (23)
oii les a; sont de mombres positifs quelconques, mais tels que la série

\‘ a; soit convergente et 'expression

Py (29,

désigne le nombre 0, dans le cas B=oo et une série entiére double quel-
conque mais absolument convergente pour |z|< R, et absolument diver-
gente pour || > &, quel que soit y, dans le’cas E<oo?).

Jedis que la série entiére double

Plzy) = Z Uy T Y, _ 24

') Par defigition, le point (rs) est situé au dessous de Phyperbole (21), lorsque
riisfi<e. .

%) 'Cela n'a aucune influence sur la convergence de cette série.

3) V. la remarque 3 p. 11.

¥
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obtenue par la réunion des termes semblables contenus dans les termes
P;(zy) delasérie (28) satisfait aux conditions de notre probiéme).

En effet, observons que les séries (23) et (24) sont en méme temps con-
vergentes et en méme temps divergentes, pour des valeurs non négatives
de x et de y, car tous les coéfficients de ces séries sont non négatifs.

Or, la série (23) est convergente en chaque point =7, y=s situé
au dessous de la courbe (20), car, un tel point étant situé an dessous de toutes
les courbes hyperboliques (21), toutes les séries P;(rs) sont convergentes
et leurs sommes satisfont aux inégalités

1

e pour chaque >0,

P,-(rs)<A.Z

oit 4 désigne le plus grand des nombres 1,7, 5, s 3); il en suit I'inégalité

Srea<a(S ) (Sa)

gzl

et, par suite, la convergence de la série (23) au point consideré.

D’autre part, lorsque (7, s) et situé, soit au dessus de la partie r >R
de Paxe s=0, soit au dessus de la courbe (20), la série (23) est divergente
pour £ =r, y=s, car dans le cas premier la série P,(rs) est divergente
et dans le second cas le point (r, s) est situé au moins an dessus d’une des
courbes (21) et, par suite, au moins une des séries P;(rs) est divergente.
La proposition est donc démontrée.

Remarquons que, si 'on pose lim ¢(r) = S, la série (24) et certaine-
r—r9

ment convergente aux points 0 <s<§ de I'axe » = 0, ce qui résulte du
théoréme 1; d'autre part elle est convergente aux points 0 <7 < R de I'axe
8 == 0. Ces deux segments peuvent étre allongés arbitrairement, lorsque R
et § ne se reduisent pas d'avance & co, c'est-d-dire gu'on peut remplacer
la série (24) par une telle qui satisfasse aux conditions imposées plus haut
et qui soit absolument convergente aux points 0 <s<'S, de 'axe r =20

) Les cotfficients a,, sont des nombres non négatifs bien déterminés, car les termes

semblables & x* y* ne se irouvent que dans les séries P,, P,,..., P]L o et les nombres
@; ainsi que les cogfficients des séries (22) sont tous positifs.
® Carona
) 8w o 0, B
IR BRI Ll
-d 722 c‘-"' A n: C,;

et les exposants %™ — no;, B™ — nB; sont contenus entre 0 et 1.

3
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et aux points 0 <7 <R, de I'axe s =0 quel que soit S, =S et By= R
Par exemple, la série

xP(acy)—{—zb,,y", olt b= 0 et lim sup V&, = 8, > 8§,
0

converge aux points 0 = s < S, I'axe » =0 et 'ensemble de ses points de
convergence situés en dehors de cet axe seraidentique 2 celui de la série (24).

Pour allonger le segment (0, By, il suffit de changer convenablement
les termes de la série P, (x, 0), car toutes les autres séries £; (zy) sont iden-
tiquement nulles pour y==0, comme cela résulte de la construction des
séries (22).

Remarquons encore que, lorsque B n'est pas infini et lorsque la limite
$ (R --0) = o n’est pas nulle, le segment (0, ¢) de la droite r =E limite
le domaine de la convergence absolue de la série (24). La convergence de
cette série aux points de ce segment ne dépend que la convergence de la
série P, (wy), car toute les autres séries P; (zy) y sont convergentes. On pour-
rait choisir P,(zy) de telle fagon, que la série (24) soit absolument conver-
gente aux points 0 < s < g, de la droite #==R et absolument divergente
aux points s > g;, quel que soit le nombre non négatif ¢, < ¢ ?).

§ 5. Laméthode de laquelle nous nous sommes servis dans I'étude
qui vient d'étre faite peut &tre appliquée aux séries muitiples & un nombre
quelconque de variables. Je me bornerai au cas d'une série a trois
variables

2 Tyop T Y 2P, 1)

thup=0

le cas général ne présentant pas de difficultés nouvelles.
Désignons par
@psp, 73 6, ¢ le modules de oy, &, 4, 2

et considérons la série

oo
Z Gy TES LP. @)
o, 0=0

L'ensemble (E) des points de convergence (7,s,f) de cette série, les
coordonnées de ces points étant supposées non négatives, détermine entiere-
ment le demaine de la convergence absolue de la séri2 (1). On démontre sans
difficulté les deux théorémes suivants:

Y V. Ia remarque 3 p. 11.
m‘g N
0

° ©
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Théoréme 4 Si la série(l)est convergente au point (74 85 L)

elle est aussi convergente eu chaque point (rsf) pour lequel
O0=r=7r,0<s<s, 0=t <4,.

Théoréme 5. Pour que la série(2) soitconvergente au point

(rst), pour lequel £>0, il faut et ilsuffit que toutesles séries
doubles

bp(')‘S)zz LI p=0,1,2,... 3)

wov=0

soient convergentes au point (r,s) et que la série simple

Z b,(rs).t 4)
p=0

soit convergente au point Z.
Le théoréme 3 du § 2 sera remplacé par le suivant: Soient

A(ri81%), Blrys,iy) 6)]

des points, quelconques mais différents 2 coordonnées positives.
Les trois équations

=t |

SV_ (2 lon g =10g Tt = log 2 =logt (6
(sl)_(tl)i g, B=logl, r=lgl @

=17
2 g
représentent une courbe passant par le points (5) qui sera dite courbe

hyperbolique de I'espace i trois dimensions !). La partie de cette courbe
contenue entre les points (3) sera dite 'arc hyperbolique 4B.

L) Si tous les nombres o, B, 7 sont différents de zéro, les equations (6) peuvent
étre écrites sous Ia forme plus symétrique

i 1 1
frNa T8N TENY
Er=3r=%)
On en voit quel sera le systéme d’équations d’'une courbe hyperbolique de I'espace
4 n dimensions.
Observons que les projections de la courbe (6) sur les trois plans des coordonnées
sont des courbes hyperboliques planes joignant les projections des points (5) sur ces plans.

38
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Théoréme 6. Silasérie(2)estconvergente aux points(5), elle
est aussi convergente en chaque pointde l'arc hyperbolique 4B,
Démonstration: On peut supposer, sans nuire i la généralité,
qu’on ait
Ty < Ty

Soit (r, s, ) un point quelconque de l’arc consideré; on aura

8 T
r\& r\T )
S=S;(7‘_)“, t=t,‘(,r—i)“, $=1,2,

donc, p, v, p étant trois nombres quelconques, on aura

patyf+oy
rES I = T8y I (—“) «
i

ce qui conduit 4 l'inégalité »»s* ¢ < 7+ 5,"¢,° dans le cas

patvetper g
- =

et a l'inégalité r+ 8" Ip < ry#s,” f,7 dans le cas contraire. I en resulte que
TESI = S P Tt 8 P,

que s que soient p, v, p, donc les sommes partielles de la série (2) sont bor-
nées et, par suite, la série (2) est convergente aut point considér.

) Supposons que 'ensemble (&) des points de convergence de la série (2)
contx.enne des points (7, s, £) pour lesquels rs¢t=>0. Je vais définir une
certaine surface limitant le domaine des points intérieurs de Pensemble (E).

Pour ce but désignons par (D) le domaine des points (7, 8) du plan
des variables non négatives 7 et s pour lesquels:
1% Toutes les séries doubles (3) sont en méme temps convergentes,
2" La série simple (4) a un rayon de convergence positif; ce rayon sera
désigné par @{rs).
L'équation
t=0o(r,s), oit (7,8) appartient & (D) 7)

représente une surface ) qui sera dite surface des rayons de conver-
gence associés et jouit des propriétés analogues 2 celles de la courbe (10)
du § 3. Chaque point (rs?) situé audessous de cette surfacﬂé, C’est-

1), Le mot nsurfacg“ a ici une signification plus large qu'ordinairement, car, o (rs)
étant une limite, on peut avoir ¢ (r §)=oco0.

4
%
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a dire un tel pour lequel (r s) appartient a (D) et { < ¢(7s), fait partie de
I’ensemble (E); tous les auires points de (E), s'il en existe de tels, doivent
&tre situés, ou bien sur la surface (7) elle-méme, ou bien sur la partie du plan
de coordonnées non négatives 7 et s ne contenant pas de points de (D) et
ils sont nécessairement des points-frontidre de (E).

§ 6. Pour simplifier le langage, je dirai qu'un point des coordonnées
non négatives (7, s,?) est situé au dessous de I'arc hyperbolique joignant

les points
A(ry s 1), B(rys, i),

s'il existe un point (+' s’ #') de Parc AB tel qu'on ait
r<t, s<¢§, t<t.

Cela posé, la propriété fondamentale de la surface (7) est caractérisée
par le lemme suivant:

Lemme 2. Siles points (8 sontsitués, soitsurlasurface (7),
soitaudessous d’ellechaque pointsitué audessousde archy-
perbolique 4B est en méme temps situé au dessous de la
surface (7).

En effet, dans le cas, oit les points (8) sont situés tous les deux au des-
sous de la surface (7), ils appartiennent 2 I'ensemble (Z) et la proposition
résulte des théorémes 1 et 3. Dan les cas contraire, la démonstration de ce
lemme peut étre affectude 2 'aide de la remarque suivante: Si les points 4
et B/ sont suffisamment voisins des points 4 et B respectivement, l'arc
hyperbolique A’B’ est suffisament voisin de I'arc hyperbolique AB; d’'autre
part, sile point 4 est situé sur la surface (7), il existe un point A’ aussi
voisin de 4 qu'on le veut et appartenant 4 'ensemble ().

Ce lemme peut servir la base dans une étude plus détailée de la surface
de rayons de convergence associés.

Considérons trois points différents

Arisity), Brs:b) Crys;ts) 9

des coordonnées essentiellement positives et supposons que la matrice

1 7, S e B2
% log [ log 5 0% t
s 83 iy

log v log % log o

soit du rang deux. Dans cette hypothése, les points (9) ne sont pas situés sur
une méme courbe hyperbolique et ils déterminent une surface de la forme

A
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rsfitr=c (10)

passant par eux, qui sera dite surface hyperbolique. Les constantes
a, B, 1 S'expriment par les formules

sy Lot 7, | . S5 |
2 20 ‘log 5% log -2 log— log—%
log 8 log ty | °g A 08 7, g 7 gs1
o == ] §=I ' 3 T= Ty
8, [ i 7 7 8
log =2 log =% | log % log—? | llog—2 log =2
i gsl 'g'xi | gtx g"m | "y g81
c=resfi

oit ¢ peut étre égal 3 1, 2 ou 3.

Une surface hyperbolique jouit de la propriété qu’elle contient tous les
points @’une courbe hyperbolique ayant deux points communs avec cette sur-
face. Il s'ensuit que les trois arcs hyperboliques 4B, BC, C4 sont situés
entierement sur la surface (10) et qu’ils déterminent sur cette surface un
triangle curviligne qui sera dite triangle hyperbolique ABC.

Observons que, siles points 4, B, C appartiennent 2 I'ensemble (),
tous les points intérieurs et les points-frontire du triangle hyperbolique 4BC
y appartiennen{ aussi, comme cela resulte du théoréme 6.

Cela posé, je vais montrer les suivantes propriétés de la surface det
rayons de copvergence associés (7), analogues A celles de la courbe des ray-
ons de convergence associés:

1° Lorsque g(rs)=coenunpoint quelconque appartenant
4 lintérieur de (D) on a p(rs)=-co en chaque point intérieur
acedomajnetl).

2 Le cas ofrs)=oco étant écarig, ¢(rs) est une fonction
mopotone jamais crpossante, lorsque 7 oy s croit, et partout
continue & lintérieur du domaine (D).

3* Lorsque P(rys,), Q(r, 83), B (#s8;) sont trois pgints diffé-
rents situés i linterieur de (D) pour lesquels

P (ri8) =0 (r:8) =9(rys,)

etlorsquele point B estsituéau dessous de Parc hyperbolique
plan’PQ, 1a fonction g(rs) et constante dans la partie du do-
maine (D) située au dessousde l'arc PQ3).

) La fouction p(rs) peut &tre infinie en un point-frontitre de (D) sans qu'elle soit
infinie 4 Pintéreur de (D).

% Cette prq?qsiﬁqn reste vraie dans le cas, ot 'arc PQ se reduit & un point unique
P=g pourvu que 'ry soit <7, et s;<C8,. Dans ce casle domaine situé au dessous du
point P est, par définition, composé des points (r 8) pour lesquels 0<<r <7, et 0 <s<<sy.

ﬂﬁ‘q
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4° Lorsque trois points 4, B, C, quelcongues mais diffé-
rents entre eux, sont situéssurlasurface (7yetenmémetemps
surunesenlecourbe hyperbolique, le point Bétant situé entre
4et G toutles points del'arc hyperbolique 4C sont situéssuar
1a surface (7).

Deméme, lorsque quatre points 4,B,C, P dela surface (7) 1)
sontsitués surune seulesnrface hyperbolique, les points 4,B,¢
n'étant passituéssurune méme courbe hyperboligue, et lorsque
le point D appartient & lintérieur du triangle hyperboligue
ABC, toutlespointsdecetriangle sontsituéssuriasurface (7).

5° Enchaque point (r, s) intérieur au domaine (D) ¢(r, syad-
met les dérivées partielles gauches ¢'(r — 0, 5), v (r, 5 — 0} €t
les dérivées partielles droites ¢' (r-+0, 8), ¢ (r, s-+0) qui satis-
font aux indgalités

Yr—08=29r408, 3irns—0=d¢s+0

et ne sont jamais positives.

6° Par chaque point 7,8,4 de la surface (7) nappartenant
pasalafrontiéredecettesurface, il passeau moins une surface
hyperbolique

rsPi=resftyd, olaz0, =0 7=0

telle, quaucun point de cette surface ne setrouveaudessous
de la surface (7) %).

Démonstration: Les propositions 1° et 2° peuvent étre établies de
la méme fagon que celles du § 3.

Pour établir 1a proposition 3° observons d’abord que, en vertu de la
monotonie de la fonction ¢ (rs), on doit avoir

o(rs) =¢(rs)

en chaque point (7, s) situé au dessous de l'arc plan PQ et tel que r=1r,,

8= s,. Supposons gu’on ait
2(ry o) > 2{r18)

enun point {r, §,) telque 7, < 7;. 5, <5, etposons f,=1(r,8,), {;=1(ry8,).
Les points M (r,58,%,), N(r,s, t,) étant situés sur la surface (7), aucun

1) Je suppose quils ne sont pas des points frontidre de cette surface.
% Eu d'autres termes, la surface des rayons de convergence associés est enveloppée
par des surfaces hyperboliques passant par le domaiue situé au dessus de cette surface,

43
> 85


GUEST


20 F. Leja.

point de 'arc hyperbolique MN ne peut &tre situé, d'aprés le lemme 2, au
dessus de la surface (7). Mais, étant ¢, > 7, on aura {=>{, pour tous les
points (r 8%) de cet arc différents de N, tandis que o(rs) <?, lorsque (rs)
est suffisament voisin de (7, 8;). On est donc conduit & une contradiction ce
qui prouve la proposition 3°

4° La partie premiere de cette proposition peut étre demontrée de la
méme fagon que la proposition 4° du § 3.

Pour démontrer la partie seconde, conservons les notations de I’énoncé
et désignons par 4’ le point commun aux deux courbes hyperboliques dont
I'une passe par 4 et D et 'autre par Bet C. Or, 4' ne peut pas &tre situé
d’aprés le lemme 2, au dessus de la surface (7), car il est un point de I’arc
hyperbolique BC'; d’autre part, au démontre aisément qu'il ne peut pas étre
situ€ au dessous de la surface (7) '), donc A4’ est situé sur la surface (7) et,
par conséquent, d’aprés ta partie prémiére de cette proposition, les deux arcs
hyperboliques 44’ et B’ sont situés entidrement sur la surface (7). Le rai-
sonnement analogue prouve que les arcs hyperboliques AB et AC sont
situés entidrement sur la surface (7).

Soit maintenant P un point quelconque du triangle hyperbolique ABC
situé & I'intérieur de ce triangle et soient P’ et P/ les points en lesquels la
courbe hyperbolique passant P et O recontre les arcs AB et 44’. Larc
CP' estsitué, d’aprés la partie premiére de cette proposition, sur la surface
(7), car tous les trois points C, P et P’ y sont situés, donc le point P appar-
tenant & cet arc est situé sur la méme surface. La proposition est donc
démontrée.

5° Cette proposition resulte immédiatement de la proposition 5° du § 3
'aide de la remarque suivante: Lorsque (r,s,) est un point quelconque
appartenant a I'intérieur du domaine (D), 1’équation

l=¢(rs)
représente la courbe des rayons de convergence associés de la série double

Y
S (Sewnw)re

e v
et pareillement I'équation
t=o(r,s)
représente la courbe des rayons de convergence associés de la série double

) En effet, si A’ était situé au dessous de la surface (7), il existerait dans le voisi-
nage de 4’ un point P situé au dessous de la surface (7) et tel que le point D serait si-
tué au dessous de l'arc hyperbolique AP; mais cela est imposible en vertn du lemme 2.

6
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6° Pour démontrer cette derniére proposition obsérvons d’abord que,
(74 8 %y) étant un point quelconque de la surface (7) n’appartenant pas 2 la
frontire de cette surface, la série (2) du § 5 est convergente en chaque point
(rst) pour lequel

OZr<r, 0=2s<s, 0Zl<i
et divergente lorsque
r>re, §>8, >,
1l en resulte que )
|2 2 S —
lim sup ) 2., ro* 87 ff = 1. (11)
Dési ptvhp—roe
€signons par
Pny Vas Pn (12)

trois suites des nombres naturels tels qu'on ait

(25 M

Hm ) envas, oP g™ tgin = 1 auy
w—>rco
et posons
i Y [
Apg— —— By = ——— ", Cy = -~ "5,
PutVutPs I fx T Vntn

Les suites Ay, By, C. étant bornées, elles admettent des points - [imite.
Soit o un point-limite de A. et soit A’» une suite partielle de 4. ayant «
pour sa limite. Désignons par B'» et (" les suites partielles de Ba et Cs
correspondantes A la suite 4'., s'est a-dire composées des termes ayant des
mémes indices que ceux de la snite partielle A’.. Soit B un polnt-limite de
la suite B'y et B", une suite partielle de B'» ayant § pour sa limite. A"x et
C",. désignerons les suites partielles de 4', et C's correspondantes a B,
Soit enfin y un point-limite de O, et ¢, une suite partielle de ¢ ayant 1
pour sa limite; a. et b, désignerons des suites partielles de 4" et B', cor-
respondantes & Cx-

Les suites @x, b, ¢x sont évidemment de la forme

M PR SN | S
P e ET e a1’ my -+’
o V. la remarque 2 p.5. L’égalite (11) se démontre d’uns maniére tout & fait analogue.
Eo)
T
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olt M. My, Ty, k=1, 2,... ddsignent des suites partielles des suites p,, va, pn
respectivement; il est clair que

O —a, b — 8, Cp—>1 (13)
et que les nombres o, B, ¥ sont non négatifs et ne s’annulent pas tous les
trois, car o B 1= 1.
Considérons la surface hyperbolique
rest it = ryr s t,y; (14)
je dis qu'elle satisfait aux conditions de 'enoncé, c’est-a-dire qu'elle ne passe
par aucun des points situés au dessous de la surface (7). Four le prouver
il suffit de montrer que, (#' &' #) étant un point quelconque situé au dessus
de la surface (14), c’est-a-dire un tel qui satisfait & la condition

rieglf "t > peg bt

il "'appartient pas  'ensemble ().

Or,ona
ek SO S r1an MOk [ £k
lim sup Va”y riesile = lm oy a, 7o sgM 1ok (—) (-—) (—)
ptitp—> oo F—>oo R To! \Sol \lg

et la derniére limite est égale, d’aprés (117) et (13), &
ri\e (8I\B g\
G (T
mais, cette derniére expression étant plus grande d’unité, il existe un nombre
positif < tel que
ptvtp

lim sup Va o 7SN P > 1-4-e
bbb e

e, par suité, 'inégatité
Uy 18V 0 > 1

est satisfaite par une infinité des indices (g, v, p) d'ont il resulte que la série
(2) est divergente au point (r' s’ #). La proposition est donc démontrée.

En terminant je ferai observer que les propriétés de la surface des
rayons de convergence associés, qui viennent d’étre spécifiées, sont caracté-
ristiques pour cette surface, c’est-2-dire que, étant donnée une surface définie
par une équation de la forme

55”%&

icm®
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t=1q¢(rs),

oit la fonction ¢(rs) réelle et positive définie dans un domaine (D) est efle
que la surface (14) jouisse des propriétés démontrées pour la surface (7), il
existera une série entiére 2 trois variables pour laquelle la surface (14) soit la
surface de rayons de convergence associés.

{14)

Pour justifier cette assertion il suifit d’appliquer exactement la méme
méthode dont nous nous sommes servi dans le cas d’nne série entiére double.

Sireszczenie,

Celem tej pracy jest zbadanie obszaru absolutnej zbietnosei szeregéw
potegowych podwéjnych i wielokrotnych. Szeregi podwéine zostaly zbadane
przez G.Fabera i F. Hartogsa w pracach, zamieszczomych w Math An-
nalen t. 61 i 62. Tu podaje rozwiazanie tego zagadnienia inng nieco metoda,
opartg na t. zw. krzywych hyperbolicznych, ktéra z latwoscig daje sig zasto-
sowac do szeregéw potegowych o dowolnej liczbie zmiennych.

Niech begdzie damy szereg potegowy m zmiennych zespolonych z,,
Zyyeuey Tine

o0
Ea,,,,__,,n T T, . D 1)
Vs Ygou o n =0

i szereg zmiennych rzeczywistych £, &, .., &..

2 T -\ A T 5 (2)
Vi Vgpeecs Vg =0
gdzie
L=z, i=12,....,n.
W przestrzeni zmiennych £, %, ..., &, zauwazmy dwa dowoine, byle

rézne, punkty .
Adlgyay,...,a8), B(bby,..., 5,

ktérych wszystkie spéirzedne s3-dodatnie. Przez kazde takie dwa punkty
przechodzi jedna okreSlona krzywa, zwana krzywg hyperboliczng,
o réwnaniach

A
&
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a;
aizlog—gj,

24

@)
gdzie
1=1,2,...,n.

Jesli wszystkie «; sa r6zne od zera, rtéwnaniom (3) mozna nadaé posta¢:

(ﬁ_x)i_ (_&1)13:“ :(&)«i.
a,) " \ag) T T a,

Niech A B oznacza tuk krzywej hyperbolicznej zawarty miedzy pun-
ktami 4AiB.

Badanie obszaru absolutnej zbieznosci szeregu potegowego (1) mozna
oprze¢ na twierdzeniu nastepujacem:

Jesli szereg (2) jest zbiezny w punktach 4iB, jest on
zbiezny na catym tuku 4B.

Cztery pierwsze paragrafy sa poswiecone zastosowanie tej metody do
szereg6w potegowych podwdjnych, nastgpne zas do szeregéw potegowych
o wigkszej liczbie zmiennych.

Q. VETTER.

Deux remarques sur les coniques imaginaires générales.
Dwie uwagi o stozkowych urojonych ogélnych.

L

On peut exprimer la conigue imaginaire générale X par I'éqaation
suivante1): .
X = Az 4 2Bz z,+ Cz,— x. = 0. )
ot 4 = a-4-ia, B="b -} i, C = ¢+ iy et ot le ¢6té 6 (x, = 0) du triangle
fondamental du systéme des coordonnées et son sommet opposé U (z, =0,
z, = 0) sont la polaire réelle et le pole conjugué réel de la conigue X.

Cette conique a un senl triangle polaire réel ou semiréel, qui est comi-
mun 2 la conique imaginaire conjuguée
X*= g*z 4 2By 2,4 C* 2, — x, = 0,
A¥= @ —da, B¥=) — i3, (* = ¢ — i1.2)

@

ol

J'ai apellé ce triangle ,triangle polaire caractéristique®.

Les coniques imaginaires générales conjuguées se coupent dans 4 points
réels ou imaginaires conjugués et touchent 4 tangentes réelles ou imaginai-
Tes conjuguées?®). Ces points ef ces tangentes forment un quadrangle inscrit
et un quadrilatére circonscrit 4 ces coniques, que nous alloms appeler

) Q. Vetter: ,Le conmiche e le quadriche imaginarie generali“. Giorn. di mat. LXI
(1923) p. 149—156. Malheurensement, &tant en voyage, je ne pouvais pas corriger les
épreuves de cet article, et pour cela beaucoup de fautes d'impréssion sé sont glisseés
surtout dans les formules.

*) Q.Vetter: ,Harmonick4 ¢tvefina a obecnd imaginami kuzeloseéka®, Progr. &. redlky
v Lipniku, 1909.

J. L. S. Hatton: ,The theory of imaginarity in geometry<, Cambridge, (1920) p. 124 ss.

% Ibidem.
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