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sphére soit égale en grandeur et en signe au rayon de la
semi-spheére.

3. Représentation dans 'étendue®) des semi-plans et des
semi-sphéres. — Considérons un plan réel, représenté en coordonnées
cartésiennes rectangulaires par I'équation

M tzny+tat1=0,

ot £, 1, { sont les coefficients. Le plan (1) porte deux semi-plans.
que le premier a pour coordonnées

LG VETT D

Je dirai

et le second
&, b, —VE L pr L
Ainsi 2 tout systtme de nombres £, 7, {, =, satisfaisant 2 la relation
@ @ f 42— =0,
correspond un semi-plan (P) bien déterminé,

Etant donné un semi plan (P) de coordonnées &, 1, ¢, 7, nous convien-
drons de prendre pour région positive relative au semi-plan la région des
points x, ¥, 2, tels que I'expression

tetny iz
T

soit positive. En vertu de cette convention, et de celle qui a été faite plus
haut relativement au signe de la distance d’un peint 4 un semi-plan, I'expres-
sion précédente représente en grandeur et en signe la distance an semi-plan
(P) du point z, y, 2.

Soient maintenant A, p, v les coordounées du centre d’'une semi-sphére
(S), p son rayon (positif ou négatif). Pour que le semi-plan (P) et la semi-
sphare (S) soient tangents, il faut et il suffit que I'on ait la relation

MAfpg4vl+1

T

=] P,
ou
@) AMtpnt4-vl—prf 1 =0.
Les relations (2) et (3) peuvent &tre interprétées dans I’étendue.
(A suivre)

*) Jemploierai, pour parler de I'espace 1 quatre dimensions, le mot d’étendue,
introduit par Joufiret dans son Traité élémentaire de Geométrie a quatre di-
mensions (Paris, Gauthier-Villars, 1904).
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A. ROSENBLATT.
Sur les variétés algébriques 2 trois dimensions dont les
genres satisfont linégalité 2, =< 3 (o, — p. —3).

O rozmaitosciach algebraicznych tréjwymiarowych, ktérych liczby rodzajowe
czynig zadoS¢ nierdwnosci P, < 3 (p; — pa — 3).

1. Envisageons une variété algébrique 7, 2 trois dimensions et soient
Py, p,, P le genre géométrique de la variété, le genre géometrique d’une sur-
face générale de la vari€té et le genre arithmétique de cette surface. Nous
supposons gue ces genres satisfont & l'inégalité

O P, =3, —p.—3).

M. Comessatti*) a montré que ces variétés possédent ou des faisceaux
irrationnels (de genre = 2) de surfaces algébriques ou bien des congruences
irrégulitres (d'irrégularité = 3) de courbes algébriques.

Envisageons le systéme linéaire Z %; u; d'intégrales de M. Picard de pre-

=0
midre espéce de la variété V; (r4-1 = = p, — p,) et la matrice M
[Py, 2|
2z, 2, |
@ M=, ......... i
oy, 2, |
a

x;, =0, 1, 2 étant les variables indépendantes. Désignons par X;, ;, le mi-

) ,Sulle variétd algebriche che posseggono integrali semplici funzionalmente dipen-
denti®. Atti della R. Accademia dei Lincei. T. 22, 1913. )
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2 Sur les variétés algébriques

netr d’ordre 3 de cette matrice formé par les colonnes de numéros 4, 7, k. On
peut interpréter ces mineurs comme coordonnées grassmanniennes des plans
d’un espace S, passant par les 3 points dont les coordonnées homogenes fi-
gurent dans les trois lignes de M.
L'inégalité (1) entraine I'inégalité
r—+1
@) 5= (—3-) —3(r—2),

61t & est le nombre d’équations linéaires indépendantes

r

4) Z aijr Xijr=0,

i<i<k
o

y=1,.8

remplies par les coordonnées grasmanniennes X;;:. Le systéme W deplans
dans I' S, posséde au moins un espace S,_; directeur®), c’est 4 dire coupé
par tous les plans de W. Eneffetreprésentons les coéfficients a; ; comme co-

ordonnées homogénes d’un point P, de 'espace S,g,.R:(r—l_Tl)——l. Nous

obtenons un espace linéaire S;—;, 8 6—1 dimensions qui coupe la. va-
riété de Grasmann V;, d = 3 (r — 2) de I'espace Sy en une variété V de di-
mension au moins égale &

a—(’i1)+3(7—2).

A chaque point P de V correspond un espace directeur S,—; de w.
Doncsil’onadans (3) le signe d"inégalité ot bien si 'espacelinéaire
Si_1touche la variété V; de Grassmann, le systéme W de plans posséde
deux espaces directeurs Sﬁ.;, S._sinfiniment voisins,
2. Nous pouvons supposer que l'espace directeur S7_; est I'espace dé-
terming par les trois points fondamentaux P,, P, P;, de la matrice

1,0,0..... 0
(5) 4=} 0,1,0..... 0
0,0,1..... 0

A° désignant aussi le point de Vs qui correspond a S 5. Soit &° le
plan de l'espace S, qui passe pas ces trois points fondamentaux. Au point

%) Cf. mon Mémoire: ,Sur quelques propriétés des systmes algébriques d’espaces
3 le dimensions contenus dans un espace lindaire a » dimensions“. Annales de la Société
Polonaise de Mathématique. T. IIl. Cracovie 1924.
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A infiniment voisin de A° il correspond un plan §* infiniment voisin de 8°.
Si 81 est indépendant de 8°,il détermine avec $°un espace S; 2 5 dimensions,

dans lequel nous placerons les points fondamentaux P,, P;, Pi. Nous avons
alors la matrice

I 100dt... ...
(6) AD={0100 dt ...
0010 0ds...
A A4° correspond le complexe spécial d’équation
@ Xy =0
et a AM le complexe spécial d° équation
@) D + b (X5 “1‘ Xl!l + Xxu) =0,
De (7) nous tirons
® thy = 9 (thy, Uy)

en supposant les intégrales #,, u, %, indépendantes deux & deux. Choi-
sissons u,, %, comme variables indépendantes au lien de x,, z,. L'équation
(8) peut alors s’écrire

1 0o o 01 0 2uy 2uy |
01 o o Mg dup B
+ | B, B, 1 +t1 0o o0 =80
Suy duy Sthy Ouy 3uy duy, 2y Puy |
Bu, " Bu, A, 9“0’3“1,9-73:! 3w, ' Ou, ' 9z, |

Nous avons donc

Ty, Tu, B P, oz, O
Don¢
a4 % _
’llf,—u4a—u*; - %'870—7_(“01”1),
nous obtenons et la relation
(10) =ty ity - (o, -

Supposons mainténant que S* détermine avec S° seulement un espace
8,. On a alors la mattice
|
AW =

i

(11)

ae e

oo -
o= O

0
0
1

o&o
& oo
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Donc on a 'équation de complexe

' (12 s Xpﬂ + dt (qus + Xou) =0
ou bien I’équation
uy Sy
TR I l oo
1 0 0 0 1 0

Su; duy du,

du,’ du, ’ oz,

donc
Juy 2y Sy,
_ dr, ou,  om,
et )
13) : Uy = Uy 7 — Bu + X (U s %q).
Enfin, si’il n’ya qu'un pomt mdépehdant de P, P;, P,,onala
matrice
11000 ...
(14 LA =10100 ...,
001 de.
donc
(15) X3 =0
(16) ty = Y (%o Uy) .

) D'aprés M. Com essatti il y a sur la variété V, une congruence irré-
guliere d'irrégularité = 3 de courbes, puisque les trois intégrales u,, u;, u,

sont supposées deux a deux indépendantes. Envisageons une courbe C de
la congruence

Uy = Cqy Uy == ;.

Sur cette courbe I'intégrale de M. Picard

. ) . - 2
D emeeu), - wlE]
an % “\ouy ey, ¢, s u co’c1
est constante. i
Envisageons le faisceau { F' | de surfaces données par I’équation
(18) v==FK,
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oit 'k est un paramétre -variable. La surface ¥ qui correspond &'la valeur
%=1k, =y (¢, ¢}) passe par la courbe C, qui correspond aux valeurs
<5, cldes parametres ¢,, ¢,. Les surfaces ¥ ne peuvent couper les courbes
C de la congruence { C} en des points variables avec C, autrement elles cou-
peraient C,, ce qui n’est pas le cas. Donc les surfaces 7 sont composées
par les courbes C.

Donc v est une intégrale de M. Picard de la congruence [ G} de
courbes.

Donnons 2 ¢,, ¢, trois systémes de valeurs ¢2, €2; ¢l, ¢1; ¢3, ¢} et envi-
sageons le déterminant :

3? 1 )I
L (Quﬁ ) (3u1

3 \? (3 \?
L (auo) (?uf)
qui correspond 2 ces trois systémes de valeurs. Si ce déterminant était iden-

tiquement nul pour tous les systimes de valeurs de ¢,, ¢, il y aurait une
relation

| 2
)
’ 3
l

5

|

(19) m +ma Ty, 2 =0
- dp dp .
entre les dérivées S O les m sont des constantes. En intégrant le
0 0

systeme

_ Ouy _ du, _ duy

m o om, m,

on obtient

F(mg 1y +muy, my s+ mu) =0,

done les deux intégrales m, uy - m u, et m, 4, -+ m u, seraient dépen-
dantes sur ¥y, contre I’hypothése.
Ainsi u,,u,, 4, sont des combinaisons linéaires destroisintégralesv(c3,cl),

“v (e}, ¢1), v (c2. ¢?). Doncce sontdes intégrales de Picard de la congruence

§C{ qui possede par suite 6 intégrales linéairement indépendantes
u,1=0,1,...5.
Dans le cas oit les deux plans S°et S* déterminent un espace Sy, on
enwsage 'intégrale
2
(20) v= 1, — uy (—371) e,
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qui est une intégrale de M. Picard de 14 congruence { C'}, u, etw, sont alors
des intégrales de Picard de la congruence, qui posséde par suite les 5 inté-
gralesu;, 2= 10, ... 4,

Enfin si 8° et S* déterminent un Sy, on obtient les 4 intégrales indépen-
dantes 25, =1 = 0...3 de la congruence.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme:

Théoréme 1: ,Supposons que la variété V; ne posséde pas des fai-
sceaux irrationnels de surfaces, et que la relation (1) soit remplie. Alors si I'on
ale signe de I’inégalité, alors le systéme W de plans poss\é'dé uil éspace
directeur S, 1, oit t est égal 4 3, 4 ou 5. La variété V, posséde ure congru-
ence { O} de courbes d'irrégularité = ¢ + 1.

Il en est de méme, si I'on a dans (1) le signe de I’égalité, mais sile
systéme W de plans posséde deux espaces directeurs S,—3 infiniment voisins®.

3. Envisageons maintenant un systtme W de plans qui posside un
espace Sy, , ¢ = 3 directeur et soient u,, ..., u;les £ + 1 intégrales de
M. Picard de la congruence {C} correspondante sur V,. Le systdme W satis-

fait done 2 (t —1*’:_ 1) équations de complexes linéaires
@1 Xiiyu=0,

- ot 4y, 4y, 4, sont < ¢,
On a donc

(=Y =)

autres équations de complexes linéaires indépendants,
Soient

(96) atgl Xa]k‘l‘ Za”k X.,k—O

L I%)
k +1 Jl:>f+]

IIVH/\

Eliminons entré ces équations les

)+
derniers X. On a
(51505 Yern=( 4 =emol 5

ces équations.

(t+1)
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Nous obtenons donc un systéme linéaire d’au moins

)(t-}-l)g(r—t)(t“gl) -3 —9

=) 397"

équations linéaires indépendantes.

Ona
— - 3
(r——t)(t21)——3(r—2) ( t)[‘ 2’“‘*’ ’+3]—3(r~2)
=(t—2)[(———-'"”2“+3)—3].
Posons
©2) m—_—(z-z)[(r—t)“"Tg—zl.
Onam > Q,si

r—nE2 s3>0,

donc (puisque r — £ > 0) si

donc si
>3
Demémem > 0,sit=3,etr >+ 1.
Soient
(23) U == x (Ug, %), E=0,...,¢

les expressions des intégrales u; en fonctions de u,, 4, . )
Choisissons #,, #; comme variables indépendantes au lieu de 2, ;.

U Uy Buy
Buy ' Puy ' By |

On a .
I 9g; 0; 0 |
[ Bu, ' du, ’ k
| 9% 8?.1' 0
zo, i, % 1 Su, " u,

On a doncles m equatlons

D (Ys ‘PJ) R Py =0,
2 Z D (uy, ux) i % v
7/

k=141 K‘<J =1 ...m,

(24)
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donc les m intégrales
(25)

indépendantes de x,, et par suite fonctions de U, et dl
On obtient donc une nouvelle intégrale de M. Picard de la congm-
ence { C} & moins que toutes les expressions

2 D (CP. s 91

(26) D (uo’ ul) al,l k

i,i=0..

ne soient identiquement nulles.
Envisageons les équations

a'.hk'—'o y=1l,..,m
k=t+1,..,r

< D%,
an Z . (915 95)_

D (40, 1 ;)

Hi=0..

Nous avons les » — ¢ matrices

a:‘l, Gttt
(28)

” m
i gt 41 A, 4 r

Si le rang de chacune de ces matrices était plus petit que

t—1(—2
Emaf=2,

alors m devrait au plus étre égala

r—pE=DE=2),

autrement les m équations (24) seraient dépendantes, ce qui n’ est pas vrai.
Donc si I'on a a I'inégalité '

@29 m>(r-~t)g_—1)2(t—2),

alors une des matrices (18) au moins est de rang = (—t—w +1.
Par suite au moins un des systémes de m équations (27) qui correspondent

aux valeurs £ 41, ...r de’k se compose de = (L:j)—f(tg—) -1 équa-

tions indépendantes.
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Donc puisque.

a

t4 1 t— 1 1 (o 2‘:
( ‘*2' ) 2¢_1=" ”( I
il y aurait deux intégrales de M. Picard

13 i .
ZL’“:‘, ZP«.‘U"
i=0 =0
dépendantes,

Si I'on suppose que la variété ¥V ne posséde pas des faisceaux irration-
nels de surfaces on obtient une nouvelle {-}-2-me intégrale de M. Picard de
la congruence si 'on a I'inégalité (291, donc I'inégalité

[(r——t}t—}-s ](;_23>(,_t,(j_fi\§(t—2)’
donc
t—a[e-o 52 s e —n'5]>0,
et
2(r—14>3,
(30) r=tle.

Nous avons donc le

Théordme 2: ,Sil'inégalité (30) est remplie, et si deux combinaisons
linéaires des intégrales u;, £ = 0, ..., ¢ sont indépendantes, alors la congru-
ence | C'} possiéde une nouvelle intégrale 4 linéairement indépendante des
intégrales u;, 1 =20, ... 2%,

4. Le procédé indiqué peut étre poursuivi jusqui ¢ = r — 2, et il don-
ne 7 intégrales de M. Picard de la congruence | C{.

Supposons maitenant que la congruence posséde exactement 7 inté-
grales. D’aprés un théoréme célébre de Picard-Poincars, puisquilyar
integrales de T dont lespériodes sontréductlblesiierpenodesmdependantes
il y a une autre mtewraleude ¥, dont les périodes sont réductibles i 2 pério-
des. On sait que ¥, posséde alurs un faiscean e1liptique de surfaces. Donc
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d’aprés nos suppositions, ce cas est impossible, etla s ~}- 1-me intégrale
appartient 4 Ia congruence { C'},

Nous obtenons donc comme résultat final*) le

Théoréme 3: ,Une variété V, qui satisfait aux conditions du théora-
me 1 posséde une congruence irréguliere de courbes d’irrégularite
7+ 1 =p; —p.“.

.

JTai énoncé ce résultat idans' une Note des Com tes
. d :
les variétés algébriques & trois dimensions do P e e S0/ 24:
P, <23 (p,—p,—3)*.
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A. ZYGMUND.
O module cigglosci sumy szeregu sprzezonego z sze-
regiem Fouriera

Sur le module de continuité de la somme de la série conjuguée de la série
de Fourier

Niech f (x) bedzie funkcja ciaglg o okresie 2 , liczby za$ a,,, b, (n=10
1, 2, ...) niech bedg jej spéiczynnikami Fouriera:

flee)
1 f(x)N%—{—Za,cosm-i—b.sinnz.
: =1
Sprzezonym z szeregiem trygonometrycznym (1) nazywamy szereg
o0
@) Za. sin nzx — b, cos nx.
n=1

Oczywiscie, jezeli szereg (1) jest szeregiem Fouriera funkcji catkowalnej
wraz z kwadratem (a wiec w szczegé6lnosci, gdy funkcja £ (x) jest ciagta),
wowczas szereg (2) jest réwniez szeregiem Fouriera pewnej funkcji g (z),
catkowalnej wraz z kwadratem:?)

[ o}
g(z)NZa,,sinm:—-b.cosnw
=1

Poraz pierwszy whasnosciamifunkejig (), wzaleznosci od whasnosci
funkeji f (%), zajat si¢ Fatou?). Wykazal.on mianowicie, ze jezeli funkcja

1) Jest to konsekwencja znanych twierdzeii Parsevala oraz Riesza-Fischera
Por. np. Hilb und Riesz. Neuere Untersuchungen fiber trigonometrische Reihen (Enzy-
klop. d. Math. Wiss. Il C 10 str. 1209 i 1212).
%) Séres trigonométriques et séres de Taylor (Acta Mathematica XXX str. 361—3).
125


GUEST




