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F. LEJA.

Sur une dépendance linéaire et son application
O pewnej zaleinoici linjowej i jej zastosowaniu.
1. Cousidérons un systéme de r fonctions d’une variable réelle

(M &1 (%), & (), s &r (%),

définies dans le voisinage d’un point x, et pourvues des dérivées premiéres
continues dans ce voisinage et supposons qu’elles ne s’annulent pas toutes
en méme temps au point x,. Supposons en outre qu’il existe un systéme
de r¥ constantes telles que

Cijr yhh k=12 ..,r,
les équations ,
dg g i P
@ gij;.i—gig%‘:gﬂz‘jkgk ,hi=1,2, .1,

soient satisfaites identiquement dans le voisinage de x,.

Je vais montrer que, lorsque ces conditions sout satisfaites, les fonctions
(1) doivent &tre linéairement dépendantes dans un certain voisinage de x,,
pourvu que le nombre r surpasse 3, tandis que cela peut n’avoir pas lieu
dans le cas ot r =2 ou 3.

Ce fait reste dans une intime Haison avn le théoréme connu de S. Lie,
qw un groupe continu des trausformations d’une variété [inéaire peut
dépendre de trois parameires essentiels au plus.

2. Supposons que les foactions (1) satisfont aux conditions spécifiées
au début et formons deux fonctions suivantes:

r
¢ (@) =X agi(x)
Y@ =2big(n),
P
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@ by, bys ey by

sont deux - systétmes de r constantes qui seront déterminées plus bas.
L’expression
® Fly=19¢d — 99
prend la forme suivante
.
i,i—1
d’'ott, d’aprés (2), on a
r r
)= S {3I
ou F=) k=I {i, j=1
. 4
(5} F(x): {E (tlz bj"“aj t) Cz}k}gk
k=1 l<]
Cherchons a déterminer les constantes (3) de sorte que les trois
conditions suivantes soient satisfaites:

1° On a
(6) S (@ by— g

i,j=1
i<<j i
90 L’un au moins. des déterminants

!

a; b (¢1 g5— & &',

a; bj Cijk }gk,

L4~

b[) CijkO ,k:l, 2,...,r.

a; bj—a; b; vi<j , Lii=1 2.,

n'est pas nul,
3° Lafonction ¢ (x) = X [; g; (x) est différente de zéro au point x,.
=1

On voit que les équatmns (6) sont linéaires et homogénes par rapport

aux inconnues
dij=tlibj'—-aj b; ’ '<j
et que le nombre de ces inconnues est égale &

rir—1)
— g
Or ce nombre surpasse celui des équations lorsque r = 4 et dans ce
cas seulement, car on a
rgr—=1 _ _ _r(r—3
p) -2 7
1l en résulte que, lorsque r == 4, il existera des constantes (3) telles
que les trois conditions qui viennent d’é&tre specifiées soient satisfaites.
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Supposons que r = 4 et que les constantes (3) soient chpisies de
sorte que lesdites condmons soient satisfaites. D’aprés (4) et (5) on a
1dent1quement '

PY —dg =0
et, par suite, on a dans un certain voisinage de x,, dans lequel ¢
s’annulle pas

(x) ne

AC)
)"
¢ étant une constante. Posons
i—Cb;—Cn l_lzgy';

ces constantes ne seront pas toutes nulles et la demitre identité peut
étre écrite sous la forme

;'lc,- g1 (%) = 0.
s

On a doac démontré que, lorsque les fonctions (1) satisfont aux con-
ditions spécifiées au début et lorsque r = 4, il existe un voisinage de x,
dans lequel ces fonctions sont linéairement dépendantes.

3. Cette proposition cesse d’&ire yraje lorsque le nombre des fonctions
(1) est &gal 4 deux ou trois, comme le montre exemple des fonctions

Sr=1, ga=x
dans le cas r = 2 et I'exemple-

g =1 g:=x, ga= x*.
dans le cas r = 3. Ces fonctions satisfont aux refations de la forme (2),
néanmoins elles sont linéairement indépendantes.

Ajoutons que la proposition du paragraphe piécédent est d'une nature
locale, c'est-2a-dire que la dépendance linéaire y démontrée peut ne
s’étendre qu’ 4 un voisinage suffisament petit de x,. Pour le voir consi-
dérons 'exemple suivant:

Soient g, (x) gs(x), £35(x), &, (x) quatre fonctions définies dans

Iintervalle <——-7" iz "> comme lg montre le tableau suivant:
4 2’: 2= 2z 4=z
<=F =Z>Ic—T 0> <0, T <F, A
g1 (*) | (1 —cos px)"~ 0 0 0
&y (%) 0 (1 — cos px)" 0 0
gy (¥ 0 0 (1—cospa)| 0
g ® | 0 0 v (1 —cos px,"
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pet n étant des nombres naturels quelconques. Or, x, étant un point

quelconque appartenant par exemple 2 P'intérieur del'intervalle <—2?" 0>,

>de ce

point aux conditions spécifiées au début; il suffit de poser C;jk = 0, pour
ij k=12, 3, 4, car les expressions

: - T 4%
toutes ces fonctions satisfont dans le voisinage <__-_:

&1 81— &1 &
Néanmoins ces fonctions sont - linéairement indépen-

dantes dans lintervalle <{— %; E) tout entier, comme il est aisé de voir.

sont partout nulles.

4. Considérons un groupe contmu de Lie des transformations d’une
variable et supposons qu’il dépende de r paramétres essentiels.

D’aprés la théorie générale de Lie, il comespondent a ce groupe r
transformations infinitésimales de la forme

)(if=£i(x)g_£ , L=1,2,..r,

oit les fonctions &; (x) sont régulidres et satisfont aux conditions suivantes:
1° Elles sout linéairement indépendantes; 2° il existe r® ‘constantes ¢;;p,
i, k=1, 2,..., r, telles que les relations de la forme (2)

g, 8 —¢ 8= 2 Czjk 3

sont identiquement satisfaites.

yhi=1,u,r

Or, on a vu qué cela ne peut avoir lieu que si r < 3. Le groupe de
Lie des transformations d’une variable ne peut donc dépendre de treis
paramétres essentiels au plus.
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A. WALFISZ.

Uber die Idealfunktion quadratischer Zahlkérper.

O funkcji idealowej kwadratowych cial liczbowych.

Es sei ein beligbiger quadratischer Zahlkdrper gegeben. Fiir natiir-
liches n bezeichne F'(n) die Anzahl aller Ideale mit der Nerm .

Hx= D F(r) )
= -
sei die zugehorige ldealfunktion. Ist p das Residuum der dem Korper zu-

geordneten Zetafunktion in ihrem Pole, so hat man nach J. G. van der
Corput ?)

1
M  H@=extoe) (o<

Diese Beziehung soll im folgenden zu

N 163
@ . H(x)=rpx+ 0(x5)

verbessert werden. Hierbei kommt eine Methode zur Anwendung, welche
von van der'Corput?) fir das Dirichletsche Teilerproblem ausgear-

1) Falls die untere Summationsgrenze nicht explizit bezeichnet wird, ist sie
stets Eins. -
*) J. G vander Corput ,Neue zahlentheoretische Abschitzungen® [Mathe-

matische Annalen 89 (1923), S. 215-254].
) J. G. van der Corput ,Verschiirfung der Abschitzung beim Teiler-

problem® [Mathematische Annalen 87 (1922), S. 39-65].

Prace mat.-fiz. t. XXXV,
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