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Recherches géométriques sur le champ statique de gravitation.

Wlasnoéci geometryczne grawitacyjnego pola statycznego.

L'élément linéaire d’un champ statique ¢’Einstein est notamment
donné par la formule

ds? = 2 d* — do?, )
()]
3
dsz=z g dx; dx. @
k=1

désigne une forme définie positive, les coefficients f, gn étant des
fonctions de trois seulement variables x;, x,, x;. La forme (2) caractérise
donc la métrigue de Pespace proprement dit d’'un champ statique; dans
la suite nous désignerons cet espace par le symbole (V3). Il est évident
que Pespace (V;) est assujetti 2 certaines conditions qui résultent des
équations d’Einstein. Dans le Ch. | du présent mémoire nous obtencns
ces conditions sous la forme des relations entre les grandeurs intimement
lites avec les propriétés intrnséques de l'espace (V3). Les conditions
trouvées deviennent pariicul &rement simples dans le cas de Tespace 3 deux
courbures principales égales. Pour résoudre le probléme proposé nous
avons réduit les égnations de gravitation 2 la forme canonique, en employ-
ant 1a méthode des congruences de G. Ricci. Dans le Ch. Il nous nous
proposons d'étudier les propriétés géométriques des trajectoires d’un point
libre et des rayons lumineux dans un champ statique. 1t résulte, en parti-
culier, de ces recherches que les trajectoires d'un point libre sont des
courbes planes, sils le sont les rayons lumineux, et réciproquement.
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Le dernier Chapitre est consacré & la détermination des champs statiques
dans lesquels les rayons lumineux synt des courbes planes. On trouve
ainsi trois solutions des équations d'Einstein dont l'une est la forme
bien connue de Schwarschild resp. de M, Trefftz.

CHAPITRE L

Désignons par les symboles Rym les composantes du tenseur de
Riemann-Christoffel de la forme (2); on aura

R 2 [4] - 2 [5]+ 3m [2][4] - [4] 2],
. - (G R L,m=1,2, 8),

oit gP7 sont les coefficients de la forme adjointe de la forme (2); ici et
dauns tout le mémoire les symboles de Christoffel se rapportent 2 la
forme (2). Pour les composantes Ry du tenseur réduit (vetjiingter Tensor)
nous obtiendrons les formules

3
Ry = 2 Rilows. (4
1=1

Ce dermier tenseur donne naissance A la courbure scalaire R de Riemann

3
R= 2 £™ Ry,. ®

th=1

Désignons par les symboles f;, f; les premiéres et les secondes dérivées
covariantes de la fonction f par rapport i la forme (2) et par le sym-
bole A.f le second paramétre différentiel de cette fonction par rapport
a la méme forme. Ces notations acceptées, les équations de gravitation
d’'Einstein obtiendront la forme suivante 3,

& f=0, (6)

Jouo =f Ru @ k = 1,2 3). )

) H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 3. Aufl, 1919, p. 208.
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It suit de I'équation (6) que la fonction f est une fonction isothermique.
Le paramétre A, f étant donné par la formule

3
Ny f= ? % [,

k=1

il résulte des équations (6) et (7) la relation

Sens
k=1

ou, d'aprés la formule (5),

R=0. ®

Dans les considérations suivantes nous ferons aussi usage d’un autre
tenszur qui joue un rdle important dans plusieurs recherches de G. Ricci
et doant les composantes contravarianses of® sont dennées par les
formules 1)

Rrit ri2 41 542
g

aflre) —

(fﬁs=1l2§3)l (9)

olt g désigne le discriminant de la forme (2). (Ici et dans tout le mémoire
nous regardons comme égaux deux indices dont la différence est égale
A trois). Les composantes Ry et 2y sont liées par les relations?)
G, k=1,23).

Oy =';“ Rgun — Ru (10)

En ayant égard 4 Végalité (8), cn peut 2 ces relations donner la forme
qui suit

2 = — Ru GLhek=1223), (11)
ce qui nous permet de remplacer les équ.tions (7) par les suivanies
fao=rfaw  (Gh=123). (12)

1) G.Ricei et T. Levi-Civita Méthodes de calcul différentiel absolu
et ses applications, Math. Ann,, Bd. 54 (1901), Ch.1 § 6, trad. polomaise par
M. S. Dickstein. Prace mat.- fizyczne t. XTI (1901).

?) G.Ricei Direzioni e invarianti principali di una varietd qualunque, At
del R. Istituto Veneto, 1904.
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Considérons maintenant un systéme triple (S) formé de congruences
1, [2], [3] de courbes de I'espace (V) et supposons que dans chaque
point deux courbes appartenant & deux quelconques de ces congruences
sont normales Pune & I'autre. Soit A un point arbitraire de (V}); désignons
par (&) (=1, 2, 3) la courbe appartenant a4 [A] et passant par M,
par o5 son arc compté a partir d’un point pris 2 volonté et par e, un
vecteur unitaire tangent a (%) an point M et dirigé dans le sens des arcs
croissants. Soient vuy (&, i, j=1, 2, 3) les rotations du trigdre (7) formé
de vecteurs e, ,, e;. En désignant par My, Mz, Ays les composantes
covariantes du vecteur 2,,, par My, leurs dérivées covariantes, nous obte-
nons les relations?)

3
Thij == 2 Msrs 2P )~(?) hij=1273).

(13)
rs=1
o e .
Si P est la dérivée de la fonction f par rapport a I'arc o4, on a
of  ~o0f
— =N 20 h=1,2,3). 14
00), d Xy " ( P ) ( )
i=1
Les congmencés du systeme (S) permettent de former 9 invariants
3
O :2 oy 2D ® (b, k=12, 3), (15)

rs==1

satisfaisant aux relations op, = w@pz. Si Yon g = 0 h =1, 2, 3;
h 5 FE), les congruences appartenant 2 (S) sont les congruences princi-
pales?) de Tespace (V) et les quantités ey — wpy (h=1, 2, 3) sont
les courbures principales de cet espace. En calculant les invariants wp, en

fonction des rotations Yny €t de leurs dérivées, on trouve les formules
suivantes

- 1) Poar tout ce gui concerne les notations du caleul des congruer ces ortho-
les pous remvoy au Ch.II § 1 —4 du Mémoire déja cité de M. G. Ricei
et . Levi-Civita,
¥ & Ricei, Sul gruppi continui di movimenti in una varietd qualunque
a tre dimensioni, Memorie So¢. Ital. delle Se. 1899,
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3

9Tt : 0 Ta ; . o

oy = TURELIA2 kit O Vi b2 ki2 -+ 2 [ Tt w2 g (17 a3 kb2
55}!7’2 ()G],_H l

=1

(16)
— Tk k1) T U R RS T RE2 REE — Tf AL A “{]Iz-}-!k—l—ﬂ} hk=1,2,3)

Les équations d’Einstein soanf, nous.Pavons vu, équivalentes aux
équations (8) et (12). Nous nous proposons de transformer ces équations
3 Paide des formules précédentes. En résolvant les relations (14), nous
obtenons les égatitéy

3
~Jf . . :
:2——/ i= 1,2 3).
fl ) ds, T/l ( )
r=1
La dérivation covariante de ces formules nous donne

3

3
n 2
fo= 3+ 3 aE=123 (D

r=1

rs=1
En ajoutant les équations (12) aprés les avoir muttiplices par A® 2 ii
vient
3 3
2 Fa R+ N w0 % =0
th=1

Th=1

(rns=123).

En tenant compte des formules (15) et (17), Ies équations ci-dessus
deviennent

3

a*f of
— -+ 4+ fuo, =0 r.s=1,2,3). (18)
05, 05, +z Tirs asj J o (

=1 :
Les équations précédentes sont donc équivalentes aux équations (12). —
Nous allons transformer 1'équation (8). Les relations (5) et (11) nous
permettent de ramener cette équation a la forme suivante

3
N gt gy = 0. (19)

fhe=1
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Si l'on y remplace les composantes a;, par leurs expressions tirées des

formules (15), on trouve
8
2 0 = 0. (20)

r=1

Nous voyons donc que le systéme formé d’équations (18) et (20)
est équivalent aux équations (8) et (12) et, par suite, aux équa-
tions d’Einstein (forme canonique!) des équalions de gra-
vitation). ) )

Nous pouvons simplifier les équations (18) et (20) par un choix
convenable des congruences [1], 2], [3]. Supposons en premier lieu que
le systéme (S) est formé de congruences principales.
En gardant les notations acceptées plus haut (p. 5), les équations (18)
et (20) deviennent

3
ef - o af _
EPD Z'Yiji 6u]—+mif—0

(i=1,23),
i=: (18a)
aiz;c,, —Zlm ;’fi =0 (bk=1,223;i%k),
o+ oy 4 0, =0. (20a)
& F

Rappelons que les dérivées EP d’'une forction arbitraire F satisfont
aux identités?)

e F 0*F 0F

l)ckdc, 00[ 001, - z (Tﬂd - lek) 5?)‘

i=1

G k=1,23).

af
En y possnt F = 5;1 (1=1,2,3) et en tenant compte des équations (18a),
on en dédunit

af do
(@1 — wt)‘a‘;T{—{- a‘:;.l_-—'rf-&l t1+1 (0741 — @) lf: 0 (i=1,2,3), (21

I

) 6. Ricei et T. Levi-Civita, L e, Ch II
% 1d. Le, ChII§2 T 85
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Tias (0 — ©9) = Ta; (093 — @) = Y15 (00 — ©). 22

of
Opservons que les expressions pour les dérivées PR tirdes des équations
i3

(21), doivent satisfaire aux équations (18a). Cela nous conduit au systéme
suivant

3
aQ - .
duj:Qf—]— 2 1 & 4 o =123, 23)
i=1
99 :
R 9,0 Q i k=123;i% k), 24
Ep 1 k+2’{m i i iz~ k) (24)

j=1
oit 'ona posé

2 @1
do;

— g1 i14+1 (@1 — ©))

Q = (=1,23).

Wiy — @y

Il tésulte des considérations précedentes, oit nous avons supposé o; 7= wy
(i~ k), que les relations (20a), (22) (23), (24) expriment
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
forme définie positive a trois courbures principales
différentes caractérise la métrique de l'espace dans
un champ statique.

En excluant de nos considérations le cas bien connu de la forme
3 trois coubures égales (le champ de Lorentz-Minkowski), nous
allons étudier le second cas spécial, ot deux seulement de courbures

principales sont égales. Posons pour fixer les idées o, = w,. I suit
alors des équations (21) et (22)
Tsiz = Ts01> (25)
Tiss = Tasz» (26)
J d
'—f=“'”{313f, f=‘-7323f- 27)
dso, 05,

Les relations (25) et (26) montrent que la congruence [3] est formée
de trajectoires orthogonales d'une famille (F) de surfaces 2 courbures
principales égales. La congruence [3] étant uue congruence principale,
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il résulte d’un théordéme de M. G. Riminil) que la valeur commune des
courbures principales des surfaces appartenant a (F) est constante sur
chacune d'elles; ces surfaces sonl donc des sphéres de I'espace (V).
Jai montré dans un autre article qui paraitra prochainement dans les
,Annales de la Société Polonaise de Math®. qu'une famille de saorfaces
3 courbures principales égales est une famille de Lameé. Cette proposition
admise, nous pouvons choisir les congruences principales [1] et [2] de
maniére que lon ait aussi 1,5 = 0. Remarquons maintenant que les
expressions (27) pour les dérivées gf, aa_c{ doivent safisfaire zux équa-
1 2

tions (18a); on en déduit les conditions suivantes

0133 0 %32
0 g4 J oy ’ @
of _ 91 2 o f
Tis1 -6_0; = "'ﬁf‘"ﬁsif, ﬁ; + (,{2313-}—-\(2823_*_“)3)]‘ =0. (29)

Nous rappelons aussi la condition (20a)

o, + 0, + 0, =0, ’ (30)

On peut vérifier aisément que les équations (27) et (29) n’entrainent pas
de conditions nouvelles, le systzme composé de ces équations étant
complétement intégrable en vertu des relations (25), (26), (28) et (30).
Ces demidres égalités forment donc des conditions nécessaires et suffisantes
pour quune forme définie positive A deux courbures principales égales
caractérise la métrique de Y'espace d’un champ statique. On peut enoncer
ces conditions d’'une maniére trés simple. Remarquons, en effet, que nous

avons pour la courbure et la torsion d’une courbe de la congrueme [3]
les formules suivantes?)

O Ts1s 5'132&
K, = o os, S, = JM
Ts13 + T 323

y p. I . . . .
o, p)‘ Y J. Btruik, Gfundpﬁge der mehrdxmegtionalen Ditferentialgeometrie,
?) W. Slebodzifiski Contribution & la théori :
] e des courbes et d -
ences d'un espace riemannien 4 trois dim,, Prace mat.- fiz. t, XXXIV, § 2 * Gol{gﬂl
- 8
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Le rapprochement de ces formules et -des relations (28) montre. que
la torsion des courbes (3) est nulle et que teur courbure - est.-constante,
1a congruence [3] est donc formée de cercles de la variété (V;). Nous
pouvons donc énoncer la proposition suivante:

Pour quune forme définie positive & deux cour-
bures égales caracterise la métrique de }‘es_pac.e”dans
un champ statique, il faut et il suifit qiruné de ses
congruences principales soit formée de cercles nor-
manx a une famille de sphéres et que la somme de ses
courbures principales soit nulle.

Ba ferminant le Ch. présent, nous alions faire un~ second choix
da systéme (S) (v. p. 6): supposons que la congruence [3] soit formée
de courbes normales aux surfaces f=const. Dans ce cas le systéeme (18)
se réduit aux équations suivantes: :

diogf —0

dlogf _ o Ologf _en {9 p—1,23
- =0, = i=12%k=1223),
Oy

d5, da i3k

@D

d—f + “’ssf‘“: 05

doly
’équation (20) restant inaltérée.
CHAPITRE IL

Les équations du mouvement d’un point libre dans un champ statique
sont de la forme suivante?):

fﬁéﬁza, (32)
Tods . . .

ds? j ds ds

d’x,- lk dx,« dxk ; (dt 2
. ) f—=) =0 (j=1,2,3), €33
+> {7 Hrm{Ey=0 ¢ ). (33)
¢ fk=1 4 . 4 | D
oiL a désigﬁe ane constante arbitraire. Nous nous proposons de trans-

2
former les équations (33) en y substituant aux dérivées —‘% , %J—? les
s

) H. Weyl, L e, p. 220.
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dérivées par rapport 4 Parc s de la trajectoire du point mobile, On trouve
en combinant les égalités (1) et (2):

P -

¥

’équation (32) devient donc

ds _y@—p
rpt 7 (34)
En différentiant cette équation par rapport a s, nous obtenons
#o___a__df
ds PVa—fds
ou, en vertu de la relation (34),
#o_ _ @ df
ds? fde ©9)

Les formules ci-dessus nous permettent de réaliser la transformacon
proposée, on aura

fe—m | TR+ S| —e e =0

ds ds ds
é Gi=12079. (36)
Posons
dx,
) = EX P19 3)-
P (G=1223);

les qu_antilés AD sont des composantes contravariantes d’un vecteur uni
faire ¢ tangent 2 la trajectoire. Désignoms par p® les composantes
contravariantes du vecteur normal principal 7 et par v(? les composantes

contravariantes du vecteur binormal & de la trajectoire. En faisant usage

de ces notations et des formules de Frenet?), les équations (36) deviennent
» .

df,’)\(D—}—a’f(f):O

1@ = Kpo—at &

(=123, @0

*) W. Slebodzinski, 1,ci§1.
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oit K désigne la courbure de la trajectoire. Dans les: considérations
suivantes nous adopterons le choix du systéme (S) dont nous avons parlé
ala fin du Ch. précédent. les composantes covariantes du vecteur e,
(v. p. 4) seront donc proportionnelles avx dérivées fi de la fonction f et
Pon aura

(i=1223), (38)

fi==p s
p étant un facteur de proportionnalité. Or, d’aprés la définition du sym-
daf

bole —, on a
ds

d

s

G

3

=N oo
el
i=1

Eu vertu des relations (38) cetie formule devient

3

d
i=1

ou

ﬂ:pcos@,

da

oft Pun a désigné par © Pangle des vecteurs ¢ et e;. En faisant usage
de ceite formule et des relations (38), on pent ramener les équations (37)
4 la forme suivante

flat— KD =ap (M cos® —k®)  (j=1,23). (39

En ajoutant ces égalités aprés les avoir multipliées par p;, on en déduit
.a formule suivante pour la courbure de la trajectoire

a?psin @

@ =y

E: portant cette valeur dans les équatwns (39), nous pouvons les écrire
comme il suit

e+ 1. (40)

K=

(i=1,23). (1)

101

e sin © p® = cos B — 2,10
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Les reiations (41) entrainent comme conséquence immédiate I'égalité

3

2 v gy =0,

=1

ce qui nons permet d’énoncer la proposition suivante:

Th.I. Le vecteur binormal en un point quelconque
de la trajectoire est tangent a la surface f=const,.
passant par ce point.

La formule (40) nous montre aussi que, si la trajectoire est normale
en un de ses points 2 la surface f== const, sa courbure est nulle dans
ce point.

Désignons par D la dérivation d’un vecteur le long de la trajectoire
et appliquons cette opérations aux relations (41); en tenant compte des
formules de Frenet, il vient

ae
€ o8 @)d—— w® — ¢ K sin & A — S sin © v® = K cos © p®
o

— sin @ a8 N — (Deg)@
do

(=123,
oit on a désigné par S la torsion de la trajectoire. En ajoutant ces
égalités aprés les avoir multipliées par #®, on obtient la relation

3

€Ssin@ = Z w0 (Deg),;

i=1

(42)
Or, d'aprés la définiton du symbole D nons avons

3
(Deg)y = 2 Agjpe NE)

k=1

(=123

&’ autre part les dérivées covariantes hy, s'expriment en fonction des
rotations au moyen des formules?)

3
haji = 2 Tay Myt Mg G k=1,23).
Jji=1

) G Ricel et T. Levi-Civita, L ¢, Ch IL
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En se servant des é&galités ci dessus, la relation (42) devient

3
¢ Ssin 8 = 2 Yoy Myt Mg YO N,
i Rl=1 ’

(43)

Le vecteur binormal étant dans chaque point de la trajectroire tangent
3 la surface f= const. passant par ce point (Th. I), nous pouvons poser

MWD = (— 7D sin ¢ -+ 2, cos ¢) sin O + 3, cos 8 i=12,3),

v = A\ ® cos g + L® sin g =123,
ol ¢ désigne I'angle des vecteurs b et e,. Sinous portons ces expressions
dans la formule (43), nous obtiendrons la relation

€5 8in 0 = (7,5, — Tuss )5i01 P COS ¢ 5in B -} 7,,, cOS B cOS P + 1;; COS Bsing

-+ 1y, €08® g sin 8 — 7, sin® ¢ sin O,

et en tenant

- dl
En multipliant les deux membres de cette égalité par -d;:g'—f
3

compte des équations (31), il vient

eS dlog/ sin @ = (w,, — ,,) Sin @ cos ¢ sin 8 — o,, cos @ cos 6
Oz

— w4 sin @ cos 8 — o, cos? ¢ sin 8 + «, sin? ¢ sin B,

Supposons maintenant, ce qu'il est toujour permis, que les congruences
[1] et [2] soient choisies de maniére qu'elles appartiennent au systéme
canonique?) de la congruence [3]. Les congruences [1] et [2] seront alors
composées de lignes de courbure des surfaces f == const. Le choix adopté
entraine les égalités 1, = T, = 0; en tenant compte des équations (31),
nous en déduisons e, = w,, = 0. Ceci posé, la detnitre formule pour
1a torsion se simplifie et devient

.S ‘%‘iigl — (0 — (g2) Sin 9 COS § — (i COS @ -y sin @) colg B, (44)
O

) G. Ricei et T. Levi-Civita, Lec, Ch. I §3.
163
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Supposons maintenant que les trajectoires du point libre soient des courbes
planes (4 torsion nulle); il en résulte que I'équation

(o, — w,y) sin 9 coS ¢ — (w5 COS O -+ w,q sin ¢) cotg @ = 0.

doit &tre satisfaite pour toutes les valeurs des angles ¢ et 0.
Oua en déduit les conditions suivantes:

Oy = 0y Oy ==y, =0,

En remarquant que nous avons obtenu plus haut o, = 0, = 0, nous
voyons que le systéme (S) doit étre formé de congruences principales.
Cela nous permet d’énoncer le théordme suivant:

Th. 2. Pour que les trajectoires d’un point Iibre
dans un champ statique soient des courbes planes,
il faut et il suffit que la congruence de trajectoires
orthogonales des surfaces f=const. et les congruences
de lignes de courbure de ces surfaces soient les con-
gruences principales de I'espace (V) et que les cout-
bures principales correspondant 3 ces derniéres con-
gruences soient égales,

Observons encore que les égalités w3 = 0, = 0 et les équations (31)
entrainent comme conséquence 7,5 = 733 =0, d'olt il résulte que les
surfaces f= const. sont géodésiquement paralléles.

En terminant les considérations sur les trajectoires du point libre,
posons

3
d? x; (k) dx; dx X
Am:ﬁ*‘l{?}z‘;z‘f G=102 3);

ik=1

les AD sont év.demment les composantes contravariantes de I'accélération
du mobile dans Tespace (V). Si nous substituons les expressions ci-dessus

at . . . .
et la valeur o tirte de Iéquation (32) dans les équations (33), nous

obtenons
2 2
A0 +;;f”’ =0 ou Ai+%fj =0  (=123). (44

Si nous posons

104
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les équations (44) prend:ont la forme
Ap== d).i (i=12,3), (45)

oit nous avons désigné par ®; les dérivées covariantes de la fonction ®.
On vérifie aisément que Pintégrale premidre des équations du mouve-
ment (45) est donnée par égalité

1 [do\?
— ()= +C,
A

oit la constante des forces vives a la valeur — 4 (v. la relation (34)).
Les équations du mouvement d’un point libre peuvent
Jone étre déduites de 'anique condition.

-
th=

- Proposons nous maintenant d'étudier les propriétés géométriques
des rayons lumineux dans un champ statique. Leurs équations
sont déterminées par la condition?)

STy T T
8 f—}- zgn dx; dxz = 0. (47)
th=1

Supposons que la forme (2) soit réduite 2 la suivante

3
ds’:i H{z dxF

=1
et posons pour abréger

- 1/ 28 (% 3@)”

i=1

) H Weyl, Lec,p. 2i1.
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oit nous avons désigné par x; la dérivée ‘da la’ coordonnée x; par rapport
a Parc o du rayon luminenx. La condition (47) entraine les équations

suivantes
s d ’dF) 0F S
Rt e = i=1,2, 3). 48
CelE e sy @
3
Or, de Pidentité z H; x2 = 1 résultént les égalilés

=]

b "ZHR%;;(T)}-F'%?’*I 2

k=1

(=1,

En portant ces expressmns dans les: equatwns (48), on est ramené aux
relations -

- | 0H -2 Hy 0Hy o Hiye 0Hys -
— X o— = T gy I TR a2
e Y T om M T E ow
2 0H; 11 0f
+ = x + = 49
,H1.=d.7€1+1 l I_H HZ f 0-?51 . ( )
3 of ) ’
— Lo =0 i=1, 2, 3).
. _xl dek * ( )
- E=1

En employant les notations A0 = x; ({ = 1, 2, 3) et en désignant par e
le vecteur de compasantes A3, les. ¢quations (49) peuvent &tre écrites
comme i} suit

8
F (D& =0 2 fr W® — fao (i=1,23), (0)

k=1

olt D est le symbole de la dérivation d’un vecteur le long du rayon
lumineux. On voit bien que les equatlons (50) ont la forme indépendante
du choix de coordonnées.

Introduisons maintenant dans nos calculs le systéme (S) dont nous
avons parlé 2 la fin du Ch. I et considérons un quelconque des rayons
lumineux (L) et un point arbitraire M situ€ suc (L). En.désignapt par ©
108 .
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Pangle des vecteurs e et ey, par p® (i=1, 2, 3) les composantes’
du vecter normal principal n du rayon (L) an point M, par K la courbure
de celui-ci au méme point, I'application des formules de Frenet anx équa-
tions (50) nous donne les relations suivantes

RO =p 00 cos 8 —20) (=19 9), (61)
p étant un facteur déterminé par la formule .
—Z—{ =pcos@.
Pour 1a courbure K nous avons donc Pexpression suivante
R=1P3;f‘9,n=i1. 2)

En substituant Pexpression (52) dans les éguations (51), nons obtenoné
les formules

70 sin B =0 cos @ — A0 (=1, 2 3). (53)

En suivant le calcul effectué plus haut (p. 12) pour les trajectoires d'un
point libre, nous trouvons facilement la formule pour la torsion "S— du
rayon (L); il viendra
3
78 sin 8 = 2 v (D),

i=1

(54)

vD désignant les composantes du vecteur binormal du rayon (L) au point M.

Considérons maintenant un rayon lumineux (L) et une trajectoire (C)
d'un point libre, partant d’un méme point A dans la méme direction.
Le rapprochement des formules (40) et (52) nous montre qu'il doit &tre
e = 1. L’angle © ayant la méme valeur pour les deux courbes, on déduit
des formules (41) et (63) que (L) et (C) ont dans le point M les mémes
triddres de Frenet. Il s’en suil, d’aprés les formnles (42)e1(54), que les
torsions de ces courbes sont égales au poit M.

Th. 3. Le rayon lumineux et la trajectoire d’un
point libre partant d’'un méme point dans la méme
directiion ont dans ce M les trieddres de Frenet

o 107:
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communs et les torsions égales, leurs courbures ayant

le rapport
=@ —f:f,

indépendant du choix de la direction de deux courbes.

Du Th. 3 on déduit immédiatement la proposition suivante:

Th. 4. Si dans un champ statique les rayons lumi-
neux sont des courbes planes, les trajectoires du point
libre le sont aussi, et réciproquement.

Nous remarquerons enfin que les équations différentielles des rayons
lumineux et des trajectoires d’un point libre se déduisent d'une méme

condition
— -3
5 2 1c dxy dwy = 0}
fl/2fz+ ng X%t AXE H
1

k=1
dans le premier cas il faut poser C = 0, dans le second C = — rh

s en convaincre il suffit de rapprocher les équations (46) et (47).

Rour

CHAPITRE IIL

Nous nous proposons dans ce Chapitre de déterniener tous les
champs statiques dans lesquels les rayons lumi-
neux et, par conséquent, les trajectoires d’un pointlibre
sont des courbes planes (2 torsion nulle). Pour résoudre ce
probléme nous emploierons les &quations d'Einstein dans la forme (31).
Il résulte des théorémes 2 et 4 du Ch. précédent que les congruences [1],
[2], [3] seront les congruences les eongruences principales de Pespace (V)
el que les «;; et w,, seront égales. D’aprds cela les équations (31) con-
duiront au systéme suivant.

Wy = @y = wy = 0, (55)

ay = O, O + @y = 6y =0, (56)

Tas = Tas = 0, Mg = Yaga, Tan = Taa = 0, (87)

dlogf _ 0, dlogf 0, 0Iog7" _ Ou (8)
doy 0o, doy st

35’;—{; + ooy f =0, 9
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Pour simplifier Ie calcu! nous transformerons les variables de manidre qre
Péquation x, = const. représente les surfaces f = const.

Les trajectoires orthogonales de ces surfaces étamt, d'aprés les éga~-
lités (57), des géodésiques, la forme (2) deviendra

2
== ; L a'xi dx;, + dx,z
oo
k=1
On peut donc poser

A0 = D = 0, A® = 1, (60)

Observons que les composantes des vecteurs e;, €, ; et les rotations du
trigdre (T) sont liées par les relations ).

d;‘hff—ri’
dx,q._z

d)‘h/r-i-l
6x,+1

2
= A lnlg’) — z it +H2h >~f’)] (h.r=1,2,3) (61)

i=1

et s étant définis par les formules

z
=S
z
&
> ?‘%"
w

0%y 5
o= T128 )*’,'x — Y131 A4y (Gf)
x5
0k
—# = Tizz ey — Y1 A,y (53)
03
aday
b == ag hay—Tu3 Pagyy (64)
0x,
e
T amg RT3t B (65)
BN

) G. Rieci Sulla determinazione di varieti dotate di proprietd intrinse-
que dafe a priori, Rend. Accad, Lineei (V) t. XIX, 1610,
369
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Le systéme de congruences [1], [2], [3] étaat orthogonal on a

3 3
Stap =0 > k¥ =0,

i=1 i=1
d'oi il résulte, d’aprés les égalités (60), My = dy; = 0 et, par suite?),

& = )‘?/1 + Agh' g = My Mp o+ Doy Doy, gy = )‘%/, + )%/2- (66)

Sur les egalités (62) — (65) nous effectuerons les opérations suivan-
tes: nous ajouterons d’abord les égalités (62) et (69) aprés les avoir mul-
tipliées resp. par Ay, hy; nous ajouterons ensuite les égalités (62), (63),
(64), (65) aprés les avoir multipliées resp. par ki, Ay, My My mous ajou-
terons enfin les égalités (64) et (65) aprés les avoir multiplies resp. par
s, Ay En tenant compte des formules (66), nous obtenons

dgy 92g dg
Jladi= 2 S , 12— __9 , 22
3%, T131 811 PP T131 812 dx,

= — 2“fm gn (67)

Or, les relations (55) comprennent les conditions o,y = vy = 0. D’aprés
la définition des quantités @, donnée par la formule (16) et d’aprés I’éga-
lité ¥ = 7Ty (équations (57)), les conditions mentionnées plus haut
donnent

Otin . 0131 =0
dao, 04, )

Ces égalités montrent que la rotation Y, ne dépend que de la variable X3e
Les équations (67) donnent alors

gy = XFE(x. %), g, = XIF(x, Xp), &n = X:G(x;,%),

oit nous avons désigné par X; une fonction de la seule variable x,.
L'élément linéaire de I'éspace (V) devient donc

do* = Xt (Edx} 4 2Fdx, dx, + Gdx) + dx
Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que I'on ait F=0

en changeant convenablement la variable x,, Pélément do? peut étre ramené
4 la forme

) G. Riceiet T. Levi-Civita, L.e. Ch. II§1.
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ds* = x3 (Edx? + Gdx}) + a*dx, - (68)

la letire « désignant une seconde fonction de Ia seule variable x;. Calculons
les rotations du systéme formé de congruences de lignes coordonnées de
la variété caractérisée par la forme (68); en désignant par [f] (i=1, 2, 3)
la congruence de courbes x;32 = coust, x;42 = const, on trouve d’aprés
les formules (13)

1 1 OVE 1 1 1 /G
— - Tm =T = """ Taz = » (69)
%3 VEG 0%, axy

X3 VEGO %

Tin=—

toutes les autres rotations étant nulles. On vérifiera aisément que les
équations (55), (57) et la premiére des équations (56) soat satisfaites iden-
tiquement en vertu des formules (69), Nous allons satisfaire 2 la seconde
des équations (56). Draprés les formules (16) cette équation peut &tre
ramenée dans le cas actuel & la forme

dTlﬂ + 67212

Oyn
— i, — = — 2% 313,
da, da, 121 Tore + 34

day

Si nous y remplacons les rotatiens par les expressions (69), on aura

1 [a {1 0@ a {1 OE 1 22
—W_““‘:“-—g‘)-{‘—*“—_———v = = — X
VEG (0%, VE Ox 0%, \VG 0%y a a
Le premier membre étant indépendant de la variable x; et le second des

variables X,, X,, leur valeur commune est une constanle que nous désigne-
rons par K. On obtient ainsi deux équations

- L [__‘7_ (_1_ e, o <—’_ WE)] =K, (10)

VEG 0% WE dq 0% \VG 0x
t4
1 2‘: x5 =K Ty
a? a?

Il suffit, sans restreindre la généralité, de distinguer les trois cas: 1. K=0,
LK=+41 HK=-—1

LK =0.

On peut évidemment supposer E= G ==1. L’¢lément linéaire (68) prend
alors la forme

ds® = +?(dx} + dx}) -+ aldx;
111
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et I'"équation (71) se réduit & la suivante:
2x,a = a,

d’oit on a a® = Cux,, C désignant une constante arbitraire.
un changement convenable de variables, on trouve la forme

do? = z* (dx? + dy? + dzY),

En effectuant

(41)

satisfaisant complétement aux conditions (55) — (89). Il nous reste
a déterminer la fonction f(2) de maniére qu'elle satisfasse aux équations
(38) et (59). Or, nous avons dans le cas de la forme (4,) les formules
suivanres:

=—— O R ey = =,
Tt P 2% Jo, 22 dz
La troisitme des équations (58) se réduit donc 2 la relation dlogf =—}—,
2 z
d’on I'on déduit
k
= =, B
f e (B)

%k désignant une constante arbitraire. 1l est facile de vérifier que la fonction

S = »S satisfait aussi a Péquation (59). Les formules (A,) et (B,) expri-

mept 1a premidre solution du probléme traité dans le Ch. pré-
sent. Ajoutons que dans le champ statique comrespondant i cette solution
les rayons lumineux et les trajectoires d’un point ljbre sont sitwés dans
les plans (surfaces totalement géodésiques) définis par Péquation

Ax 4+ By + C=0.
Pour établir cette proposition il suffit de se reporter aux &quations
(33) et (49).
I K=+1.

On satisfait dans ce cas & I'équation (70), en posant E = 1, G =sin%x,.
I est évident que cela ne restreint pas la généralité de la solution.
L'équation (71) devient alors

2x38" —a+4 a®==0
et, par suite,
112
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X3

@ = y
Xy — of

olt « est une nouvelle constante. Si nous acceptons les notations x,=%,
X, = @, X3 = r, il vient

ds? =2 (d ¥ + sind dp?) + —— dr, (4y)
r—a

f=c1/’j”‘

Les formules (A4,) et (B,) constituent la solution bien connue de Schwarz-
schild des équations d’Einstein. Ici encore les rayons lumineux sont situés
dans les plans de I'espace (4,).

M. K =— L

(B2)

En posant E = 1, G = sink’x,, [I'éKment linaire do? prend la

forme
de® = a2 (dx} 4 sinh’x, dx}) - a® dx.

et I'équation (71) se raméne i la suivante

2x,a"—a—a* = 0.

On a donc
X3
Y
2y

gt =

oit o désigne une constante que nous supposons positive. Nous trou-

vons ensuite
d—X,
f = k v_}.,
X3

k &tant une constante arbitraire. En adoptant les notations x, =4, x, =10,
X =r, la solution peut &tre écrite comme il suit

do* = P (d% L sin 29 do?) + l—; dr, (4y)
—

F=ry/ /20 0 r<a (By)
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Les formules (4,), (B:) (i=1,2,3) constituent les trois solutions
du probléme posé dans ce Chapitre et il est évident qu’il n’y a pas d’autres
eu dehors de celles-ci.

Onsaitque M. Einstein a donnéa ux équations de gravitation encore
une auire forme un peu différente de la primitive’). En adoptant toules
les notations du Ch. I, on peut écrire ces équations, dans le cas d’un
champ statique, comme il suit

A f=1.f,
flk = (le +)‘g"‘)f (i,k= I) 213):
\ désignant une constante. Il en résulte la relation R = —2 X On peuat
donc ramener le systéme precedent aux équations suivantes (v. Ch. I):
A f =\,
Jue=—Ffon Gk=123)

Les équations de la seconde ligne étant identiques aux équations (12), un
calcul déja employé montre que le gystdme ci-dessus est équivalent au
systéme formé d’équations (31) et d’équation

o F 0y ooy = — X

cette dernidre é&quation remplacant Péquation (20). Cela prouve que les
résultats du Ch. II conservent leur valeur pour la nouvelle forme des équa-
tions d'Einstein. Cette remarque se justifie ais€ément, si’on remarque que
la démonstration de ces résultats n’etait basée que sur les équations (31)
indépendemment de I’équation (20). En répétant les calculs effectués dans
le commencement du Chapitre présent, nous pouvons démontrer que les
rayons lumineux dans un champ statique sont des courbes planes (2 torsion
nulles), si Pélément linéaire (2) prend la forme

do* = x! (Ed#} + Gdx) + a* dh,

E, G étant d:s fonctions de deux variables x,, x,; la forme binaire
Edx? + GdxZ doit &tre une forme i courbure constanie K et la lettre
a doit désigner une fonction de la seule variable x;, satisfaisant 4 1’équation
1 24 E

a2 &

X3 — Ax =K

o A. S. Eddington Relativitifstheorie in mathemattscher Behand-
lung, 1925, p. 113.
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En envisageant les différentes valeurs de la constante 'K, on obtient trois
solutions suivantes

<
do? = 2 (do? + dx) + 5 » (4)
" x2
_.xs_*__.
3 X3
(A o
T g[S X2 =1 (B )
7 (3 s x;) '
. . ar? .
ds? = r? (d9* J-sin® ¥ de?) 4 - (42
DO S
3r r
fec (1 +ir— 7) (By)
da? = r2 (9 Jsin B2 % d9?) + mfi—;f o (4"
R T Nl
+3r +r
f=p (_1+ s (B

oit 4, ¢, k désignent des comstantes que nous Supposons positives. Ces
solutions correspondent aux valeurs 0, 4+ 1, — 1 dé la constante K. La
solutlon déterminée par les formules (4,) et (B,) est la solution de
M. Treffiz?).

1) E. Trefftz Das statische Gravitationsfeld zweler Massenpunkte iAn
der Einsteinischen Theorie, Math. Ann. t. 86, 1022. V. anssi‘ M. -v. I:au e. Die
Losungen der Feldgleichungen der Sehwere von Schwarschild, Einstein i Trefftz,

Sitrungsberichte d. Preuss, Akademie d. Wissenschaften 1923, -
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STRESZCZENIE,

Jezeli pole grawitacyjne Einsteina jest polem statycznem, to charakte-
ryzujacy je element linjowy mozna napisa¢ w nastgpujacy sposébi)

3
ds? = f2 dt — Z gu dx; do;

lk=1{

we wzorze powyzszym spélczynniki £, g, sq funkcjami spoirzednych prze-
strzennych x,, x,, x;, niezaleznemi od zmiennej £. Cecha charakterystycz-
ng pola statycznego jest wigc wyodrebnienie czasu od przestrzeni we wia-
Sciwem znaczeniu. Ta ostatnia okreslona jest tutaj dodatnia forma tréjko-
3
wg do? = 2 &uw dX; dxy Jest rzeczg widoczng, ze element do? nie moze
k=1
by¢ obrany w sposib dowolny, lecz musi podlega¢ pewnym warunkom,
wynikajgcym z réwnait grawitacyjnych, Trescig 1 Rozdz. niniejszej pracy
jést wlasnie wyznaczenie warunkéw koniecznych i wystarczajacych, azeby
dodatnia forma kwadratowa o trzech zmiennych charakteryzowata metryke
przestrzenng pola grawitacyjnego. Celem znalezienia tych warunkéw uzytem
metody kongruencyj stworzonej przez G. Riccitego i T. Levi-Civita’e
i przy jej pomocy przeksztalcitem réwnania (18) i (20) (posta¢ kano-
niczna réwnai grawitacyjnych wedtug G. Ricci’ ego). Réwnania grawi-
tacyjne w postabi kanonicznej doznaja znacznego uproszczenia, jezeli przyj-
miemy, ze tr6jka kongruencyj stuzqca za podstawe badan sklada si¢ z kong-
ruencyj gtéwnych przestrzeni: réwnania (18a) i (20a). Te ostatnie réwnania
postuzyly bezposrednio do znalezienia szukanych warunk6éw, pozwalajac je
napisa¢ w postaci niezmienniczej jako zwigzki migdzy krzywiznami gldwue-
mii pochodnemi ich wzgledem hikéw krzywych gléwnych (réwnosei (20a),
(22), (23), (28)). Oddzielnie zostat zbadany przypadek przestrzeni, w kt6-

) Symbole niyte w tym wzorze maj4 znaczenie przyjete w ksigice H. Weyl
Raum. Zeit., Materie, 3, Aufl, 1919, §§ 28, 30,
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rej dwie krzywizny giéwne sg réwne. TreScig }I Rozc_iz. s badania wlas-
no$ci geometrycznych promieni §wietlnych 1 trajektoryj punktu swobo'dne.go
w polu statystycznem przy pomocy wzoréw Freneta dla Qrzestr;em R'le_
manna. Ze wzoréw uzyskanych w ten sposéb wynika migdzy inneui, e
promieri §wietlny i trajektora, wychodzace z tegox samego punktu 1.w’tym
samym kierunku, majg w tymze punkcie wspoine tré]égmny. Frenetairéwne
skrecenia (7w 3). Stad mamy dalszy wniosek: jezeli w pewnem polu
statycznem, promienie $wietlne sg krzywemi plaskiemi, to trajektorje pun-
ktu swobodnego posiadajg te samg wiasnos¢, i nawzajem (.Tw 4). Dodajmy
wreszcie, ze wyznaczenie promieni $wietlnych i trajektoryj Punkt}x s.wobod-
nego w polu statycznem zostalo sprowadzone do rozwigzania ]?dnego
i tego samego zagadnienia z rachunku warjacyjnego. Ostatni rozdzial zo-
stat podwiecony nastgpujacemu zagadnieniu: wyznaczy¢ ‘te pola statyczne,
w ktérych promienie §wietlne, a zatem takze i trajektorje punktu' swobo_d-
nego, sa krzywemi plaskiemi. Zagadnienie to posiada trzy jedynie rozwia-
zania, okreslone wzorami (4;), (Br) (i= 1,2, 3) wzglednie wzorami (:4,’),
(B, (i=1,2,3), zaleznie od tego, czy réwnania Einsteina przyjmujemy
w pierwotnej formie czy tez w formie p6zniejszej, nogdlnionej. Z p(?érdd
tych trzech rozwigzaf jedno jest znanem rozwigzaniem Schwarzschilda
wzglednie Trefftz’a, dwa inne, o ile wiem, nie byly dotychczas wyzna-
czone.
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EDWARD STAMM.

Geometrische Theorie logischer Funktionen.

Beitrag zur Algebra der Logik.

Teorja geometryczna funkcyj logicznych.

Przyczynek do Algebry Logiki.

§ 1. Einleitung., — § 2. Vorlaufige Klassifikation ebener Gebilde. — § 3. Entfer-
nung. — § 4. Strablenbiisehel. — § 5. Linienkoordinaten. — § 6. Der geometrische
Dualismus. — § 7. Entfernung und Winkel. — § 8. Ausweichende Geraden und Strah-
lenbiischel. — § 9. Kollinearit#t und Koinzidenz. — § 10. Dreieck und Dreiseit. —
§ 11. Invarianten der Substitutionsgruppe. — § 12. Entgegengesetzte Punkte und
Geraden. — § 13. Semikollineare und Semikoinzidente. — § 14. Entfernung und Win-
kel auf Linien. — § 15. Durchmesser, Fundamentalpunkte uad Fundamentalgeraden. —
§ 16. Liniengeschlechter. — & 17. Gerade I und Gerade II. — § 18. Kanonische Li-
nien. — § 19. Verallgemeinerte Kollineare und verallgemeinerte XKoinzidente, —
§ 20. Zusammenstellung untersuchter Linien. — § 21. Gewebe des Geradenbiischels
und der Biischelschar,

§ 1. Einleitung. Whiteheads Theorie der logischen Funktio-
nen!) behandelt die Funktionen nur im aligemeinen. In der vorliegenden
Abhandlung untersuchen wir verschiedene spezielle Funktionen der Algebra
der Logik auf Grund einer Klassifikation, welche sich durch logische Trans-
formationen begriinden ldsst. Wir geben unserer Theorie geometrisches
Geprage; sie ist eine ,analytische Geometrie® im 2-dim ,logischen Raume®?)

) Mem. on the alg. of symb. log, Amer. Journ. of. Math., XXIII, 1901. Vgi
auch dessen Abh. ,The logic of relations, log. subst. groups etc.” 1. ¢. XXV, 1903,

%) Wir beschinken uns avf 2 — dim. Raum, die ,Ebene, d.h. auf Funktionen
einer unabhiingigen Variablen. Es steht aber nihts im Wege eine analoge Theorie
fiir Funktionen mehrerer Variablen, d.h. eine mehrdimensionale Geometrie zu bilden

119



GUEST




