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AL. RAJCHMAN

O pierwszej pochodne;j uogélnionej.

(Sur la derivée premiére géneralisde).

§ 1.

W ,Pracach Matem. - Fizycznych® (Tom XXVIII, str. 79 85) podaje
p. Mazurkiewicz dowdd nastgpujgcego twierdzenia:
Wszelka funkcja ciagla, spehniajaca dia a < x < b warunek:

) lim f(x+fl);hf(x—h) =0,

LR ]

jest stata w przedziale (q, b).

Celem niniejszej notatki jest wykazanie, iz powyzsze twierdzenie jest
prostym wnioskiem ze znanego twierdzenia Schwarza o drugiej pochodnej
uogdlnionej. ) Niech f(x) bedzie funkcjg ciggla, spelniajacq warunek (1).
Kladziemy

Fis= [ f(nat;
a 4

'} Jesli funcja ciggla w przedziale (2, 5) ma drugg pochodng uog6lniong réwng
zern, wowezas jest ona funkeja linjowa, czyli:
jesl
lim
B 0

Flx4-h)+ Fix—h)—2F (x) 0
B o

to
Fx)y=ax 4 b.
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bedzie oczywiscie
F'(x) = (x).
Kladziemy dalej

h

o(h)=F(x+h)+F(x—h)—2F (x) _-:.}'[f(x+ ) —f(x— 12 ]at

0
Oczywiscie jest:
o) =0.
Na zasadzie twierdzenia o wartosci posredniej bedzie
o) =¢(h) —¢(0)=ho'(Oh) = h [f (x4 Oh) — f (x — BR)],
gdzie 0 L0 L 1.

Dzielimy obie strony réwnania przez h%

IM f(x.}.@)h)——f(x——@)h)}@<‘f(x+eh)®_}lf(x—®h) )

h? Oh

Na zasadzie zalozenia (1) prawa strona powyzszej nierdwno$ci réwno-
cze$nie z h dazy do zera, a wigc tez

@}gz) 0
czyh
. F(x4+h)++ F(x—h)—2F (x) -0
lim e =
Rm=> 0

F(x) ma wiec drugg pochodna uogélniong réwna zeru, a wige, wedlug
twierdzenia Schwarza, F(x) jest funkcjg linjowa, zatem f(x) ma wartodc
stala.

C. b. d. 4

§ 2.

W rozumowaniu powyzszem nie korzystaliSmy bynajmniej z ciagtosci
funkcji f£(x), tylko za$§ z faktu istnienia jej funkcji pierwotnej.

Twierdzenie wigc uogélnia si¢ na funkcje nieciggle, bedace wszedzie
pochodnemi funkcji cigglej.

W uogélnienin mozna posunaé sig dalej.
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)

Uwzglednijmy jeszeze prawdziwosé nastepujzcego uogdlnienia twierdze-
nia Schwarza?) wszelka funkcja ciagla i ,gladka®, ) o drugiej pochodnej
uogélnionej ,niemal wszgdzie® ) réwnej zeru, — jest funkcja linjowa.

Jest widoczne, ze kazda funkcja rézniczkowalna jest ,gladka®,

Rozumowanie powyzsze prowadzi ostatecznie do nastepujgcego
wyniku: .

Wszelka funkcja ciagta (lub ogdlniej- wszelka funkcja, bedaca dokiadng
pochodna) o pierwszej pochodnej uogélnionej ,niemal wszedzie* réwnej
zeru — jest stala.

RESUME.

M. Mazurkiewicz (Prace Matem.-Fiz. t. 28. p. 79-85) a prouvé di-
rectement que toute fonction continue, satisfaisant pour a < x < b Pégalité

im SR —Fx—h _

{
P Th 0

est constante.

Dans cetie note nous faisons observer, que ce résultal est un corollaire
immédiat du théoréme bien connude Schwarz sur la dérivée seconde géné-
ralisée. En utilisant une généralisation de ce théordme, due 2 de 1a Vallée
Poussin, on amive immédiatement 2 la conclusion suivante: toute fonciion
continue (ou plus généralement: toute derivée exacte) satisfaisant a la con-
dition (1) partout, sauf peut étre aux points d'un ensemble dénombrable,
est constante.

*) Dela Vallée Poussin (Acad. de Belgique, 1912, str. 705); dowdd powts-
rzony np. w ,Pracach Mat.-Fiz. t. 30 str. 24. (AL Rajehm an). .

) .Gladky® nazywamy tu funkcje f(x), jesli dla kazdego x spelia warunek:

I Fle4 )4 Fle—hm —2F(x)

he=x 0 h -

0.

‘) »Niemal wszedzie* — znaczy tu wszedzie, procz moze wartosei x, tworzg-
eych zbiér przeliczalny. ’
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