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von

Karl Menger (Wien)

1. Die untere Hilfte des Produktsatzes und ihre Verschiirfung.

Als Produktsatz bezeichnet man in der Dimeunsionstheorie!) die Aussage,
daB das Produkt eines m-dimensionalen und eines #-dimensionalen Raumes
(m 4~ n)-dimensional sei. Bewiesen ist bisher-lediglich folgende

Untere Hdlfte des Produkts‘wtzgs; Das Produkt eines hichstens
m-dimensionalen und eines hichstens n-dimersiohalen separabeln Raumes ist hich-
stens (m —+ n)-dimensional (m =0, n = 0).

Man kinnte zundchst vermuten, daf diese untere Hilfte sich verschirfen
lasse zu folgender Aussage: Besitzt der Raum M im Punkte p eine Dimension
=% und besitzt der Raum N im Punkte g eine Dimension <1, so besitzt
der Raum M X N im Punkte p X g eine Dimension <%k--7 Wir werden
weiter unten diese Verschirfung fir den Fall k=] =0 tatsichlich beweisen.
Ist aber von den beiden Zahlen % und 7 mindestens eine >>0, so ist diese
Verschirfung, selbst weun beide Riéume M und N kompakt sind, im allge-
meinen unrichtig, wie folgendes Beispiel zeigt: Man wihle fir M die Teil-
menge des R, bestehend aus dem Punkte 0 und den Punkten der Intervalle
[Qﬁl:i’ %—J (n=1,2,... ad inf.). Dieser Raum M ist im Punkte 0 nulldi-
mensional, in jedem anderen Punkte eindimensional. Wir setzen ferner M = N.

) Vgl. mein Buch ,Dimensionstheorie”, bei Teubner 1928,
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Der Raum M X N ist als Teilmenge der Ebene darstellbar, nimlich als Summe

1 1 1 1 .
<< e e <y < =17
der Rechtecke 2n~—1:x=2n’ SISV = 5, (mm=1,2,...ad inf)
1 1 1
—_ <y << e <M S =
der Strecken =z =0, e =1 A~ oISt =g, ¥ 0,

(mn=1,2,... ad ‘inf.)

des Punktes z=0, y=0

Diese Menge M X N ist offenbar im Punkte 0,0 nulldimensional, in jedem
anderen Punkte aber, wie man leicht bestitigt, zweidimensional. Betrachten
wir nun etwa den Punkt O in M und den Punkt 1 in NV, so sehen wir: M ist
in 0 nulldimensional, N ist in 1 eindimensional’ M X N ist im Punkte 0,1
zweidimensional.

Indes gestattet die untere Hilfte des Produktsatzes tatsichlich eine Ver-
schirfung, welche sich auf die Dimension in den einzelnen Punkten bezieht
und welche, da sie im Folgenden Verwendung findet, hier bewiesen werden
moge, nimlich folgende

Verschdrfung der unteren Hilfte des Produlktsatzes. Besitet
der hichstens m-dimensionale separable Raum M im Punkie p eine Dimension
=k und besitet der hichstens n-dimensionale separable Raum N im Punkte g
-eine Dimension =1, so besitzt der Roum M X N im Punkte p X g eine Dimension

=Mooz m-+1, nt-k), folls >0 und 1>0
=m-1, folls k=0

=n-+k falls 1=0

0, falls k=1=0.

Wir bemerken zunsichst, daf diese Aussage tatsichlich die untere Hilfte
des Produkisatzes als Teilaussage enthalt. Wenn nimlich m =0 und » =0,
so- gilt fiir jeden Punkt p des hochstens m-dimensionalen Raumes M die Be-
ziehung k¥ = m und fur jeden Punkt des hochstens n-dimensionalen Raumes N
ist I =n. Also ist der verschirften Aussage zufolge der Raum M X N in je-
dem Punkte p X ¢ hochstens (m -}~ n)-dimensional, d. h. es ist M X N hoch-
‘stens (m - #)-dimensional, wie die untere Hulfte des Produktsatzes behauptet.

Die untere Hilfte des Produktsatzes kann noch dadurch erginzt werden,
daB, wenn von den beiden Zahlen m und n mindestens eine = — 1 ist, der
Bawm M XN (— 1)-dimensional ist. (In der Tat, das Produkt des leeren
Baomes mit irgend einem Raum ist leer). Diese Aussage machen wir zum
Ausgangspunkt einer vollstindigen Induktion.

Wir nehmen an, es sei die Verschirfung bereits fir je zwei Réume be-
wiesen, fir welche die Summe der Dimension <\ - ist. Auf Grund der
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eben gemachten Feststellung enthslt diese induktive Annahme auch die untere
Hilfte des Produktsatzes fir je zwei Riume, fir welche die Summe der Dimen-
sionen < -} ist. Wir haben nun auf Grund der induktiven Annahme die
verschirfte untere Hilfte des Produktsatzes fiir den Fall m,n zu beweisen.
Wir setzen also voraus, die Dimension von M sei =<\ und im Punkte p
=% und die Dimension von N sei =<7 und im Punkte ¢ =<7 Wir legen
ferner eine Umgebung W des Punktes p X ¢ vor und haben dann zum Be-
weise der verschérften Behauptung zu zeigen: Der Punkt p X q besitzt eine Um-
gebung W' (C W, so dal fiir die Begrenzung B(W) von W' die Besiehung gilt

SMax (m+1—1, nd-k—1), falls k>0, 1>0

o ) =m-+41—1, fals k=0
dim B(W") =an4k—1 falls I=0
: ——1, falls kE=1=0.

Da W eine Umgebung des Punktes p X g ist, existiert eine Umgebung U
des Punktes p im Raume M und eine Umgebung V des Punktes ¢ im Raume N,
so dal UX V(W gilt. Da M im Punkte p hochstens sm-dimensionsl und N
im Punkte g hochstens n-dimensional ist, so besitzt p eine Umgebung U'(C U,
deren Begrenzung B(U") htchstens (k— 1)-dimensional ist und es besitst ¢ eine
Umgebung ¥’ (¥, deren Begrenzung B(¥’) hochstens (I — 1)-dimensional ist.
Betrachten wir dann die Menge U X V’, welche wir mit W’ bezeichnen wollen.
W’ ist eine Umgebung des Punktes p X ¢ im Raume M XN und C U X 7,
also (CW. Fir ihre Begrenzung B (W) gilt

BW')=T XB(V)+ B()X 7,

wo 7 und ¥ die abgeschlossenen Hillen von U7, baw. V* bezeichnen. Jeder
der beiden Summanden von B(W’) ist Produkt zweier abgeschlossener Men-
gen der Faktorriume, also eine abgeschlossene Menge des Raumes M X N.
Die Dimension von B(¥”) ist demnach gleich der Dimension des htherdimen-
sionalen Summanden. Da U’ hochstens m-dimensional und B(P?) hochstens
(n— 1)-dimensional ist, besitzt auf Grund unserer induktiven Annahme der
erste Summand eine Dimension <<m --1—1, der zweite eine Dimension
= n-}k—1. Also ist die Dimension von B(W’) < Max. (m 1 —1, n-fk—1),
wie behauptet. Damit ist die Verschirfung der unteren Hilfte des Produkt
satzes bewiesen.

Dieselbe enthilt insbesondre die Aussage, daB das Produkt eines im
Punkte p nulldimensionalen Raumes und eines im Punkte ¢ nulldimensionalen
Raumes im Punkte p X ¢ nulldimensional ist. Daraus ergibt sich durech voll-
stindige Induktion als
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Korollar 1. Ein Produkt von endlichviclen Riumen ist nulldimensional
in jedem Punkte, fiir welchen in jedem Faltorpunkt der enisprechende Falior-
rawm nulldimensional ist,

Eine weitere Bemerkung ergibt sich, wenn wir annehmen, dall k=m—1
und =<<n—1 ist. Der verschirften unteren Hlfte des Produktsatzes zufolge
ist dann nimlich der Raum M X N im Punkte p X ¢ hochstens (m-}n—1)-
dimensional. Es gilt also :

Korollar 2. Das Produki eines m-dimensionalen und eines n-dimensio-
nalen separabeln Boumes besitzt die Dimension m --n hichstens in solchen Punk-
ten, fiir welche in mindestens einew Faktorpunkt der entsprechende Falkiorraum
die grifftmagliche Dimension Dbesitet.

2. Der Produktsatz fiir rationaldimensionale Riume.

Ein endlichdimensionaler Raum heift rationaldimensional, wenn seine Di-
mension durch Tilgung einer abzihlbaren Teilmenge verringert werden kann.
Da die Dimension eines endlichdimensionalen Raumes durch Tilgung einer
nolldimensionalen Menge héchstens um 1. vermindert werden kann, so heiflt
dieser -Definition zufolge rational n-dimensional ein #n-dimensionaler Raum,
welcher Summe einer (n — 1)-dimensionalen und einer abzihlbaren Menge ist.
Ein Raum, welcher entweder rational zn-dimensional oder hgchstens (n—1)-di-
mensional ist, heile hdchstens rational n-dimensional. Gleichbedeutend ist, wie
in der Dimensionstheorie gezeigt wird, folgende rekursive Definition: Ein Raum
heilt hichstens rational n-dimensional, wenn jeder Punkt in beliebig kleinen
Umgebungen mit hochstens rational (n— 1)-dimensionalen Begrenzangen ent-
halten ist. Rational nulldimensional sind die abzshlbaren Mengen und nur
diese. 'Wir beweisen nun folgenden

Produktsatz fir rationaldimensionale Rdwme. Das Produkt
eines hichstens rational m-dimensionalen und eines hichstens rational n-dimensio-
nalen separabeln Raumes ist hichstens rational (n - m)-dimensional.

Da das Produkt zweier abzihlbarer Riume abzihlbar ist, so gilt der Satz
im Falle m ==n= 0. Wir machen die induktive Annahme, der Satz sei be-
wiesen fir je zwei rationaldimensionale Riume, fiir welche die Summe der
Dimensionen < m -} » ist, und beweisen auf Grund dieser Annahme die im
Produktsatz formulierte Behauptung.

Iis sei p ein Punkt des hochstens rational m-dimensionalen Raumes M
und ¢ ein Poakt des hichstens rational n-dimensionalen Raumes N. Es sei
ferner W eine vorgelegte Umgebung des Produktpunktes p X g. Wir haben
die Existenz einer Umgebung W’ (W von p X g zu erweisen, deren Begren-
80
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zung hochstens rational (m --n-— 1)-dimensional ist. "Bs existiert eine Umge-
bung U von p mit hehstens rational (m— I)-dimensionaler Begrenzung und
eine Umgebung V von ¢ mit hochstens rational (n— 1)-dimensionaler Begren-
zung, so .daB UX VW gilt. Setzen wir UXV=W" so ist W’ eine Unm-
gebung von p g, die (CW ist und fir deren Begrenzung die Beziehung gilt
B(W)=B(U)X V+ UXB(V). Beide Summanden von B(W) sind abge-
schlossene Mengen des Raumes M X N. Auf Grund der induktiven Annahme
sind beide hochstens rational (m -7 — 1)-dimensional. Also ist auch ihre
Summe B(W’) hochstens rational (m -4 n— 1)-dimensional und W’ ertfitllt
daher unsere Forderung, womit der Produktsatz fir rationaldimensionale Réume
bewiesen ist.

Wir bemerken noch: Wenn von einem m-dimensionalen und einem 7-di-
mensionalen Raum blof einer rationaldimensional ist, so ist das Produkt nichs not-
wendig hochstens rational {m - z)-dimensional. Besteht z. B. der Raum M aus
einem einzigen Punkt und ist N ein irrational s-dimensionaler Raum, so ist
der Raum M X N Produkt eines rational nulldimensionalen und eines n-dimen-
sionalen Raumes, aber mit N homtomorph und daher irrational n~dimensional.
Fbenso ist das Produkt des rational eindimensionalen R, mit dem nulldimen-
gionalen Cantor'schen Diskontinuum irrational eindimensional.

‘Hingegen laft der Produktsatz fur rationaldimensionale Riume eine Ver-
schirfung zu analog jener der unteren Hulfte des Produktsatzes, welche man,
auch ganz analog beweisen kann: Ist der hichstens rational m-dimensionale
Raum M im Punkte p hochstens rational k-dimensional und der hochstens
rational m-dimensionale Raum M im Punkte ¢ hochstens rational J-dimensional,
so ist der Raum M X N im Punkte p)X g hochstens rationaldimensional von
der Dimension Max.(m + &, n-1).

3. Der Produktsatz fiir schwachdjme_nsionale Riunme.

Ein endlichdimensionaler Raum, dessen Dimension grofer ist als die Di-
mension der Menge aller Punkte hdchster Dimension des Raumes, heift schwach-
dimensional. Auf Grund des zweiten Fundamentaltheorems tiber dimensionelle
Raumstruktor kann. die Dimension eines endlichdimensionalen Raumes die
Dimension der Menge aller Punkte htchster Dimension hochstens um 1 iber-
steigen. Bin #-dimensionaler Raum heifit demgemsl schwach n-dimensional, wenn
die Menge aller Punkte, in denen der Raum n-dimensional -ist, die Dimension
n—1 besitzt. FEin Raom, welcher blof in den Puskten einer hochstens
(n— 1)-dimensionalen Menge n-dimensional ist, heile hdchstens schiwach n-dimen-
sional. So heiBt also ein Raum, welcher schwach n-dimensional oder hochstens
(n+— 1)-dimensional ist. Aueh fiir schwachdimensionale Riume beweisen wir
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nun einen Produktsatz, welcher aber etwas tiefer liegt, als die untere Hilfte
des Produktsatzes und der Produktsatz fiir rationaldimensionale Réume.

Produlktsatz fir schwachdimensionale Rdume. Das Prodult
eines hichstens schwach m-dimensionalen und eines hichstens schwach n-dimensionalen
separabeln Bawmes ist hichstens schwach (m -+ n)-dimensional.

Zum Beweise sei ein hochstens schwach m-dimensionaler Raum M und
ein hochstens schwach #-dimensionaler Raum N gegeben. Es sei M* die hoch-
stens (m— 1)-dimensionale #,-Menge aller Punkte, in denen M sm-dimensional
ist und N’ die hochstens (n — 1}-dimensionale #,-Menge aller Punkte, in denen
der Raum N n-dimensional ist. Wir setzen ferner M"==M—M' und N"=N—N.
Wir haben zu zeigen, da der Raum M X N hochstens schwach (m—-n)-dimen-
sional, d. h. bloB in den Punkten einer hochstens (m -7 —1)-dimensionalen
Menge (m -} n)-dimensional ist.

Es gilt

MXN=M XN M XN+ MXN 4+ MXN.

Unsere Behauptung ist also offenbar hewiesen, wenn wir zeigen :

1) In jedem Punkte der Menge A" X N ist der Raum M X N hochstens
m 4~ n— 1)-dimengional. ' '

2) Die Menge M X N— M’ X N ist hochstens (w - — 1)-dimensional.

In jedem Punkt von M" ist M hochstens (m— 1)-dimensional und in
jedem Punkt von N ist N hochstens (n— 1)-dimensional. Also ist Korollar 2
der verschiirften unteren Hilfte des Produktsaizes zufolge in jedem Punkte
der Menge M” X N” der Raum M X N hschstens (m -2 — 1)-dimensional,
‘womit Behauptung 1) bewiesen ist.

Es ertbrigt 2) zu zeigen, daB die Menge D =M X N—M" X N" =
::-.-M”-|— N+ M XN M X N hochstens (m-f-n—1)-dimensional ist. Nun
gilt offenbar D=M X N'4-M' X N, Die Mengen M’ und N’ sind F,-Mengen in

M bzw. N, d. b. es gilt M’=2M,, und N =2'Nk, wo fir k=1,2...
o kel k=1
ad inf. alle Mengen 1/, abgeschlossen in M und (als Teilmengen von M’)
hochstens (m — 1)-dimensional sind und alle Mengen N, abgeschlossen in N
und hichstens (n— 1)-dimensional sind. Es gilt also

oo

D=MX N+ FUXN= I UXN,+U,XN)

k=1 k=l E=1

‘Jeder der Summanden M X N, und M, X N ist nach der unteren Hilfte des
Produktsa!;zes hoehstens (m—-2— 1)-dimensional. Uherdies ist jede dieser Men-
gen (da die Mengen: M, und N, abgeschlossen in I baw. N gind), im Raume
82
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M X N abgeschlossen. Also ist D Summe von abzihlbarvielen hichstens
(m -+ n)-dimensionalen abgeschlossenen Mengen des separabeln Raumes 1/ X N
und daher nach dem Summensatz hochstens (m-f#— 1)-dimensional, womit
die Behauptung 2) und damit der Produkisatz fiir schwachdimensionale Rinme
bewiesen ist.

4. Konsequenzen der oberen Hilfte des Produktsatzes.
Bisher unbewiesen ist folgende

Obere Hdilfte des Produktsatzes. Das Produki eines mindestens
m-dimensionalen und eines mindestens n-dimensionalen separabeln Baumes ist min-
destens (m—n)-dimensional.

Zundichst ist klar, daB sich aus. dieser Auwssage mit Riicksicht auf die
Produktsiitze fiir rationaldimensionale und schwachdimensionale Riume fol-
gern laBt: ’

Das Produlit eines rational (schwach) m-di len und eines rational
(schwach) n-dimensionalen separabeln Rawmes ist rational (schwach) (m—-n)-dimen-
sional. ) .
Bezeichnen wir als mindestens irrational n-dimensional einen Raum, der
irrational #-dimensional oder mindestens (n-}1)-dimensional ist, also einen
Raum, der nicht hochstens rational n-dimensional ist, — so hat die obere Halfte
des Produktsatzes, wie wir nun zeigen wollen, zur Konsequenz folgenden

Produktsatz fiir irrationaldimensionale Rdume. Ist von einem
m-dimensionalen und einem n-dimensionalen separabeln Rawm mindestens einer
trrationaldimensional, so ist das Prodult mindestens irrational (m-n)-dimensional.

Sei etwa M irrational m-dimensional uud N n-dimensional. Wir machen
die Annahme, M X N sei rational (i -#)-dimensional und leiten aus- dieser
Annahme mit Hilfe der oberen Hilfte des Produktsatzes einen Widerspruch
her. Die Annahme hesagt, daB M X N== P-4 gilt, wo 4 abzéhlbar und P
(m-n— 1)-dimensional ist. Wir bezeichnen die Projektion der Menge 4 in
den Raum M (d. h. die Menge aller Punkte von M, die als erste Koordinate
eines Punktes der Menge A auftreten) mit 4’, die Projektion von A'in N
mit 4. Dann gilt

[(M— 4)4 4] X [(N—4") + 4] =P+ 4.
Die linke Seite konnen wir in den Form schreiben

(M— &) X N & X (N— A7) + & X 4".

Da AC A’ X A" gilt, ist (M—AY X N4 4" X (N—4")CP. Und erst recht
gilt (M— A") X NC P. Da M als irrational m-dimensional vorausgesetat und
1’ abzshlbar ist, so ist die Menge M — A4’ m-dimensional. Die Menge N. ist’
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n-dimensional, also ist (M —A’) X N nach der oberen Hulfte des Produkt-
satzes (m-f-n)-dimensional. Die Menge P dagegen, welche (M —4') X N
st, ist (m-}-n —1)-dimensional. Damit ist aus der Annahme, M X N sei ratio-
nal (m+n)-dimensional, ein Widerspruch hergeleitet und der Produktsatz fiir irra-
tionaldimensionale Riume auf die obere Hilfte des Produkitsatzes zurtickgefithrt.

Es sei hier noch eine methodische Bemerkung hinzugefugt. Es ist, wenn
zum Beweise eines Theorems iiber separable Riume der Summensatz oder der
Produktsatz herangezogen werden, nicht ohne Interesse zu koustatieren; ob die
Aussage des betreffenden Theorems speziell fir kompakte Réiume in derselben
Weise mit blofer Heranziehung des Summen- oder Produktsatzes fir kom-
pakte Riume bewiesen werden kann oder nicht, Die obige Zurtickfihrung des
Produktsatzes besitzt (wie alle mit Zerspaltungen operierenden Beweise) diese
Eigenschaft nicht. Auch wenn man bloB den Produktsatz fir irrationaldimen-
sionale kompakte Riume in der obigen Art beweisen will, muf man die obere
Halfte des Produktsatzes tir beliehige separable Réume heranziehen. —

Sobald die obere Halfte des Produktsatzes bewiesen sein . wird, wird die
noch schwierigere Frage zu untersuchen sein, in welcher Weise sich diese
Anssage hinsichtlich der Dimension in den einzelnen Punkten verschiirfen 1at,
Trivial ist diesbeztiglich bloB folgende Aussage: Ist der Raum M im Puukte P
mindestens k-dimensional und der Rawm N im Punkie q mindestens I-dimensional,
30 besitet der Rawn M X N im Punkie p X g eine Dimension = Maa. (¥, 1). Denn
der Raum M X N enthilt sowohl die den Punkt p X g enthaltende mit M
homsomorphe Menge M X ¢, als auch die den Punkt » X ¢ enthaltende mit N
homgomorphe Menge p X N als Teilmenge.

Aus dieser einfachen Bemerkung ergibt sich, daB ein Produkt von Réu-
men nulldimensional bloB in solechen Punkten sein kann, in deren simtlichen
Koordinatenpunkten die entsprechenden Faktorriume nulldimensional sind.

Dies ergibt zusammen mit Korollar 2 der verschiirfien unteren Hilfte des
Produktsatzes die

) Bemerkung. Damit ein Produkiraum i einem Punkte p nulldimensional
sei, ist notwendig wnd hinreichend, daft simtliche Faktorriume in den Koordi-
natenpunkien von p nulldimensional sind.

Eine Verschéirfung der oberen Hulfte des Produktsatzes wire das Theo-
rem: Ist der Raum M im Punkte p mindestens m-dimensional und der Raum
N im Punkte ¢ mindestens l-dimensional, dann ist der Raum M X Nim Punkte
£ X g mindestens (k- 1)-dimensional. Es ist klar, daB aus diesem Theorem
sich ergeben wirde folgender

Produktsaty fir starkdimensionale Riwne. Das Produkt eines
stark m-dimensionalen und. cines stark n-dimensionalen separabeln  Bowumes ist
stark (m--n)-dimensional.
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5. Uber den ersten Dimensionsteil sechwach 7-dimensionaler Riume.

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der feineren Struktur der schwach
n-dimensionalen Riume. Wir hatten einen Ranm, der entweder schwach n-di-
mensional oder hochstens (n— 1)-dimensional ist, als hochstens schwach n-di-
mensional bezeichnet. Entsprechend nennen wir einen Raum, der entweder
stark n-dimensional oder mindestens (n -} 1)-dimensional ist, mindestens stark
n-dimensional. Jeder Raum ist also entweder hochstens schwach n-dimensional
oder mindestens stark n-dimensional.

Die Menge aller Punkte eines Raumes, in welchen der Raum mindestens
& dimensional ist, wird als der k-fe Dimensionsteil des Raumes bezeichnet. Jeder
Raum ist dieser Definition zufolge mit seinem nullten Dimensionsteil identisch.
Die Menge aller Punkte eines Raumes, in denen derselbe eine Dimension >0
besitzt, ist sein erster Dimensionsteil.

Dem zweiten Fundamentaltheorem iiber die dimensionelle Raumstruktor
zufolge ist der s-te Dimensionsteil eines n-dimensionalen separabeln Raumes
mindestens (n—1)-dimensional. (n=>2; fur n =1 ist diese Aussage trivial).
Da fiir k<! der %-te Dimensionsteil eines Raumes den I-ten Dimensionsteil
als Teilmenge enthalt, so folgt aus dem zweiten Fundamentaltheorem uwnmit-
telbar, daf der erste Dimensionsteil eines n-dimeunsionalen separabeln Raumes
mindestens (n— 1)-dimensional ist. Wir beweisen nunmehr folgenden schirferen

Satz wwber den ersten Dimensionsteil schwach n-dimensio-
naler Bdume. Der erste Di teil eines schwach n-din len ERau-
mes ist mindestens stark (n— 1)-dimensional.

Zum Beweise machen wir die Annahme, der erste Dimensionsteil des
schwach n-dimensionalen Raumes B sei hchstens schwach (n— 1)-dimensional
und leiten aus dieser Annahme einen Widerspruch her. Es sei N die (even-
tuell leere) Menge aller Punkte, in welchen der Raum R nulldimensional ist.
In jedem Punkte von N ist R, also erst recht N selbst, nulldimensional. Die
Menge N ist also hochstens nulldimensional. Der erste Dimensionsteil von B
ist identisch mit der Menge R-— N. Unsere Annshme besagt, dab B — N hoeh-
stens “schwach (n— 1)-dimensional ist. Bezeichnet also- 3/ die Menge aller
Punkte von B—N, in denen diese Menge (n—1)-dimensional ist, so ist 2/
héchstens (n— 2)-dimensional.

Die Menge R— N — M kann nicht leer sein, sonst wire B— N= I,
d. h. es wire E blof in den Punkten der hschstens (n— 2)-dimensionalen
Menge M mehr als nulldimensional und dies ist nicht der Fall, da R als n-di-
mensional vorausgesetzt und daher in den Punkten einer mindestens (n—1)-
dimensionalen Menge »-dimensional ist. :

Es sei p irgend ein Punkt der Menge BE— N— 7. Wir behaupten: B
ist in p hochstens (n— 1)-dimensional. Es sei also W eine vorgelegte Umge-
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bung von p. Wir haben eine Umgebung U von p, die (C W ist und eine
hochstens (-~ 1)-dimensionale Begrenzung besitat, anzugeben. Da p nicht in
liegt, ist die Menge R—JN in p hochstens (»—2)-dimensional. Es existiert also
eine Umgebung U von p, die (C W ist und deren Begrenzung mit der Menge
R— N einen hochstens (#-— 3)-dimensionalen Durchschnitt hat. Aufler den
Punkten von R— N kann die Begrenzung von U bloB Punkte der huchstens
nulldimensionalen Menge N enthalten. Also ist die Begrenzung von U hich-
stens (n— 2)-dimensional, womit die Zwischenbehauptung hewiesen ist. Wir
haben also festgestellt: In jedem Punkte der Menge B— N— 7 ist B hoch-
stens (n — 2)-dimensional, m. a. W. der. Raum R ist bloB in Punkten der
(n— 2)-dimensionalen Menge M n-dimensional. Dies aber widerspricht der Vor-
aussetzung, daB B n-dimensional ist, da nach dem zweiten Fundamentaltheorem
ein n-dimensionaler Raum in den Punkten einer mindestens (n — 1)-dimensio-
nalen Menge n-dimensional ist. Aus der Annahme, daB der erste Dimensions-
teil von B schwach (n— 1)-dimensional sei, ist also ein Widerspruch herge-
leitet und damit unser Satz bewiesen.

6. Uber die Minimaldimension der Dimensionsteile.

Bezeichnet m fitr einen vorgelegten Raum R die kleinste ganze Zahl
=0, fir welche der Raum in einem seiner Punkte m-dimensional ist, dann
nennen wir m die Minimaldimension von R. Durch die Beziehung

Min dim B = dim R

sind offenbar die homogendimensionalen Riume (d. h. die Riume, die in allen
Punkten dieselbe Dimension haben) gekennzeichnet.

Die Meuge aller Punkte, in welchen ein Raum hochstens (k —1)-dimen-
sional ist, (das Komplement des k-ten Dimensionsteiles des Raumes) ist fir
jedes % offenbar hichstens (% — 1)-dimensional. Wir leiten nun fur jene Riume,
in denen diese Menge weniger als (k— 1)-dimensional ist, eine Aussage tiber
die Minimaldimension des k-ten Dimensionsteiles her, nimlich folgenden

Satz. Ist der Banm R bloft in den Punkien einer (k — »— 1)-dimensiona-
len Menge_ hichstens (k— 1)-dimensional (r>>0), dann besitet der k-te Dimen-
sionsteil von R eine Minimaldimension = r.

Es sei B* der k-te Dimensionsteil von R und es sei dim (B — B¥)<{h—»r—1
(r>0). Zum Beweise unserer Behauptung machen wir die Annahme, es séi
Min dim B* < 7, es sei also die Menge B* etwa im Punkte p hochstens (r—1)-
dimensional, und leiten aus dieser Annahme einen Widerspruch her. Da p ein
Punkt von R* ist, existiert eine Umgebung W von p, 8o daf} die Begrenzung
von jeder Umgebung des Puuktes p, die (W ist, mindestens (£ — 1)-dimen-
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sional ist. Unsere Annahme besagt, daB die Menge RB*im Punkte p hochstens
(r — 1)-dimensional ist. Es existiert also eine Umgebung UCW von p, deren
Begrenzung mit R* einen hochstens (r— 2)-dimensionalen Durchschnitt hat.
Aufler den Punkten von FR* kann die Begrenzung von U blof Punkte der
Menge R — R* enthalten und da dieselbe hochstens (k — » — 1)-dimensional ist, so
besitzt die Begrenzung von U hochstens die Dimension (r —2)-(b—r—1)1=
= k—2, womit ein Widerspruch hergestellt ist.

7. Uber die Produkte schwaeh eindimensionaler Riiume.

Wir wissen bereits auf Grund des Produktsatzes fiir schwachdimensionale
Riume, daB das Produkt von # schwach eindimensionalen Riumen, wenn es
n-dimensional ist, schwach n-dimensional ist. Wir beweisen nun folgenden

Satz. Wenn das Produkt von n schwach eindimensionalen Riumen n-dimen-
sional ist, dann ist es darstellbar als Swumme von n -1 nulldimensionalen Men-
gen Py, Py, ... P, mit folgender Eigenschaft: Die Summe von je k-1 paarweise
verschiedenen Mengen Py, P, ... Py, ist schwach k-dimensional, baw. stark k-dimen-
sional, je nachdem ob P, unter den k-4 1 Summanden vorkommt oder nicht.

Es seien §; (i =1,2,...n) die n gegebenen schwach eindimensionalen
Riume. Wir setzen S;= N; - M), wo M, die nulldimensionale #,-Menge aller
Punkte, in denen §, eindimensional ist, und N, die nulldimensionale Menge

aller Punkte, in denen S; nulldimensional ist, bezeichnet,

Wir betrachten den Raum
P8 X 8 X oo X 8= (N 35) X (N~ 25) X .. X (Nu A ).

Wenn wir das Produkt rechts ausmultiplizieren, so erhalten wir 2 Summanden.
Fir jede der Zahlen k=0,1,...n sind unter diesen 2" Summanden genau

(Z) Summanden vorhanden, welche das Produkt von % Faktoren 3, und n—k

Faktoren N sind. Die Summe dieser (n) Summanden bezeichnen wir mit P,

k B
und haben dann P=2Pk.

om0 .

Wir behaupten, dafl diese n -} 2 Mengen P, unserer Behauptung gentigen.
Dazn beweisen wir fiinf Behauptungen. ’ :

1) Die Menge P, (k=0,1,...n) ist nulldimensional. Betrachten wir einen

der (Z

K Ny X Nega X ... X N,. Jede der Mengen 1, ist eine F,-Menge, also

) Summanden von P,, etwa die Menge T =17, X M, >< Lo XML X
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=2M{, wo die Mengen A/ in S; abgeschlossen sind. Es gilt also

F=1

T=2M{>(2M{><...x21 TX Nega X oo X Ny =

[ =1 J=1

= ¥ XM X o X W X Ny X oo X N,

fit e S
Jeder der Summandem M X M X ... X Mk X Nipy X ... X N, (fiir ein be-
stimmtes &-Tupel j;,7;, ... ji) ist nulldimensional und in 2, abgeschlossen. Denn
fiur jeden Haufungspunkt eines solchen Summanden liegen die & Koordinaten
in den Mengen M, M, ... Mjs, da diese Mengen in S, S, ... S, abgeschlossen
sind, und von den letzten % — k Koordinaten muB, wenn der Huufungspunkt
des Summanden nicht Punkt des Summanden ist, mindestens einer aufierhalb
von Ny, Negosooo N,y dohein Myyy, My, ... M, liegen. Jeder Haufungspunks
eines Summanden, welcher nicht Punkt desselben ist, besitzt also mindestens
% -+ 1 Koordinaten, welche in den Mengen I/, liegen, und ist demnach nicht
Punkt der Menge P, Jeder solche Summand enthilt demnach alle seine in
P, gelegenen. Haufungspunkte als Punkte, d. h. jeder Summand von 7 ist
in P, abgeschlossen. Die Menge T ist Summe von abzshlbarvielen in P, und
daher erst recht in T abgeschlossenen nulldimensionalen Mengen, also nach
dem Summensatz ein nulldimensicnales 7, in P, Da man dasselbe fiir jeden
der (z) Summanden von P, zeigen kann, ist diese Menge nach dem Summen-
satz nulldimensional. .

2) Bs ist Py identisch mit der Menge aller Punkte, in denen P nulldimen-
sional ist. Dies folgt aus der Bemerkung, welche wir an die obere Hilfte
des Produktsatzes schlossen.

3) Die Summe von irgend k- 1 paarweise verschiedenen Mengen P; ist
k-dimensional. Die Summe von k-1 nulldimensionalen. Mengen ist hochstens,
k-dimensional. Wire die Summe von %-}1 Mengen P, hochstens (k— 1)-di-
mensional, so wire P Summe von einer htchstens (k— 1)-dimensionalen und
n— k nulldimensionalen Mengen, also hochstens (n— 1)-dimensional, wihrend
wir P als n-dimensional vorausgesetzt haben,

4) Sind Py, Py,... P, k-1 poarweise verschiedene Mengen, so ist ihre
Summe schwach k-dimensional. Die Summe ist nach dem sub 3) Bewiesenen
k-dimensional. Sie ist in den Punkten von P, nulldimensional, also blof in
Punkten einer (f-—1)-dimensionalen Menge %k-dimensional, also schwach %-di-
mensional, : ‘

5) Sind Py, Py,... Py, k -+ 1 paarweise verschiedene Mengen, unter” denen Py
nicht vorkommt, so ist ihre Summe 8 stark k-dimensional, Wir machen die Annahme
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8 sei schwach k-dimensional, und leiten aus dieser Annahme einen Wider-
spruch her. Wir bezeichnen mit ' die nach Annabme (k— 1)-dimensionale

~Menge aller Punkte, in denen § k-dimensional ist. Es sei p irgend ein Punkt

von P—8. Die Menge S ist in p hochstens (k-— 1)-dimensional; die Menge
P—§ ist Summe von #— % nulldimensionalen Mengen, also (n— k—1)-di-
mensional, Daher ist S (P—S), d. h. aber P, im Punkte p hochstens
(n— 1)-dimensional. D. h. es ist P bloB in Punkten der (n — 2)-dimensionalen
Menge S n-dimensional und dies widerspricht nach dem zweiten Fundamen-
taltheorem der Voraussetzung, daf P n-dimensional ist, womit Behauptung 5)
bewiesen ist.

Die Behauptungen 1), 4), 5) ergeben znsammengenommen den zu bewei-
senden Satz.

Wenn das Produkt von n schwach eindimensionalen Riumen #-dimen-
sional ist, so ist es nach dem Produktsatz fiir schwachdimensionale Riume
schwach n-dimensional, sein erster Dimensionsteil ist daher nach dem frither
bewiesenen Satz mindestens stark (n— 1)-dimensional. Anderseits ist dieser
erste Dimensionsteil, wenn wir den Produktraum als Summe der 41 Men-
gen Py, Pi,... P, darstellen, auf Grund der vorhin bewiesenen Behauptung 2

mit der Menge ZPk identisch und daher hochstens (# — 1)-dimensional. Wir
k=l
beweisen nun folgenden weitergehenden

Satz iiber den ersten Dimensionsteil des Produlktes schwach
eindimensionaler Rdwme. Wenn das Produkt von n schwach eindimen-
sionalen Riumen n-dimensional ist, so ist sein erster Dimensionsteil stark (n—1)-
dimensional, aber Summe von n schwach (n—1)-dimensionalen relativen F-Mengen,
also Summe von abzihlbarvielen schwach in— 1)-dimensionalen relativ abgeschlos-
senen Mengen.

n
Setzen wir P== S’P’*’ so haben wir unter Berticksichtigung des eben
2=0
Bemerkten nur noch zu zeigen, daB der erste Dimensionsteil, d. i. die Menge

n

ZP,, Summe von 7 schwach (n— 1)-dimensionalen relativen F,-Mengen ist.

Jemm

n n
Nun ist2P=P——Pa=P——N1><N2>< WX N,,:ZSI X Sy X ... X
k=1 =1
X Sy X My X Sy X oo X S,. Jeder der n Summaden rechts ist Produkt
von n—1 schwach eindimensionalen und einer nulldimensionalen Menge, also
schwach (n— 1)-dimensional und, da M, ein 7, in S, ist, ein 7, in P, womit
der Satz bewiesen ist.
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Eine Menge heift duferst schwach eindimensional, wenn ihr erster Dimen-
sionsteil abzsihlbar ist. Betrachten wir die n-te Potenz eines suferst schwach
eindimensionalen Raumes, so sind die # Z';-Mengen, in welche wir eben den
ersten Dimensionsteil der n-ten Potenz zerlegt haben, offenbar paarweise homéo-
morph und der erste Dimensionsteil kann- dann offenbar in abzihlbarviele
schwach-eindimensionale relativ abgeschlossene Mengen zerlegt werden, von
denen jede mit der (n—1)-ten Potenz der #uBerst schwach eindimensionalen
Menge hom&omorph ist,

Bezeichnen wir den Raum R im Punkte p als hichstens leicht n-dimensional,
wenn p in beliebig kleinen Umgebungen mit hochstens schwach (n—1)-di-
mensionalen Begrenzungen enthalten ist, und nennen wir hichstens leicht n-di-

mensional einen Raum, der in jedem seiner Punkte hschstens leicht #-dimensinnal
ist, so gilt offenbar der

Satz. -Das Produkt von n schwach eindimensionalen Riwmen st hichstens
leicht n-dimensional.

Sei némlich p ein vorgelegter Punkt des Produktes P. Wir stellen das-
selbe nach dem ohigen Verfahren als Summe der n -1 nulldimensionalen
Mengen P, dar. Ist p in P, enthalten, so ist P in p nulldimensional. Ist p
in P; eothalten (i == 0), so liegt, da P, nulldimensional ist, p in beliebig kleinen

Umgebungen, deren Begrenzungen zu P, fremd sind, deren Begrenzungen daher |

in der Summe der n tbrigen Mengen P, enthalten und demnach hochstens
schwach (n—1)-dimensional sind. Also ist P in p hichstens leicht n-dimensional.

Wenn die obere Halfte des Produktsatzes fiir beliebige separable Riume
gelten sollte, dann existieren also fir jedes » sechwach n-dimensionale Réume,
da es nach Sierpifiski einen schwach (und sogar duBerst schwach) eindi-
mensionalen Raum gibt. Dann existieren ferner fur jedes n stark n-dimensio-
nale Riume, welche Summe sind von # schwach #-dimensionalen relativen
Fy-Mengen und daher von abzahlbarvielen schwach n-dimensionalen relativ
abgeschlossenen Mengen, welche zudem als paarweise homdomorph angenom-
men werden konnen (z. B. die erste Dimensionsteil der Potenzen der Sier-
pifiskischen Menge). Unabhingig vom Produktsatz hat Mazurkiewicz fir
jedes n schwach #-dimensionale Riume konstruiert und hat einen stark eindi-
mensionalen Raum konstruiert, weleher Summe sogar von blof zwei relativ
abgeschlossenen schwach eindimensionalen Mengen ist.

©
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Uber verallgemeinerte projektive Geometrie

(O uogdlnionej geometrji rzutowe;j)
von

Stanistaw Gotab (Krakéw).

Einleitung.

Seitdem F. Klein in seiner Arbeit ,Uber Liniengeometrie und metrische
Geometrie® (1871)1) die Beziehungen zwischen den projektiven und kf)nform(e'n
Eigenschaften in der euklidischen Geometrie klargestellt hatte, bll@en du?
Untersnchungen in der projektiven und in der konformen Geom.etrxe zwei
parallele Reihen, die in ihren wichtigsten Punkten zeitlich nur geringe Diffe-
renzen aufweisen. ]

1918 entdeckte Weyl die sogenannte Konformkriimmungsgréfe einer
Riemannschen Ubertragung und bewies, daB das Verschwinden diese'r Grofie
notwendig dafiir ist, daf eine gegebene Riemannsche Geometrie durch eine k.on—
forme Transformation in eine euklidische iibergefiihrt werden kaun 3). 1921 zeigte
Schouten sodann, dafl das Verchwinden der KonformkriimmungsgroBe auch
eine hinreichende Bedingung darstellt¥). Dieses Resultat veranlafte Weyl zur
Bildung der sogenannten Projekiivkriimmungsgrofe und zum Beweise des Satzes, .
daB das Verschwindeu dieser Girfe notwendig und hinreichend dafiir ist, daB
eine gegebene nichteuklidische .affine Gtemetrie durch eine bahntreue Transfor-
mation in eine euklidische iibergefithrt werden! kann4). In dieser Weylschen
Arbeit findet sich zum ersten Mal der Begriff der bahntreuen oder projektiven
Transformation einer affinen Ubertragung. Sind I'y, die Parameter einen affi-
nen Ubertragung in einer X, so sind die Parameter ‘I'f, jfader ai:’finen Uber-
tragung mit denselben geoddtischen Linien gegeben durch die Gleichung

1) Ty, =T+ A5 p,~+ 43, p;, (43 = Einheitsaffinor)
wo p; ein beliebiges kovariantes Vektorfeld ist. Projektiv heilt nun eine

1) 1871, 1. %1918, 1. . %) 1921, L. % 1921, 2.
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