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Note sur deux fonctions arithmétiques
{Nota o dwdch funkcjach liczbowych)

par
S. Wigert.
1. Soit

q)(n):nﬂ(l ‘—%)

plr

1a fonction Eulérienne qui indique combien il y a de nombres premiers & »
et non supérieurs & n. Un caleul élémentaire montre que la fonetion somma-
toire correspondante peut s’écrire ainsi

Zq)(n) = %w’ + 0 (zlog ).
nse

On 2 pas encore su préciser ce résuliat, méme en ayant recours ) toutes les
ressources de I’analyse. Il est donc assez remarquable que la fonetion analogue )

v =nJf (1+3)

pln
st de plus facile accds.

Désignons en effet par S(n) la somme des diviseurs de » et posons

2@ = 35 =T 2 + /(@)
nsx

1) On sait que ¢ (n) est le nombre des racines primitives de I'équation
o —1=0.
Le nombre ¥(n) a une signification semblable; c'est leo degré d'une équation algébrique im~

portante de la théorie des fonctions modulaires elliptiques. (Voir Huxwitz: Thése, Leip-
zig 1881).
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2 8. Wigert

Il était connu depuis longtemps que

f@) = 0(zlog ),
mais en 1927 M. A. Walfisz?) est arrivé & une approximation meilleure

4 savoir
. z log =
fla)=o0 (Iog log x)

e

Nous allons utiliser ce résultat en étudiant la fonetion

XN

On a dabord pour o > 2: (=07
1

o 14

wim _ ¥ ) —F
25=I+2 )= Il —

r Do r }7:—1

_E9i—1) _ yam Zw' S(m)

—t pon

IO

et par consdquent

éw(n)::z'u(n)Z(%):ZM( {’;2:;:4“" ( )}

==+ 0 )*2”(””( )

En désignant par % un nombre fixe, f (

I8

3

2) est limitée pour n > l/ %, dotx

S s f(5)=o0).
V“(né,\u ( )

o 8

D'autre part

B s PE

Zy(n)  f (;2) =0 2 T

139 ‘_:: ‘ <|/ loo‘logw
V‘ log dt

—z0 / . 0( z log & )
. ~ 7 \loglog x)”
- / tilog Iog W ‘

!) Teilerprobleme (Math, Zeitschrift, Bd. 26, Heft 1).
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de sorte que nous avons le résultat

| _ 15 o sles
@ v =g e+ 0[iET).
M Walfisz a montré aussi que
Sn) =t log
W T e g
¢ log z+0 (log log x)

ce qui nous donne, aprés des calculs analogues

) 16 ?'_ log »
@) ‘ 2 n oA slogz+ 0 (log log a:)

B nsx

Pour la fonetion @(n) on a seulement

nex

Il est possible que le dernie,rv terme atteint réellement des valeurs d’ordre
log @, bien qu'il ne puisse pas étre do la forme A log % - o (log ), la constante
A étant ==0. Il faut avouer pourtant que ma tentative de tirer de Ihypothése

thn) — 2 -~ o(log z)
L

une contradietion a échoué,
11 est vrai quwon peut exprimer la fonction

()
37

nEx

v S
3%

e

par

en partant de l'égalité 1)

&' 20 __ L(s) £Gs + 1) _2 o, jsm

W = "G +1) wH e

N ) 1], -l
1) On trouve
G= 3 w(d) d’)-—{ , si'n est divisible par le cube d'un nombre premiér,

dd=h (=20, si n==ploco g Pota oy
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4 8. Wigert

d’ott l'on tire
ZM_Z "{—-— = log— etc.}.

Or, les difficultés qui s'opposent & lexamen de la derniére somme, semblent
graves.

2. En somme il ne reste de ma recherche quun petit résultat concernant
la fonetion
P(n)
P(n)’
«dont il m’était impossible de tirer parti pour le probléme précédent. Je vais
Pexposer cependant, attendun qu'il présente en tout cas un peu d'intérds.
Disons d’abord quelques mots sur l'ordre de grandeur de g (). Quant
4 la fonetion g(n), il est bien connu que

4]

qn) =

~liAm ) loglog n=¢"7,

en désignant par y la constante d'Buler. Ce théoréme est dti 4 M. Landau n,
#a. méthode de démonstration est appliquable & la fonction %(n) et nous per-
met d'énoncer la proposition analogue

Tm ¥ (n) 6er

nloglogn~ =a?’

ee qui entraine

) lim g(n) (og log m)? =% ¢

On a en effet pour n assez grand, le nombre & étant choisi arbitrairement petit

1
JT 0+ g1 ()= I < 5 s,

rslogn pslogn 11— '1‘; 1 —2—

{5/"5101: ]

log n
Toglogn R -
H(+5) <™ =l <re,
{Biogn
et par suite

P (n) 6ev
nloglogn<( + )_

) Cf. son Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzshlen, Bd. 1, § 59.
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Soit d'autre part @ un nombre positif assez grand et mettons

n=[f»
pse

log n =2‘logp

psz

On a done

of g—< log # < 2. Aprés avoir fixé ¢ on peut prendre x de manidre que

1 £\ 6e7
I (1+3)>(1=5) 5 e
psx
log 2
Togz—1log2 <2
1l en résulte

Ge?
() > (1 ““%) —;:7 (log log n —log 2)

n

e 657 log 2
> (1 —§) §iloglogn
ou bien
w(n) o8¢
nlog logn> = 2

Le théoréme est done démontré.

8. Pour trouver la valeur moyenne de g() il fant examiner la somme

>

sy

>
n K

convergente pour ¢ > 1, laéluelle peut s'écrire aussi
1 2
1 +5~ e

I+ 25537 -Wa b

¥

e T (gt

Envisageons 4 cet effet la série
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6 8. Wigert Note sur deux fonctions arithmétiques

Le dernier produit converge absolument et uniformément powr 6 =0,> 0; La meilleure approximation s’obtient évidemment pour
il représente dome ume fonetion #(s), holomorphe dans chaque domame

= zxlogiz;
0<=0=0, |z =7 On en conclut 8

il vient
a-tico . N s
5 i ¥
q n)logf 7m f xf@)s_l:&c)_ds () 29(”) Flz+ O(leog ;,;)
= @n ehioo ) La valeur moyenne de g(n) est donc égale &
1
=F)z -4 Oy f ( 2 )
REY (1) = 1——2=_ )
) " o= I =5
et, en utilisant les proprités de {(s) »

1 .
¢’est un nombre <§ mais

o B < S Y .

3 \
<pE+D <4, , ? ‘:(5)
f“zs £(s) F(s)ds (m '
SLECEE
8 &
Fixons maintenant o
1,
&= logz’
il s'ensuit
4 PO Iog% = FP(1)x -+ 0(log*2).
nEe

En passant &

2

ngx

noug allons introduire une fonction #(z) dlordre de grandeur inférieur 4 z.
Liartifice connu de la premlere différence nous donne alors

3 1001og " — 3 ) tog % — og (1 +-) S

REXAL nEx
+2‘ g(m)log = +1 ~.zr(1) £) -+ O (log? )
et de plus T
30 =F W+ 00)+0(Z) 0 (5)+ 0 (282
Dz 4 0t + o(f'fl‘)tg’ “)
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