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Le principe de Hamilton et I'holonomisme

(Zasada Hamiltona a holonomizm)

par

M. Kerner

1. Contenu du travail.

On sait que le principe de Hamilton s'applique anx systtmes holono-
mes, D’aprés ce principe la premidre variation de lintégrale de la fonetion
de Lagrange par rapport au temps s’annule pour tout mouvement réel du
gystéme.

Ce prineipe cesse & é&tre applicable pour les systémes non holonomes.
Déja Hertz ') & donné des exemples des systémes non holonomes (par exemple,
une sphére roulant sans glissement sur un plan), auxquels le prineipe de Ha-
milton ne gapplique pas.

Mais il n'en résulte pas quil n'est pas applicable aux autres systémes
non holonomes.

Nous posons done la question:

Quelle est la classe de systémes mécaniques, auxquels s'applique le prin-
cipe de Hamilton? Ne contient-elle que des systdmes holonomes, ou hien
aussi des systémes non holonomes?

Nous allons démontrer que c'est la premidre hypothése qui est vraie. En
d’antres mots: 'holonomisme n'est pas seulement une condition
suffisante, mais aussi une condition nécessaire dapplicabi-
lité du principe de Hamilton.

Nous préciserons encore qu’il s'agit du principe de Hamilton propre-
ment dit, qui concerne la condition premiére dextremum, [l ne le
faut pas confondre avec le principe formel, modifié par Holder?), qui
g'applique & tous systémes non holonomes.

1) Die Prinzipien der Mechanik. 1894, p. 23—24.

%) Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wi haften zu Gottingen.
1896, p. 122—157,
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Nous donnerons la démonstration sous forme d'un lemme en vue d'une
autre application de notre méthode. Nous appliquerons d’abord notre lemme
an notre but prineipal, et aprds & un second probléme, concernant le probléme
général de Lagrange dans le Calcul des Variations.

Nous allons repondre & la question, sous quelles conditions peut-on appli-
quer le théoréme d’existence des extrémales dans ce probléme!l) aux
extrémales singuliéres.

Nous verrons que ces conditions consistent en lintégrabilité totale du

systéme des équations de condition, définissant le champ fonetionnel du probléme.

II. Lemme.
Nous considérons une fonction d'une variable z, de n variables y;, 7y,..., 9,
et de leurs dérivées par rapport & & — yi, ya,..., Yt
) F@ 8 YaresYor B Yoy ¥00);

Nous admettons qu'elle est de la classe C"’ par rapport i toutes variables
(continue et ayant toutes ses derivées partielles jusqu'au troisisme ordre inclus
continues) dans un certain domaine R de l'éspace & n -1 dimmensions
2,91 Yo+ 1Y €F pour toutes les valeurs de y;, %,...,y,.

Admettons que les variables y,,y,,...y, sont liées par & équations dif-
férentielles linéaires:

@) PO @ Yo Yoo Ys Yoo Yy ooey Y1) =05
(i=1,2...,h)

Les fonctions ¢ sont de la forme:

n

®) PO Yos Yy s Y 91 Yiro-r Y) = a0+ I allyi;
F2
(=1,2...,h) '

ot af’ et af sont des fonctions de @,yy,¥s,...,5,. Admettons quelles sont de
la classe ¢ dans le domaine R.

Nous admettons encore que les fonctions p® sont linéairement indépen-
dantes, comme fonctions des variables y],y;,...,;. Par congéquent, I'un au
moins des déterminants d’ordre i de la matrice:

W a o ...
@ o o af...q®

. a/((,h) a’Yl) agx) . agl)
est différent de zéro.

*) Voir par exemple: Bolza. Vorlesungen iiber Variationsrechnung. 1909. p. 589—590,
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Nous admettrons de plus que les fonetions ¢ n'admettent pas de com-
binaison linéaire, ne contenant pas de dérivées i, ya,..., ¥,. Par suite, encore
dans la matrice un peu plus étroite:

a o ...ad
o af...a?

®)

of® o ... a®

un au moins des déterminants dordre % doit étre différent de zéro.
Introduisons la notation:

B(@, 90 Yare - Ynr Yus Y1 Yoy -+ i)

Q!f a?f azf (1) (2) (%)
"o R T AT @ ay’ .G
Ay, Y19y " Y19y, ! ' *
92/' 92/' azf (1) 2) ()
e e s T T a& PR /¢
Iyt Ay dysdy, “ :
(6) =| &f &f &f W o®
oy owam e
a a...al 0 0...0
a a@ ... a® 0 0...0

af? a ... o 0 0...0

Admettons que dans le domaine B pour toutes les valeurs de y;, #a...,¥a:

(7) R(xsyl!yﬁi"':ynu ?/1»?/;1--':?/;):':0;

Nous désignerons z par y,, d’'ot y,=1; mettons les équations (2) sous
la forme:
®) D=0,

Jer()
G=12...,h
ou sous forme différentielle:

©) Dap-dp=0,

k=)

(6=1,2...,%)

C'est pour cette forme, qu'on donne Thabitade les' conditions d'intégrabi-
lité totale du systéme (2).
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Désignons pour abréger :

daf  daP
10 P =t T,
( ) kL 9?/; ayk 1
ot (=1,2...,h; £1=0,1,2..., %)
ou
ty W= — 2;
(12) b0 = 0.
Désignons:
a‘s}.)_},.l_l a(’ih_'_ﬂ e a,‘,"
a?, a® o, 0@
(13) d=| o
aP s oP .. a®

Nous désignerons le déterminant; qu'on regoit du déterminant 4, en rem-
plagant les indices des colonnes par d’autres, en ajoutant & A entre paranthése:
en haut — les indices & remplager; en bas — ceux, qui doivent venir & leur
place. Par exemple, le symbole 4 (**+z7—"+) déstgne le déterminant (18), dans
lequel on a remplacé 'indice n —y 4 's par %, et Pindice n—h ¢ par L

Si nous voulons marquer que dans une somme double, étendue & deux
indices (par exemple s et 7), il n’y a que des termes dont les indices vérifient
une certaine inégalité (par exemple: s <(#) nous écrirerons cette indgalité en
parenthése devant le signe de sommation.

Soient maintenant 2 fonctions de la variable a:

14 A (@), A3 (@), ..., ()

at

(15) Hy (w)1 !‘z(@; ] ‘u;,(-%') :
Posons:

(16) F(‘”} Y550 ?/n.a ?/:IU yé, ---v.%l: Ayy 4y, sey

k&
) =f+2’11' g%,
i1
Considérons maintenant deux systémes d’équations différentielles. Le pre-
mier soit:

eF 4 (9F
17 = 2% =
{an T (Qy;)‘_
(1=1,2...,n)
ou bien, en développant:
of of dg® d [9g® gp®
ay L2 [<P L (507 _ 4.9
) dy, dx \dy, +‘ oy, T M\ By % oy, =0

(=12..,n)
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Le deuxidme soit:

9 9p0
a9 L-2E+3ny

(z=1,2..., )

Le systéme, composé des équations (2) et (18), contient n -1 équations
et autant des variables: u, ¥a,.+y¥m & Agy. .., 45 ot lo systbme (2), (19) — n4-h
6quations avec les variables yi, ¥a,«.-1Yuy Moy Haseery b

D'aprés l'inégalité (7) on peut mettre les deux systdmes sous forme nor-
male. Done ils définissent y, ¥y, ..., 4., comme fonctions de z dépendantes de
n -} h constantes.

Nous avons admis une fois pour toutes, que les fonetions gy, #s,e .y ¥
vérifient les équations (2). Cela admis, nous pouvons dire que le systéme (18)
ou (19) définit les fonctions ¥y, ¥aye+«y Yu

Nous posons la question, dans quel cas les deux systémes (18) et (19) sont
Squivalents, comme définissants les fonetions gy, 9s, ... ¥a-

Nous démontrerons que lintégrabilité totale du systéme (2) ou (9) est une
condition nécessaire et suffisante d'équivalence des systémes (18) et (19). En
d’autres mots, pour que les deux systémes soient équivalents, il faut et il
suffit, quil existe & combinaisons linéaires, linéairement indépendantes, des
fonctions @@, qui seraient des dérivées des fonctions finies.

Nous répetons notre lemme.

Li/intégrabilité totale du systéme (2) est une condition nécessaire et suf-
fisante d'équivalence des systémes (18) et (19), comme définissants les fone-
tions ¥y, ¥, ..., ¥» (16 systéme (2) étant vérifié).

IIT. Démonstration du lemme, Condition nécessaire.

Nous montrerons d’abord que l'intégrabilité totale du systéme (2) est une
condition nécessaire d'équivalence des deux systimes.

Nous admettons que le systdme (18) entraine (19) et vice-versa. Nous
n'utiliserons que la premidre partie de la proposition, c'est & dire, que le
systéme (18) entraine (19).

Nous admettons aingi que, si les fonctions de la classe C:

(20) .’/1 (‘”): Y (x)v [RRR] ?/n(x)
et les fonctions de la classe (':
(21) Ay (@), Ag (), 1.y Ay ()
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vérifient les équations (2) et (18), il existe alors des fonctions continues:

(22) (1), By (@), + - 5 () ;

telles, que les fonctions (20) et (22) vérifient les équations (19).

Supposons que les fonetions (20) et (21), que nous définirons plus exac-
tement dans la suite, satisfont au systéme (2) et (18). Notre derniére propo-
sition entraine l'existence des fonctions (22), vérifiant les équations (19).

Retranchons les équations correspondantes (19) de (18):

i
o[, gt d [9g® , AW T
(23) %f:'%i' o — A dz ( ajz) Aie = £ Zﬂt o, 7 0;
‘ l=12...,n
Il résulte de Videntité (3):
2p®
24 = .
( ) ayl a;’;
(i=1,2..,h l=12...,n)
et
glpm P au) da
25 bl 0
@) dy, dy 2 i
(=12 .,h,l-l,?...,n}

Substituons dans les équations (23) les valeurs (24) et (25); développons

. d E
la dérivée ——, en tenant compte de ce, que les af® dépendent de z,%,,7,,...

dx 2¥a
da
o0 Sufe )~ 3u (e 3y
=2 X o 2 waf);
fe=1 iml
(=12,...,n)
Remplagons dans ces équations x par ¢,; ajoutons pour la symétrie le
facteur 3, =1 aux termes a2 et é)i; étendons la somme sur cos termes:
dy, dx
daf , daf ,
@7 21']%‘11 Y 22&3 Jk_'zvla"‘i'z‘!‘za
= =i fml
(=12...,n)
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En tenant compte de la notation (10):

PE—
22‘1,?/25” _2‘ (A + w) a?;

[ i=1

(=12...,n)

(28)

Prenons dans le domaine B un point arbitraire P, dont les coordon-
nées sont:

(29) L Y N

LYo,

Au point P Pun au moins des déterminants d’ordre & de la matrice (b)
doit étre différent de zéro. Supposons, pour fixer les idées, que cest celui
formé des h dernidres colonnes. Nous lavons désigné par A (13); done au
point P:

(30 4=0;
Cette indgalité a lien dans un certain voisinage du point P.

Prenons maintenant Péqnation (28) numéro 1, ot I<{n—h, et kb dernid-
res équations (28). Nous avons formé un systéme de - L équations. Elimi-

nons entre elles les & quantités 4, +u, (=1,2,...,k):
& n ‘
LY \
¥ uyb a0
i=1 k=0
13 I
. Y
3 Y bt Woos 6t 6 6
1—1 k=0
(31) =0,
S‘ 2 A Z/k bk n—ht2 agllx—l—i aﬂwﬁ ﬂ(}')/;-w
lxxl b0
i n
I3 uur, @ o
=l k=0
l=12..,n—h)
Développons les équations (31) par rapport aux variables 4,y}:
b o o a
’; ” Whipr 04 A g e O
(82) 2 2 A Y ) o ta a(ﬂ)lx-l-ﬁ-"a’stlh-i-g =0.

Jml kesD . .
B0, @ o

(1=1,2,...,n—h)
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Remplagons pour abréger lg coéfficient de 4,y; par D). Changeons dans
D® les lignes en colonnes:

;

W b YPnge - DD

1

af aglh—u “S:l)—h-o-z o

(83) D}f}l_ a® 0«51211;4-1

oy .0 ,
af®) asllzllz+1 asﬂlﬂ-n coaf
(=13 ..,k
( =O, 1, 2,...,%)
(=12 ...,n—h)

Par conséquent, les équations (32) prennent la forme:

& n
2211?/; DY =10,
=l k=0 .
(l=12...,n—h)
Prenons maintenant Iéquation (34) numéro I et & équations (8). Nous
avons obtenu un systéme de A - 1 -équations, entre lesquelles nous &liminons
les 2 variables g, nyi, Yrniny.ors ¥t

(34)

h n—h ] h n
S MDY a3 4D ¥ 4D,
=l k=0 i=1 im1 Tl

n—h
Sar
k=0

(35) n—h

2 yu o &2

k=0

1.
a hyy 0P e ad

2]
0@y .. a?

R
2 Yo

k=0

& 0
aﬁfﬁm U"S:Qh-q-a e a®

(=1,2,...0—F)

Développons ces équations par rapport aux quantités 2,y; (suivant la pre-
midre ligne et la premiére colonne):

DY DY ppsr D yys,... DY,
i on—t o afl, AP .0
(36) D3| o a®u  a®y .a® | =0
{=1 k=0 e e e . . ..
7 )
o an]:)-h-(-l “S.f)—h-f-a ea
(t=12,...,n—n)
8
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Considérons maintenant un systéme arbitraire des valeurs :

(37) yg())/’ K 0)’7 ey golllu
(38) A0, 2L A,
Introduisons pour la symétrie le symbole %%, qui signifie 'unité.
Prenons le systtme d'équations:
(39) PO @0, 30, Y80, ..., 40, g,y ) =0,
(=1,2,...h)
ou :
(40) Sy =o,
kel

(=1,2,...,h)

olt les arguments des af sont les coordonnées (29) du point P, ot linégalité
(30) est vérifiée. Donc le systéme (39) ou (40) définit d’une fagon univoque
les nouvelles inconnues:

(41) . Y% Y02 -, g

Le systéme des valeurs (37) et (41) vérifie les équations (39).
Au point P, appartenant au domaine R, la condition (7) est vérifice pour
toutes les valeurs de y;,4;,...,y.. En particulier:

(42) By oy ™ g,y ™) 2 0,

Les conditions (39) et (42) vérifides, il existe un seul systéme des fonc-
tions de la classe CO”:

(43) % (.’L‘), Y (‘7")! LERS ] ?/n(x)
et des fonctions de la classe C':

(44) 1'1 (m): '?'2 (m>; b ].,,(x);

satisfaisant aux conditions initiales:

(45) Yu () = ¢ff,

(46) - Yi (@) = yf;
(k=1,2,...,m)

(47) A(x®%) = P,

G=1,2,...,%)

et vérifiant dans le voisinage de la valeur x — 2 les équations (2) et (18)Y).

1) Voir Bolza, loc. cit. p. 589—590. Le déterminant R dépend en général de 4;. Dans
notre cas, oft les équations (2) sont linéaires, <cette -dépendance n’a pas Heu.
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Pour démontrer (36) nous avons admis que les fonctions (20) et (21) vé-
rifient les équations (2) et (18). Les fonctions (48) et (44) vérifient ces condi-
tions. Par conséquent ces fonctions vérifient les équations (36).

En particulier les équations (36) sont vérifiées pour x=2a©; done, en
tenant compte de (45), (46) et (47), nous obtenons:

' . '
DE Dy DPyiss... DY

;o o oy ol .0
{0) ,,(0) —_—
(48) _5' ZL 9 aP e®uy @ ..a =0,
jm]l k() . . . . . « . . - . . - .

ag") a,(,'E,H_; agz,,_i_g e af,")
(I=12..,n—h)
ol les arguments dans le déterminant sont les coordonnées (29) du point P.
Tei g = 1.
Désignons pour abréger:
DY Dpae Diugas-- D

1 1

af a;(:—)—h-H 0'91142 o
(/R 2 p)

(49) EY, af  aP Py ..a®
4, ,

o ol AP ppg .o al

(i=12 ...,k
(k=0,1,2,...,n—F)
(t=1,2, ...,n—h)

Dans ces notations les équations (48) prennent la forme:
A n—h

(50) S 3wy BY=o.

fsl k=0

(=1,2...,n—h

Dans ces équations les quantités 1 et ¥ (y excepté) sont tout-a-fait
arbitraires (car la somme n'est étendue qu'aux valeurs de % jusqu'd k=n—h.

Posons dans (50) en donnant & 4 Pune aprés lautre les valeurs 1,2,...h):
(61) W=1; AP=0 pourj=i

Nous obtenons:

n—h
(52) S B =0,
k=0
0=1,2..,n—h
(i=1,2,...,4)

10
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(83)

64

(59)

(56)

(67

(58)

(59)

Posons maintenant:

En tenant compte de y{® = 1, nous obtenons de (562):

= 0.
(k=1,2,...,n—h)

Ef = 0.
(t=1,2,...,h)
(=12...,n—h)

Posons maintenant au lieu de (53) (en premant pour k l'une aprés l'autre
les valeurs 1,2,...n—h):

¥W=1; yf=0 pour j=fk;

Nous obtenons de (62), en tenent compte de (54):

(i=1,2,...,h)

(k=1,2,...,n—h)

(1=12,...,n—h)
Joignons (54) et (56):

' B, = 0.

(i=1,2, ...,h)

(k=0,1,2,...,n—h)

(I=12 ...,n—h)

Nous transformerons les égalités (57), qui ont lieu au point P.

Développous le déterminant en (B7) suivant la premiére ligne (quant & la
notation, voir (13)):

"
Df -4 _2 D e ACHT) =0,

sm=1 .
(i=1,2, ...,k
(k=0,1,2,...,n—h)
(1=1,2, ...,n—h)

Développons de méme le déterminant (33):

DY =0t A — 2 brnetye * A5,

13

fuml

11
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Substituons maintenant les valeurs (59) dans (58), en prenant les indices
convenables »:

& &
60) B Ar— bl e Ao AP — FYY e A A (i)

tal Sml
.k 13
+ 3 Y Woisnnrar ACE) A = 0,
Sml fm]
(i=1,2, VR
k=0,1,2,...,.n—h)
(I=1,2, ...,n—h)

Désignons la somme double dans (60) par @f. Partageons les termes de
cette somme en frois catégories: 1) s<{i; 2) s=t¢; 8) s> ¢:

i &
(61) W= (s <t) 3 3 W spsnnser A A ()

s=l feel
A

+ Y W e A A (i)
s=1
3 L3

+6>0 3 0 isanirse A A0,
Seal fm]
(i=1,2, ...,h)
(k=0,1,2,...,n—F)
(I1=12, ...,n—h)

La seconde somme (simple) s'annule aprés (12). Changeons entre eux
les indices dans la troisidme somme; tenons compte dans cette somme de
Tégalité (11), ou:
(62)

.y .
bzi—lx-ft,n—h-(-s - — b'(x‘lh-{-s,n—]x-{-t .

Nous obtenons ainsi:

L '
69 o= (<) 3 D Uriosc (A0 A0 — ACf4 - 4 (0]
s=1 fml .
(i=1,2, ..,%
C (k=0,1,2,...,n—h)
(l=1,2, ,n-——h)
Désignons par Cf% le eomplément algébrique de 1'élément of? dans le

déterminant 4 (18). Les déterminants entre parenthése carrée (68) ne diffsrent
12
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de 4 que par les éléments des colonnes s et ¢ respectivement. Développons
les suivant ces colonnes:
3

(64) , A0y = Y o O,
. Gl
. -
(65) ALy = 3 aff - Oy,
=1
i
(66) AC) = Yo 02y,
=1
k
(67) Ay = Y aff - Oy,
A
Désignons, pour abréger, le coéfficient de b, , ., dans (63) par BEP:
(68) B = A(E¥) - A — ACE) - A0,

(F =0,1,2,...,0—h)
(@ =1,2, ..,n—h)
(8,t=1,—2, ...,h)

A & 3 1
\ A\
69) Bt =Y B a? o Oy OPpe— 3 I aft - o+ Oy » O

a=1 f=1 a=1 g=1
(b =0,1,2,....n—h)
¢ =1,2, ..,n—h
(5t=1,2 b

o o

aml gl off off
(k =0,1,2,...,n—%)
@ =12 ..,n—%h)
(t=1,2, ...,h)

(70)

I
b
b

* Oﬁh-‘«s . szg)h—;-t-

Partageons les termes de la somme (70) en trois catégories: 1) @ << f;
N a=4g; 3) a>p:

) Br=e<pY-

o af®

. O;u.)ll . G,
s n—-hht
af® o

Q] Beml
"
() o)
[t
+y. O,y OF
“hts * UnZpt
:}" o of

13
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a® af* ”
a>ﬁ)22 ol af® s Oy OFs.
o=l g=l |
(k =0,1,2,...,n—h)
(I =12 ..n—h)
(s,2=1,2, ...,m)

La seconde somme (simple) s'annule identiquement. Changeons entre eux
les indices @ et B dans la troisidme somme, Changeons ensuite entre elles les
lignes des déterminants de la troisisme somme:

(a)
(f)._
(72) B 0& <ﬂ)22" a,{ﬂ) (ﬂ) /z—/z+s Cce, P pts
=1 g1 |
P
@ g |
a® af>
-— (& 4 . (o)
(<) 21' 2 o op | OB e
Qe=l B

k =0,1,2,...,n—h)
¢ =12 ..,n—"
5t=1,2, ...,n)

Nous joignons les termes correspondants des deux sommes:

(@) Bg=(a<p) 2 2

|
o a® C®ye Oy

aml =1 off aff) Cr{ﬁ—)k cP et
(* =0,1,2,...,n—h)
¢ =12 ..,n—h

(s,t=1,2, .,n)
Désignons par Cf3¥ le complément algébrique du mineur:
a;'a) agu)
a;ﬂ) a,gﬂ)

dans le déterminant 4 (18).
Dans ces notations nous avons?):
C;u) Cgm)

(74) cp op

B C;f‘éﬁ) R

Substitnons maintenant les valeurs (74) dans (73), en prenant les indices
convenables y et d:

!) Voir par exemple. Kowalewski, Eintiihrung in die Determinantentheorie. 1909. p. 80.
14
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h
. (o) of0)
v | oY af*
(75\ (s t) = [(a < ﬁ)z‘ (E‘}) a’ﬁ) * Oﬁﬁ%)—l—s,n—h-}-t] < 4.
a=1 g=1

(k =0,1,2,...,n —h)
¢ =12 .., n—h
(5t=1,2, ...,n)

b

On voit aisément que la somme entre la parenthése carrde est le déter-
minant A(*Jts»+), développé suivant les mineurs de deuxidme ordre, for-
més des éléments des colonnes numéro s et . Par conséquent:

(16) BEp = A A(prrp).

(F =0,1,2,...,n—h)
¢ =12 ..,n—h)
(s2=1,2, ...,m)

Substituons (76) dans (63):

. (1) o == (s<1) 2‘2 b s A+ 4 (o frbsn—ott),

Sm1 =1
(=12 ..,h

(#=0,1,2,...,n—h)
(1=1,2, ..,n—h)

Substituons maintenant (77) dans (60) au lieu de la somme double. Omet-
tons le facteur commun 4, ce qui est légitime d’aprés (30).
En tenant compte de (11), nous obtenons en définitive:

(18) ¥ A —|—-2b D penr APH) 2‘ B2 pe - A ()

ta] Sm=1

B oA
+ < t)zvzw B pps e A(prerp) =0,
sl f=1
(=12 ...,h) !
(k=0,1,2,...,n—h)
=12 .., n—h

Partageons ces équations en trois catégories: 1) k<Cl; 2) k=1; 8) k>1
On voit aisément que les équations de la deuxiéme catégorie sont vérifides
identiquement. Quant aux équations de la troisitme catégorie, leurs membres
gauches ne différent que par le signe des équations correspondantes de la pre-
midre catégorie (c’est & dire, de celles qu'on obtient en échangeant % et [
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entre eux). Nous pouvons dune rejeter la deuxidme et la troisidme catégorie,
en posant:

(19) k<.

Nous pouvous ajouter la valeur 0 aux valeurs parcourues par I, car d’aprés
(79) & la valeur {==0 ne correspond aucune valeur de % En ajoutant zéro
pour la symétrie, nous ne changeons qu'en apparence le nombre des équa-
tions (78).

En définitive les indices dans (78) peuvent parcourir les valenrs:

(i =1,2, ..,k

(80) (B1=0,1,2,...,n—h)

sous la condition de vérifier Iinégalité (79).

Les équations obtenues sont des conditions d'intégrahilité totale du systéme
(9)%), ou du systéme équivalent (2). Elles ont lieu dans un point P, pris ar-
bitrairement dans le domaine B. Par conséquent, le systéme (2) est totalement
intégrable dans le domaine R.

Dans les équations (78) les h dernidres variables jouent un réle asymé-
trique. I faut remarquer qu'aux différents points du domaine B dans les équa-
tions analogues A (78) les différents systémes de variables jouent le méme
role. Mais & tous les points les conditions de I'intégrabilité totale du systdme
seront vérifiées.

Nous avons démontré que les équations (18) ne sont équivalentes aux
équations (19), que pour les systémes totalement intdgrables des équations (2),

Cest la premiére partie de mnotre. lemme.

IV. Démonstration du lemme. Condition suffisante.

Nous montrerons maintenaut que lintégrahilité totale du systéme (2) est
aussi wne condition suffisante d'équivalence des systémes (18) et (19) (le sy-
stéme (2) étant vérifig),

Nous admettons dans ce but que le systéme (2) est totalement intégrable.

Par conséquent, les équations équivalentes (57) sont vérifides identique-
ment & chaque point du domaine B. On peut omettre les indices (0). Nous
obtenons ainsi les équations (36) ou (35).

') Voir par exemple: E. Weher, Vorlesungen iiber dag Pfaff’sche Problem. 1900.
p- 106—106. Les équations, qui y sont fournies, comme des conditions d'intégrabilité totale,
doivent &tre partagées en deus catégories, qui ne différent, que par le signe du membre
gaunche. Une catégorie sera identique avec notre systéme (78), ot les intices parcourent les
valewrs (80) sous la condition (79). Il suffit de développer les deux systémes pour s'aperce-
voir de leurs identité.

16
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Nous avons admis que les fonctions y;,,,...,y, vérifient les équations
(2) ou (8). Ces équations et l'équation (35) numéro / entrainent (sous la con-
dition (30)) I'équation (34) numéro L Donc le systéme (84) ou (31) est vérifié.

" La démonstration d'équivalence des systémes (18) et (19) se compose de
deux parties. .

Nous montrerons d’abord que le systéme (18) entraine le systéme (19)
avec des fonctions gy, iy, ..., 4, convenables. :

Nous admettons que les fonctions py, ya,..., ¥sy Ay 4g,..., 4, vérifient les
équattons (18},

Regardons les & derniéres équations (28), comme définissant les fonctions
By Moy -+ ., My Oest possible & cause de (30).

Les fonctions gy, fy, ..., ft;, ainsi définies, vérifiént les 2 dernitres équa-
tions (28). Mais ces équations et I'équation (31) numéro 7 entrainent (sous la
condition (30)) l'équation (28) numéro I. Par conséquent, toutes les équations
(28) ou bien (23) sont vérifides.

Les équations (18) et (23) entrainent immédiatement les équations (19).

Nous avons done démontré lexistence des fonctions g, py,..., s, qui
vérifient avec notres fonetions yy,y,,....y, le systéme (19).

Nous montrerons maintenant que le systéme (19) entraine le systéme (18)
avee des fonctions Ay, 4y, ..., 4, convenables.

Nous admettons que les fonctions gy, #yy - .., ¥us By fay .-, #; Vérifient les
équations (19).

Regardons les h derniéres équations (28), comme un systéme d'équations
différentielles, définissant les fonctions Ay, 4,,...,4,. Cest possible daprés la
condition (30), qui nous permet de mettre notre systdme sous forme normale.

Les fonetions  4,,4y,...,4;, ainsi définies, (qui peuvent méme contenir J
constantes arbitraires) vérifient les % derniéres équations (28). Mais ces équa-
tions et V'équation (31) numéro 7 entrainent I'équation (28) numéro I Par con-
séquent, toutes les équations (28) ou bien (23) sont vérifides,

. Les équations (19) et (23) entrainent identiquement les équations (18).
Nous avons done démontré I'existence d’une infinité des fonctions 2y, Z,,..., 4
qui vérifient avec notres fonetions g;,y,,...,%, le systéme (18).

Notre lemme est done compldtement démontré.

V. Le principe de Hamilton et 1’holonomisme.

Nous nous occuperons de la premidre application de notre lemme.

Nous désignerons le temps par 2. Les variables g, #y,...,5, scront des
paramétres, déterminant la position d’un systéme a'n degrés de liberts,
. Admettons qu'il existe pour notre systéme une fonction des forces U, qui
peut dépendre du temps. Nous désignerons par 7 la force vive du systéme.:

17.
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Supposons encore que notre systéme est soumis & des liaisons, exprimées
par les équations différentielles (2). ‘

Nous n'examinerons que les mouvements du systéme, pour lesquels le
point aux coordonnées ,yy,%s,...,¥, reste dans un certain domaine E de
Pespace & n -1 dimmensions.

Nous admettons que la fonction des forces U est une fonction de la
classe C" des variables z, ., %s,-.., %, dans le domaine.

Admettons que la force vive 7' est une fonction quadratique des vitesses
généralisées y;,¥s,...,¥, et une fonction de la classe €'’ des variables
%, Y1y Yay+- -, Y, dans le domaine R.

Admettons que les fonctions ¢ sont linéaires par rapport & yi,a,...,¥e
et de la classe C* par rapport & «,4,,%s,..., ¥, dans le domaine R.

Introduisons la fonction de Lagrange:

(81) F=T14+T.

En tebant compte des notations (3) du numéro II, nous admettons de
nouveau qu'a chaque point du domaine B l'un au moins des déterminants
d’ordre % de la matrice (D) est différent de zéro.

Dans le déterminant R (6) on peut remplacer la fonetion f par T, ear U
ne dépend pas de i, ¥s,..., 4, Ce déterminant ne dépendra pas de y;, yi, ..., yu,
ear T est une fonction quadratique de ces dérivées.

Admettons que le déterminant R (,yy,¥s,...,¥, De s'annule en aucun
point du domaine R.

On voit aisément que toutes les hypothéses du numéro II sont vérifiées
pour la fonction de Lagrange f.

Admettons maintenant que le prineipe de Hamilton sapplique & notre
systéme mécanique. Alors le mouvement du systdme s'exprime par les équa-
tions (18)7), qui sont la condition premiére d’extremum de I'intégrale:

(82) I=f(1’+ U)dax

duns le cas normal.

Mais, d'autre part, ce mouvement s'exprime par les équations de Lia-
grange, qui prennent dans notre cas la forme (19)1).

Par suite, les équations (18) et (19) doivent &tre équivalentes.
. D'aprés notre lemme intégrabilité totale du systéme (2) est une condi-
tion- nécessaire de eette équivalence. Nous pouvons done remplacer les termes

1) Voir, par exemple: Bolza, loc. cit. p. 589—590.

?) Voir, par exemple: Appell, Traité de Méeanique rationnelle. Vol. IIL. 1911, (trok
siéme édition). p. 873374,
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gauches de ces équations par k& combinaisons linéaires, linéairement indépen-
dantes, qui seraient des dérivées des fonctions finies. En définitive, on peut rem-
placer les équations de liaison (2) par des équations finies.

Le systéme est done holonome.

La marche inverse de raisonnement n’offre aucune difficulté.

Nous avons done démontré, que le principe de Hamilton ne sapplique
qu'aux systémes holonomes.

VI. Cas singulier dans le probléme de Lagrange.

Nous passons maintennt & la deuxidme application de notre lemme.

Si nous avons le systdme de n- % équations (2) et (18), et les valeurs
initiales (29), (37), (41), (38) données, vérifiant les équations (40) et I'inégalité
(42), alors il existe des fonctions g, ¥ay .-« Yuy 41 Agy sy Asy qui satisfont aux
conditions initiales (45), (46), (46), (47), et vérifient les équations (2) et (18)".

Cest le théordme d'existence des extrémales normales dans le probléme
général de Lagrange, concernant lextremum de l'intégrale:

X
(8%) I— [ F 0t e or ot ) 4
X

dans le champ, défini par les équations (2).

Ce théoréme n’est pas en général valable, si Ion remplace les équations
(18) par les équations des extrémales singulidres. Nous nous posons la question,
sous quelles conditions le théoréme d’existence s'applique encore aux extré-
males singuliéres. )

Remplagons dans (16) et (17) la fonction F par:

&
(84 F(mv:’/:u Yoy s Yns Y1y .1/;3 L] ?/,:; Asy Ay ey '?'h) =Zli‘p(i)'

=
Les équations (17) définissent maintenant les exteémales singuliéres. Elles pren-
nent la forme:

A
W[, o d (9gW g0
© Sk

fenl

Faisons quelques changements dans notre lemme. Remplagons les équa-
tions (23) par (85). Ne retranchons pas les équations (19). Nous obtiendrons
aingi au lieu de (28) les équations:

1) Voir, par exemple: B olza, loc. cit. p. 589—590.
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. k " I3
@6) D=3 u-ap.

im0 kO i=1

Nous pouvons éliminer les quantités 4; au lieu de A; - u;, et nous obtien-
drons ainsi les équations (31).

Admettons maintenant que le théoréme d’existence s'applique & notre cas.
Alors, toute la démonstration de numéro III reste valable. Le systéme (2) doit
&tre totalement intégrable.

L'intégrabilité totale du systéme (2) est donc une condition nécessaire
d’applicabilité du théoréme d'existence aux extrémales singulitres.

Admettons maintenant que cette condition est remplie.

Considérons les valeurs initiales (29), (37), (41), (38), vérifiant les équa-
tions (40).

Prenons des fonctions gy, 9,,...,4,, satisfaisant aux conditions initiales
{45), (46), et vérifiant le systdme (2), arbitraires du reste.

* Nous pouvons démontrer, comme au numéro IV, qu'on peut trouver h
fonetions 4,4y, ..., 4;, dépendant de h constantes arbitraires (par exemple, va-
leurs initiales), vérifiant avee yy,y,,...,7, le systéme (86).

On peut choisir ces constantes arbitraires de telle fagon que les conditions
(47) soient remplies.

Mais dans notre cas les éguations (86) sont identiques avee les équations
(85) des extrémales singulitres.

Nous avons done démontré le théordme d’existence.

Lrintégrabilité totale du systdme (2) est done une condition nécessaire et
suffisante d’applicabilité du théordme d’existence au cas singulier.

Mais dans le cas normal les valeurs initiales déterminent l'extrémale d’une
fagon univoque. Dans notre cas cela n’a pas lieu, car les fonetions Y1y Yareos Yue
sont arbitraires, les fonctions 4,, 4,,...,4, — détermindes.

On voit done que ‘dans notre cas chaque courbe, appartenant au champ,
est une extrémale singulitre (pour valeurs convenables des A;; 4,, .. B ARE

B —

Streszezenie.

Zwykla zasada Hamiltona, dotyczgca pierwszego warunku ekstremum
calki Hamiltona, stosuje sig do ukladéw holonomicanych. Juz Hertz zau-
wazyl, se stosowanie jej do ukladéw nieholonomieznych moze prowadmé do
blgdnych wyn1k6w

) Voir par exemple:
236—237.
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Gléwnem zadaniem pracy niniejszej jest dowdd, ze zasada Hamiltona
nie stosuje si¢ do zadnyeh ukladéw nieholonomicznych. Innemi slowy, holo-
nomizm jest pietylko warunkiem wystarezajacym, ale i koniecznym stosowal-
nosei zasady Hamiltona.

Rachunki, przeprowadzone w pracy, pozwalajs rozwigzaé takie pewne
zadanie z rachunku warjacyjnego: w jakich warunkach moina stosowad twier-
dzenie o istnieniu do ekstremalnych osobliwyeh w zagadnieniu ogélnem La-
grangea? Otéz, warunkiem konieczoym i wystarczajacym jest ealkowalnogé
zupelna réwnah warunkowyeh, okreélajseych pole funkeyjne zagadnienia,
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