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10 P. Lévy: Sur quelques questions de caleul des probabilités

10 £ est coutenu dans ¢. Dans ce cas m(f) doit é&tre compris entre O
et m(e). L’on pouvait avoir antérieurement ume borne inférieure pour m{f)
#il existait un ¢ déjd mesuré contenu dans f; mais comme dans ce cas ¢
est contenu dans ¢, il ne peut y avoir de contradiction entre la borne infé-
rieure m(¢;) et la borne supérieure m(e). Aucune contradiction n'est & craindre
non plus du fait de l'existence d’ensembles déja mesurés contenus dans e—f,
ou au contraire contenant, soit f, soit ¢ —f.

On traite de méme le cas ot f est contenu davs le complément g==
=E—e de e

20 f contient e (ou ). Cela revient & dire que le complément de f est
contenu dans 2 (ou e); ce cas se raméne au précédent.

30 f comprend une partie f* de e et une partie /” de &; on ne peut
alors, du fait que lon ait choisi m(e), rien conclure d’'autre sur f que ce qui
peut résulter des considérations successives de f’ et . Aucune contradiction
n'est done & craindre.

En résumé, le choix de m(e), effectud arbitrairement entre les bornes
inférieure et supérieure antérieurement connues, ne risque d'entrainer aucune
contradiction (ce qui ne serait pas vrai si l'on conservait Vaxiome c).

Et pourtant, 'on ne peut pas continuer indéfiniment et transfini-
ment Un exemple le fera comprendre. Supposons que Fon ait & attribuer
successivement des mesures & des ensembles ¢, ¢, ..., dont chacun contienne
le suivant, tous les ¢, n’ayant d’ailleurs ancun point commun; m(e,) peut alors
étre choisi arbitrairement entre O et m(e,y); si les choix sont tels que m(e,)
tende pour # infini vers une limite positive, une contradiction apparait a la
limite, bien qu’aucune contradiction ne soit & eraindre aprés un nombre fini
de choix.

Cette remarque montre pourquoi le mode de raisonnement considéré ne

permet pas de conclure, et les mémoires cités de MM. Banach et Kura-

towski et de M. Ulam permettent de conclure qu’on ne saurait éviter par
aucun choix des m(¢) de trouver & un certain moment une contradiction avant
d’avoir mesuré tous les ensembles e.

Je tiens & faire remarquer, en terminant, que l'erreur que javais com-
mise & la p. 330 de mon Calcul des Probabilités provenait de l'oubli de la
remarque qui préeéde, et me saurajt conduire i douter de la légitimité de
Paxiome de M. Zermelo, dont I'emploi, & mon avis, ne risque pas de con-
duire & une contradietion,
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Sur le probléme de la turbulence
(O zagadnieniu turbulencji)

par

A. Rosenblatt

Le présent travail est une étude détaillée de la perturbation du mouve-
ment laminaire des liquides visqueux incompressibles qui a fait I'objet d'une
Note envoyée au Philosophical Magazine, et d’une conférence au Ju-
bilé de 1a British Association. Il s'agit du mouvement laminaire appellé
ysimple shearing® par les Anglais, c'est & dire dont la vitesse fondamen-
tale u, est de la forme

U
1) u =75y

Le fluide se meut parallélement & I'axe des = entre deux parois Fy, Fy,
dont la premiére F; est en repos et la seconde a la vitesse U et dont les
équations sont y =0 et y = H. La perturbation sevanouit exponentiel-

lement & Vinfini, cas qui est bien plus facile & traiter exactement que le
cas d’'une perturbation périodique en .

1. En supposant l’adhérence compléte du fluide aux parois nous avons
comme formule générale de la vitesse u, paralitle & l'axe des =

U
@ Uy = -+ 8 4oy (H—3).
Le gradient %%Q de la pression moyenne s'obtient de I'équation
d
MA“0=§7
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done il est égal & — 6u 4, u étant le cosfficient de la viscosité. Nous posons

, 19
E=— 34y =5 81;",

U
uy = — Ky (H—y).

La fonetion de Stokes correspondante ¥ est
_ b ‘gt Y
U= — g +Xy(By ).
Nous avons l'équation en &

®) phpsw— DEAY) AT _

Nous essayons de satisfaire & cette équation en développant @ suivant les
puissances d'un paramétre &

@ =1, +2‘gf W, (%, 9, 1).
R
Nous poserons l
&
(®) w, =2‘g~{[’lf-k(k“h)llx-i-[lzﬁ+(lz——/t)y]f} Fons ),
h=0

od les nombres 4,1; u, ¢ sont complexes conjugués. De méme fi_,4(y)
et fs.-s(y) seront complexes conjuguds de sorte que @, sera réel.

Nous supposerons, dans le présent travail 4, g réels, positifs de sorte que
Yon pourra remplacer I'expression générale (5) par 'expression plus simple

®) T, = @t £, (y).

Les ¥, sont déterminés parles équations anx dérivées partiel-
les du 4 ordre

%) vAAT, =0,

VAT, — T, A, + 0, 40, — 25—,
AAT, — T, AT, + 1 94D,
vAAT, — U AT, + U, AT, — =5t = 30, AV, — U, AT,
Hermt
Lmeal, .., k=1

En remplagant dans ces équations les ¥, par leurs valeurs (6) nous ob-
tenons une suite d'équations différentielles ordinaires du 4. ordre.
30
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Ein introduisant les fonctions auxiliaires g,(y) définies par les expressions

)] Pe(y) =f¢ () + B2 2 faly)

nous obtenons les équations différentielles suivantes:

@ o+ el vias k| gy — Ky (B — )|+ b
— 2KkAfe = ¥ U= 1fign+ mfi gy = » Fx(9)
e F=1,2,...

2. Dans le cas du ,simple shearing® les équations (9) ne contien-
nent que @,

y Uk
(10) i +¢h(k’l’+klmy+—:f)=ﬁ’k.

Nous pouvons introduire les grandeurs sans dimension employées
par Sommerfeld et autres

U
W) t=g, 1=4, v=gt v=AH o=Sr, E==r,

R est le nombre de Reynolds. Nous poserons

fely) = (-

Rn?
2
U,= —_f(y§+dz) .ﬁ(m_

On aura alors

12) T, = —

4]

Nous avons done
9u0) = 3 i () + B2 £ )
Posons
9:4) =755 P00
on aura
9 (y) = -1174 7% (1)

Nous aurons done pour déterminer (), Fu(n) les deux systémes
suivants déquations différentielles ordinaires:

(13) Fe )+ By An) = eu(m),
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(14) L B+ Tl [ 4 BR( A )
= 71— 0 () 4 mi0) 7 () = Da().
Hmek

M. Sommerfeld envisage les perturbations périodiques, il
a les notations suivantes
Y=g, 6= —ip,
done
@ = ——iy, ‘3 = id.
8. Nous introduirons maintenant, dans chaque paire d’équations différen-

tielles en f;, @, des nouvelles variables indépendantes. Ces variables seront

_ By ROty (P [  RG+Hym)
15 — L .
o) # (k;vR)? R?f [ T k?’” J

7, 0 étant supposés positifs, 2, augmente avec 7 et anx limites =0, n==1
correspondent les limites de 2,

8 QPP EERS L P ER(4y)
! (ky B (kyR)¥

e on a

amn & — o = (kyR)}.

En remplagant dans @,(7) la variable indépendante 7 par z, nous obte-
nons une fonetion q;k(z,‘)

51« (n) = E ().
On aura ensuite

) = P (ky - BE,

done on a

95 () + Pu(m) (k292 + BR(S + yo7)]
olt 'on a posé

= by B {77 L2 T o,

o8
(18) PR
P
Nous obtenons ainsi les deux séries infinjes d'équations différentielles
= - -
(19) J @)+ 37 @) = 15 )
39 ‘ \
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=, = 3 =
(20) Px (%) + 2 Pal2) = r Dy (2e), “

olt Pon a posé .
D, @) = De(n),

g 1
B ymyt

et ol l'on a

Nous avons done, en particulier, les équations suivantes

jl (=) "*‘.91](1 (21)—'22‘ ? (21),
% ' (21) -+ 31?’1 (2) =0,

f’ (zﬁ—{-—g%f (25) = fg P2 (23),

B Fe) T ) T @) - B

z2) + 2 ‘Pz (29) = 1y’

En remplagant dans ﬁk(zk) la variable z, par les variables 2, 2, dans les
fonctions £, nous avons

@) T =7 3 =1y BT - 5 lon) +-mOy B ) Bl

Hom=k,
l:';n-l...k—

4. Intégrons maintenant les équations (19), (20) en tenant compte des
conditions aux limites. Nous avons d'abord

2
22) 7= A4 sin g e, - B} cos gez + 70.{“? f sin g (2 — 1) - @ () du.
%
Les conditions aux limites
) f@) =0, Fi) =0
doment
4, =B, =0, E=1,2,...

Caleulons maintenant les @, (z). Envisageons dans ce but I'équation dif-
férentielle

d2
(23) d_m% + zy = 0.
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Cette équation a les deux intégrales linéairement indépendantes

w=VzI (3a%)
k3

Les I sont les fonctions de Bessel d'indices — §, {. La fonetion I, de
Bessel dindice » satisfait & I'équation différentielle, du second ordre

(24) w=V=1_, @)

(25) P+l gr(i-5)=o

et elle est donnée par le développement

In(u)=(g)n§( 1)k ( )“ TEEFHT 1(n+/c+1)'

On a done les développements

(26)

o) 3_ @I | @I

0 Lyeh = rnl Y+ g
§ ;
A3 W _@QrT@e | @ T @
Iy 6 (%)V—[l T@-11 T I ]
Nous avons done les intégrales

(28) al<x)=@)‘*r@)VEI_%(%m%)=1—-%(%T),-’f+...,

(%;)l’

a=@3 @z ¢oh=d 1By |
k2

dont le déterminant fonctionnel
0y (%) 0y (&) — 0y (x) 'y (@)
est égal & 1.

La solution générale :tf,,(zk) de 'équation (20) s'exprime done par la for-
mule

,
2 f o (4) ) — () ()] D)

4

(29) @ (3k) = 4,0, (2) + B,0y(2) +

7e(22) est donc donné par la formule suivante
3¢

Sur le probléme de la turbulence

(30)

(31)

32)

(83)

(34)

(35)

7 (7)) = kﬂ'y’ sin g, (2 — %) {40, (w) -+ B, 0y(w)
= f [o2(5) u(4) — 04(€) 0 ()] D (€) 4L} .

5. Nous avons encore les conditions le long de la seconde paroi

feeh =0,  F@Eh=0.
Introduisons les intégrales
3
1, () = [ sin g; (2 — ) 0y (w) du,
2
23
I, () = f sin go (o — ) 03 () dot,
2
%
Ji(oe) = [ cos gy (2 — u) oy () du,
2

2
Jy(2) ==fcos 9k (2 — u) 0y (u) du
zO

Nous avons alors

fk(zk) = kx {-AkI (2e) =+ Bely(2)
£
+3s [eingua— f [63(8) o) — 03 () 0, ()] s (§) L .
28 25

Ces conditions (81) pour k=1 donnent donc les équations suivantes

4, L (&) -+ B, L) = 0,
4, Jy (@) + By Jy(=) = 0.

Il en résulte 'équation transcendante suivante entre y et d

= L&) 2 () — L) L)
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Supposons que y, d satisfassent & cette équation. Alors on peut poser

Ay =—C L(=), By = C, I (=),

C, étant une constante arbitraire.
Nous calculons ensuite 4,, B, pour k=2 des relations suivantes

2

@) BBl + g f s gt —uflta )0 2

'k

— 0y(8) ay(w)] Dk (£ dldu= 0>

37 4, T,

U

W+ —) [l O aw

29 2

— 6y (§) 0y ()] D (§) A& du = 0.

%

cos g (2

1() + BaJ;

Changeons 'ordre d'intégration en introduisant les intégrales

2

If’g :fsin G2 — u) 0y (1) du, I:‘Z 8in gy (2 — ) 0y (%) du,
z

et les intégrales semblables o sin est remplacé par cos
2 2
2,
leg =f e0s g, (s — u) 0y (w) du, Jof = [ cos gy (s — 1) 0, (w) du.
3 £
Introduisons aussi les expressions

(38) Dy =1 (CADA (zl) Iz(% A (zk)

Alors 4,, B, sexpriment des équations (57) par les formules suivantes:

2
(39) 4= Dy k” I{I % ka &) oy (D) ]9;‘“02(@ J:, 148
2 *
—h@ [T 12— a@ 151a0),

%

36
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2

W @ [ D@ I — @) 1102

%
B, = Dk,kz,},z

— L6 [B0 W0 T —a@ 1),

En remplagant dans (29) A4,, B, par ces expressions on obtient les for-
mules de récurrence suivantes
1

@) R =gt f B 0) [0 €) o (9) - a1 T ok — 128 5 a1)

+ oy () ( zvt)(lz'b Jo(2k) — 1L (zl)Jlg)-ﬂl(C)G"(zk ) (L ( zk)ng

T @) — o Qe (1 6 — LE T

+ D0 [ Dalt)- [0 0o — s D) )] L)

2

6. Envisageons maintenant les expressions (38) des D, et calculons la
limite de D, lorsque y, d étant fixes et positives % augmente vers -} oo.

Rappellons, dans ce but, les expressions asymptotiques des fone-
tions I,, Y, de Bessel. (Voir p. ex. N. Ni elsen: Handbuch der Zylinder-
functionen). On a les formules asymptotiques suivantes:

(41) zlixiax {I (@) |/ = — cos (:z: — -—-ﬁ n) P (z)
_sin(ac n+1 )Q,,(x)}
zEme { (=) l/—-—sm -—~—4i ) Py (x)
—cos(w Zn—|—1 ) Q,,(x)}:

ot P, @, sont les polynémes suivants:
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=3 N Y P _ (ds—1p
42) Pk(x)__l_}.z 23)1 (” 4)(" él)k (n’ 7} )
o DY (e B (e B
Qi (2) = 2'(2(;:);)'( 4> (n é L )W(n 4 ) '

x peut dailleurs eroitre indéfiniment de maniére quelconque pourvu que
son argument @, z= r¢'®, soit compris entre deux nombres @, §, & << g, ot

n 4
a est >~—§ et f est <§.

On a d’ailleurs
(48) I, (x)y=1I,(x)cosnn — Y,(x) sinnzm

lorsque 7 n’est pas entier. En nous servant des notations de Poincaré nous
pouvons done écrire les relations asymptotiques

2n+1
(#4) ),
Y. ()~ l/% sin (& — gﬁ;-‘—ln)
On a
(45) L@=I @cosy + Y | (2)sinz.
¥ -1 3

Nous avons done les relations asymptotiques

2 e )

‘%‘ 3 9 .
Gy(z) = (";‘) I’(g—) ;1? ”/; sin (%z%-{—ﬁ) -+ (z_l%-) }

Pour caleuler D, nous pouvons remplacer o,(2) par Pintégrale

(46) o(e) = ( ;—)

) EIOEA 2 4 (§ z%)
qui est une combinaison lindnire de o (2), (2)- On a

S VERS PN AN
(48) 0, (2) = l/”zi‘ {sm (5 2 12) -+ (z% )}
38
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Nous pouvons donc remplacer les intégrales I, J & des quantités d'ordre

—2— prés et & des facteurs numériques irrelevants prés par les intégrales
z

2
(49) I— f sin g (6, — u) cos (%u% ~z) du
12/ %
o u
2k
2
- . . (2 2 m\du
5=fm%@—wm%ﬁ—ﬁ%?
20 u
2
2
7 2 8 =m\du
A =fcos 9r(2—u) cos (.g.u'ﬁ' 12) :,
2
2L
2 2 du
Jg“’fcosgk(z,,—u) sin ( u ——ﬁ)_{
W
e
Introduisons les variables
2 2 i3
(50) v = gula—u) + g —1,

2
v = gy (2— ) _'gug'\!"]%‘

On aura
. 2 3 = . -
2 sin g, (2, — u) eos (gu —1 = ginv -}~ sinv’,
23 = ,
2 sin g, (2, — ) sin Pl —ﬁ) == cos v’ — €O8 D,
2 cos g, (2, — u) cos (g u%—- %) = cos v + cos v,

. 2 3 = . .
2 cos g, (2, — u) sin (3’“ —1—2) = gin v — sinv.

Remplagons dans les intégrales (49) la variable indépendante % par la va-
riable 7. On a

2 gym)t.
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Drautre part on a

to ot :
En remplagant dans les intégrales (49) «* par 5 nous négligeons

B
done des termes d'ordre
|2 — 28| - 1.1
& & k % ky
cest & dire dordre % Les termes négligés auparavant sont d’ordre -—1—,

2

done d’ordre L Donc & des termes d’ordre % prés les intégrales (49) peu-
k

vent &tre remplacées par les expressions

‘ 3 '
(51) K1=@lfsinvdn+fsinv’d'q

Kg—— cosv dq——/cosvdn

ex

k

5 { cosv’dn+fcosvdn,

K, = *VQ: sln vdy mfsuw dv;]

7. Remplagons maintenant dans les intégrales précédentes v, v’ par les
expressions (50). Nous avons

Vi ey (s 4 B r
g¥

2k y
ey _ 1+ ()
+(kz)]+ ! b=2y (14 (3))-
R
Done les intégrales contenant cos» ou sinv sont dordre %.

Sur le probleme de la turhulence 18

Nous avons aussi

B e (—Vat g0 ey R

d ) '
Hoa 2+ (g)])-

2

Y __Rs
=(kyR)"’{(—7;——(—%- 1+ { ‘{"1’"7)__[_( )
R R

Nous pouvons done négliger les intégrales contenant cos v, sinv en
comparaison avec celles qui contiennent sin o, cos’. Ainsi, & des termes

d’ordre % prés, D, est égal au produit de CR, ot C est une constante n u-

mérique, par Pexpression
1

(fcos v’ dvy)2~|— (fsin v dn)g.

0 [
Or on a

A LC1 I R(d+wy)f

o r_Z
v _g"z”T12 ky?

2 A
A T 5 1y
+ ey f RO g 2 LY
BR® R
“E(ky)RPRfﬁ—i-w) §3—1 R’(6+7’n)2+( ”
53R |2 ip 2 P %

ey 8+ ) (k92 _ B3+ yn)r
T = gt gy g e — R ().

En introduisant la notation

—gat 5+ O
nous avons
(52) fcosw dr/—feos[ I +77)2]d17—}—(7),
jsm v dn== [ sin [m —%(5—4— »77)’] an- (%) .
En posanto 0
(53) A:afeosim~§(g—|—n)s} dn,
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B=6/}sin [m——i—g(g +7])’]d"7

1
nous avons done & des termes d'ordre W prés

(54) D = CR(4*+ BY).

8. Posons maintenant

B (¢
(85) §= Q—N(;+ﬂ),
on aura

1 1
A=cosmfcosgé’?d')y+sinm/sing§'d’7,
g s

1 1
B =sin mfcosgf’d'q~cosmfsing§'d41,
0

1 1

Ar4 B = (fcosg-.? dﬂ)s—l— (fsin?—; §’d¢7)’.

0

Ces intégrales s'expriment par les intégrales C(§), S(§) de Fresnel

£
b3

(566) C(&)=| cos 3 ut du,

On trouve en effet

fcos g Edy= l/?i?(o(b) — C(a)),

1 —
. 2
5/‘sm g:_’:ldq = ‘/—E(S(b) — 8(a)),
ot @, b sont les deux nombres

o B R
42
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Il s'en suit que D, est égal 2 une constante numérique €’ multi-
pliée par la somme des carrés des deux différences

C®) — Cla), S(8) — 8(a),

1 - .
% des termes d’ordre 7 prés. Done & la limite D, existe et est donné

par la formule
(68) D= C{[S() — 8@ + [C(¢) — C(a)*).

Nous sommes ainsi parvenu au résultat suivans:

Théoréme 1: ,Les nombres D, donnés par les formules (38) convergent
vers l'expression D,, donnée par (58), lorsque % tend vers l'infini%.

Lorsque y est différent de zéro — ce que nous supposerons — la limite
est un nombre fini différent de zéro.
On sait, en effet, que la courbe

(69) » = C(§), y = S(&),

qui n'est rien autre que la spirale de Cornu bien connue en optique,
n’a pas de points doubles.
En posant

F) = CE)+i8&

i;.g-

(60) FO =304+ om0 49

nous avons

X 1
£ tendant vers zéro avec -,

¢

9. La convergence de D, vers sa limite D, est uniforme; En effet,
envisageons un domaine (D) borné, p. ex. un prisme rectangulaire fini en coor-
données R, y,d et supposons R, y,d supérieurs & un nombre positif ¢
On voit d'abord que les intégrales I, JJ different des intégrales I, J des quan-
. . . 1 R
tités qui tendent uniformément vers zéro avec —-. En second lieu, les ex-

k

pressions K different des intégrales I, J des quantités qui tendent également
uniformément vers zéro avee % Ensuite les intégrales contenant v ten-
dent uniformément vers zéro et les intégrales contenant o tendent
uniformément vers les intégrales 4 et B. La limite D, est-uniformeé-
ment contenue entre deux nombres positifs finis (en valeur absolue) et elle
est atteinte uniformément par rapport au domaine fini (D) (parallélopipéde),
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Il correspond done au domaine (D) un nombre positif fixe L >0 et
un entier positif fixe k=1%, tels que les D, avec k>>k, sont uniformé
ment supérieurs en valenr absolue i ce nombre L (et dailleurs de méme
signe). Il y a donec un nombre fini de surfaces

(61) D, (28, 25) = 0, k=1,2...,k

qui se coupent deux & deux en des courbes. Pour toute valeur R=R, du
domaine (D) i1 y a un nombre fini de valeurs exceptionunelles y,
8, racines communes de deux équations (#1) (au moins),

Dans tout domaine fermd, p. ex. dans un prisme rectangulaire JI
qui n'a pas de points communs avec les courbes C, d’équations (61), ot Ton
a posé B =R, tous les D, sont en valeur absolue supérieurs & un nombre
positif NV, et dans tout prisme rectangulaire II’ qui n'a pas de points com-
muns avec les C, avec 2> 1 les D, correspondants sont en valeur shsolue
supérieurs A un nombre positif N’, en particulier cela a lieu pour tous les
9, 0 qui sont situés sur la eourbe Cy.

10. Etudions maintenant la convergence des séries. Envisageons
Ia série

(62) 5 == Y g, () = I ttin. H2 g, (y)
kel bl
ainsi que la série

(63) 5= )] cHE T ()= F ot £, (y).
k=] kel

. . . 2, <
Tout d’abord on voit- facilement que les intégrales [,,}f, J,,,’g sont bor-
nées dans leur ensemble, car leurs intervalles d'intdgration sont de

Pordre de |24 —2)| done de ordre de % et les fonetions oy, 0y sont de l'ordre

~1 —'1- . g 3 . 3
de 2 % donc de lordre de % ¥. On voit d'ailleurs tout de suite que ces in-
tégrales sont bornées uniformément on B, y, 0 duns les domaines (D)
considérés.

Passons aux expressions (4U) des fonetions ¢,(e,). Liintervalle d'intégra-
tion est encore pour les grandes valeurs de % de l'ordre i et cela unifor-
mément oy, g, sont uniformément de Vordre de %~ 3. Doue (p,,(e,,) est de Vor-

dre de .D,,(z}; fois l'ordre de ‘g»'i fois /ﬁ k% Done q),,(z,,) est uulformé—

meunt de ordre de D) fois ;—c

44
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D'autre part les dérivées ¢y, o, des fonctions oy, o, sont de Pordre de

0y, 0y fois lag. En effet, on a
i) = [ZIF Ly (2 eb)+ Var, 2 4)1a],

Jx est de Pordre de i et I est de Pordre de I car on a

L) = L@ — L@

= = 2

Donc les derivées @) () sont de l'ordre de g,(z,) fois 3.

Tl résulte de la formule (22) que 7, est de Pordre de g, fois /1: et que
ﬁ est de l'ordre de @, fois _1{, tout cela uniformément.

18

Soit £ un nombre positif arbitraire.

11 existe toujours des nomhbres positifs @, @,,..., O, tels que les
circonstances suivantes ont lieu:

1) les fonctions @, i==1,... E—1 ont les nombres majorants 9;,

2) leurs dérivées ?}, i==1,...K—1 ont' les nombres majorants i"‘%@,,
i=1..K—1,

3, les fonections ]“f i=1,...K —1 ont les nombres majorants 1?@,,
et enfin

4) les dérivées f? ont les nombres majorants %@,.
i?

Or il résulte de ce qui préeéde que l'on peut choisir un nombre entier
K’ uniformément pour le domaine (D) et tel qu’il existe un nombre po-
sitif N fixe (indépendant du point de (D)) possédant les propriétés suivantes:

Les @; ayant été choisis conformément & ce qui précéde et uniformé-
ment par rapport & (D) (ce qui est évidemment possible) pour un nombre K
arbitraire mais non inférieur & K‘, K = K, la fonction D, (2,) pour k=K
sera une somme de 2K — 2 termes dont les nombres majorants sont
D, D, -m fois un nombre indépendant de m et de K.

La fonetion g(z;) posséde un nombre majorant @ donné par la
relation de récurrence

1) Cette démoustration m’'a été suggérée par les travaux intéressants de M. Odquist:

»Die Randwertaufgaben der Hydrodynamik ziiher Fliissigkeiten®”. Dissertation, Stock-
holm 1928,

»Uber die Randwertaufgaben der Hydromechasil ziher Fliissigkeiten“. Mathematische
Zeitschrift T. 32, 1930.
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K-1
(64) Oe= N3 00,

fel

ol N est aussi indépendant de K.
De plus ce nombre N est tel que les fonetions

Feley Sl Tiled
possédent les nombres majorants
1
&

Donc les nombres @, existent certainement pour £ << K’, et pour
k> K' ils sont déterminés par récurrence au moyen de la formule (64).
N, K’ et les @ peuvent &tre déterminés uniformément pour les y, & du
rectangle envisagé, c’est 4 dire, sont indépendants du choix du point
dn rectangle.

Nous obtenons donc la série majorante S; de la série s,

1
xto,, 20, .

(65) $i= 5.0, ¢,

k=1
ol I'on a posé
. B, = ¢ Myitdn) — B,

Multiplions S, par soi-méme. On aura
S=(BeD + Ee3D, +..) (EBe D, + Eet @y .. )
1 1
=W-(E,s' D+ By e3Py .. .)=W(SJL — B e®).

Done S, satisfait & F'équation du second degré
166) NS — 8 + Z 0, =0.

. Cette équation possdde une solution unique s'annulant au point & =0 ho-
lomorphe et ayant un développement en série & codfficien ts positifs.
“‘Ce développement s'obtient en formant la série

1 1 _dNBBe 1 ;
5 =gy e = gy (1 — 4k, 0, oy
1 oa
— ..21'(* 1y e (g) B @4 @Ny.
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Le rayon de convergence de la série majorante (65) est donc égal a

1
67) 0= iNE, @,

Nous pouvons par suite énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 2: ,La série (4) en &, ol les & ont la forme (6), converge
absolument et uniformément avec toutes ses séries dérivées en z,y,#
pourvu que & satisfasse & Dinégalité

(68) e < e

Elle est une fonction holomorphe de ces variables dans le domaine
R(@)=0, R({)=0, |y| < 4. La convergence est d’ailleurs uniforme par
rapport aux R, y, d du parallélepipéde dont il a été question, et elle sa-
tisfait & P'équation aux dérivées partielles (3) et aux conditions aux limites
pourvu que R, y, J soient situés sur la surface D, = 0%

11. Etudions maintenant les racines de Téquation transcendante
(69) Dy = IL,(#) Jy(2) — L(a) Ji() = 0.

Nous supposerons y arbitraire mais contenu entre 0 (exclu) et 7z (exclu)
(pour faciliter la discussion). Nous montrerons lexistence des d suffis am-
ment grands satisfaisant & I'équation (69). B sera supposé fixe > 0.

Pour des grandes valeurs de d nous avons asymptotiquement 4 des fac-
teurs eonstants prés

01 = ;1; foon (3t 75) + & ),
ay(u) = é {sin (gu%——— 132-) + & (“)} s

les ¢ étant de l'ordre de i Pour former le déterminant D; nous pou-

2

%
vons d'ailleurs remplager o,(«) par o,(u) et —}—% par -—1’%
Nous introduisons la nouvelle variable indépendante [ définie par

w=1t+2
et mous posous
&= (yR)%.
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Nous avons alors

e 1 ) 2 3 = 1
I, = [ ———singie— ) cos {»—,— S - 0)F— v} ~+ =t dE.
1 6/‘2?% [1 % i 91 g){ 5 (= &) 19 z?%} 4
X

Cette intégrale differe done & des quantités prés d'ordre —— du produit de

L par. l'intégrale z‘}%
z‘l’%
(10) R= [ g e g os[5 @+ £F— Taz
On a de méme les intégrales
- [ . [2 3 =],
(71) Iy= [ sin g, (e~ ) gin [3 A+ EJQ*_E] ag,
ﬁ/ cos gu(e— ) con| - (14— ot
T= f cos gy (e — ) sin [§<z2+§>‘3~ e
Pour évaluer ces intégrales on posera
(12) m=ge—it Q=26+ 0t—ut.
On a
— 2 .
2 = f sinfo(e—0) 5 61+ 08— Tt
—|—fsm[ '9_5)“% ~1+§)3+"1"';]d§
Or on a

&

Suinloe—0+5 @+ }dé:— f sinfn -+ L9,

car f'(£) est positif pour les grandes valeurs de 2}, car

FO=E@+0—g,  FO=3@+0E
48
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En intégrant par parties on a

__cos (m =+ £(5) |_ Feos (m = f©@) 4,
7O S vz

La seconde intégrale est de I'ordre de 1 .
0
21

(S

De méme nous avons

fsin[gl(s—‘g) g +§)2+‘1‘TE2‘}J§ fsm{m —|—j'(§)]:; g,
oll mous avons posé

meget, O =—at—3d+0},

4 i
et f({) est négatif pour des grandes valeursde 20 et f({)=—g, — (A + D*
est de méme négatif et décroissant. L'intégrale est égale &

__cos] m—{—f(C) _ (eosimS @) 5
Fo | f For Q%

La seconde intégrale est de I'ordre de -La. Donce & des termes dordre
T 0%

prés 27, est égal A 4
K
(13) _cos [m4F(@)] e eos[m -+ FE)If
@) [0 7O ’o

On obtient de méme avec la méme approximation les expressions appro-
chées des autres intégrales (71).

On a
(19) 5[91 e—o—F e+ b+l

/;os[gl (e—0) +§(z?+ E)’%—ﬁ}déy

&

2 3
fces[% c—D+ia+oi-7

&

]
+fcos gie—0—3 @+ of+ T
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2/—[m@@—®+ @+ ot o

+, m{ @+t —ne—p)e
A des quantités d’ordre —g prés les membres A droite de ces formules
sont égaux aux expressions
sin [ 4 F(E)] |2 sin [m - £ ()] |°
J(&) o F0) o’
sin [ < F(E)] |*, sin]
(75) fl (5) 0+ jl'l(g)
_conlm 4 fi@)] | eos[m+ Q) -
G o S &) o
12. Les expressions (73), (75) sont évidemment de Pordre de ----. Done

o%

en ne conservant que ces expressions dans les développements des I, J on
néglige dans le déterminant des 7, J

D=TJ —LJ
des termes d’ordre —1-—
&

o3

En multipliant D; par #{* on obtient une expression qui différe du -

terminant D par des termes d'ordre —1 Le déterminant D des quantités (78),

4

(75) différe du déterminant D par des termes d’ordre %, done D differe
2

de z‘,"L‘D1 par des termes d’ordre —
z&
Or le déterminant D des quantités (73), (75) est
% (eos[m+ f(0)) cos [ +- f(£)] sin [m + £(2)]
a0 5= () (2 GO ) (el
(sm [m 4 £()] ‘)’
o h

S
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Ceci est égal &

1 1 9
FeE T For — 7o e -0l

i
~ e~ o+ Farm e O—rol
Or on a
f@ = £0) + ef" (8, 0CoCy,
PO = F'0) + ef(@9), 0CeCy,

done en remplagant dans D f'(s) par f*(0) et /'(e) par #/(0) on commet une

erreur d’ordre
17O J0)
f@’“pfwv

done dordre . De méme D est & des quantités d'ordre %.; prés égal &
21

#

4 sin? [f @ —f (0)] —_——
(V;f—‘gl)g 2 (Vzg+91)g

Nous obtenons donc entre y et 4 une équation de la forme

SYLCESUNCESC

e [£O-10)

R 1 (1
11 __x > =0,
an (Vg_gl)z (VZ_H-.% ) V;'g f(yz'? 5‘)
od f est continu au voisinage des valeurs 0 des arguments.
Nous avons )
1
fO—FO =cefO+5/68, 0CHCe,
FO—FO =ef O+ 5@,  0CHCe,
donc & des quantités d’ordre —; prés les deux premiers membres de (77) sont
égaux i %
sin? i%@ B sin? Ei;(ﬁ
Vet —g.)*  Wat+g)*
En posant
(18) eVd =VRSFyi=q,

et en se rappelant qu'on a
b1
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& = —Y
on a done Péquation transcendante suivante entre 7, y:

L, T ., T
sin? _'_y sin? —+

g 2
Nk (z— )

Vi (i—, y) étant continu, limité an voisinage des arguments nuls.

(719)

/’( ,7)~0

18. 11 est maintenant facile d’obtenir les racines de (79) pour des gran-
des valeurs de ¢, donc de 7.
Soit 7, une racine de l'équation

sin® 's—k—z sine "7
(80) 2 L 0
(z 4y (v —y) '
On a
sinZ +7 sin 2 Y
.2 2 1 (sin Z eos
T4y T—y _1“—7/1: g 08y

= %E’_l,_yi{ 2 sin Z cos Z 7~ 2 8in §- cos g y},

sty vy
D) z 1
Fy Ty TEp

sin

{2sin§ cos ;: 7 — 2 gin g cos g y}.

Envisageons les deux équations

(81) tg%-w—-tgg-yzo,
(82) tgg-y—tgh o=0.

Quant 3 la seconde équation, pour toute valeur de y contenue entre 0
et 7 exclusivement il y a une infinité des racines t==1, car en posant

(83) 5=2sm+E,

b2
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oll s est un entier positif arbitraire, tg-

(SR

7 .
lorsque £ augmente de 0 & -. On a dailleurs

dtgz 1

dt 1 1®

7 sing .
{§ - _)—} >0,

%

il y a donc pour chaque s une racine exactement. On a

done £ est pour les grandes valeurs de s voisin de

(84)

Quant & I'équation (81), lorsque = est grand,

tgé=

Plus précisément on a

Posons maintenant

To

tg

g5

= st 24,

Y
tgj)—

£~ aretg | — - 457 .
s g y

tg € =

tg &= arctg

est voisin de

g%

45w -2E

ytgy,

T=T+ 1

T
PR

= £ augmente de 0 & -} oo,

T .
tg 5 est voisin de zéro.

dsm + m,

lorsqu’il s'agit de la seconde équation (82)

On a
sin? (IO_}_Y +: ) sin? (—-——° 3 2 -+ 2)
@Ay T+t m—y
2
sin 20 7+cos Lt 2 (ain 5 Y os ~——[——cos—ziysm Z)
= - P
(50 + 70 [1 s H} 0 — 72 1+ ]
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(sm oy + Q cos _o+'}' +("7)2)

= (T - )2 [1 - %217 + (:]E)J
B (sm Yo O——:O;’—W— + (e ) [1 . 102—137’_}_ (%)2]

—{ G R A ) A6 )

Ju /o étant des fonctions continues pour les valeurs nulles des arguments.
Or sin (75 -} y) est voisin de —siny et sin (7, —y) est voisin de siny.
Done on obtient entre 7 et 7, pour tout y positif situé entre 0 et = une

équation transcendante de la forme

(85) —nsiny 47 (1, 1) =0,

ol f est somme d'un terme qui -tend vers zéro avec 1 et d’'un terme d'or-
dre 5% %o

Done, lorsque 7 change de signe, en passant des valeurs négatives aux
valeurs positives pour un 7, donné suffisamment grand, il y a une
racine 57 =1, de l'équation (85), car le membre i gauche de (85) change
de signe. '
Donc pour un y arbitraire qui n’est pas de la forme sm, s entier il
existe une infinité de valeurs positives ‘de 6 racines de l'équation D, = 0,
ce dont il g'agissait de donner la démonstration.

14. Il y aurait maintenant lien d’étudier les valeurs exceptionnelles
de y, pour lesquelles deux des équations D,==0 (pour R donné) gannulent,
et en particulier les y qui annulent outre 2, aussi un des D ultérieurs. Cette
étude semble difficile.

Encore plus difficile est I'étude du cas classique de y imaginaire, donc
des pertu rbations périodiques. Il faudrait partir des expressions (5)

et voir tout que se passe lorsque l'on a % =24 etc. Jo me propose d'étudier
ces choses dans des travaux ultérieurs.

-bé

Sur les transformations isomorphiques d’'une variété
a connexion affine
(Przeksztatcenia izomorficzne przestrzeni o koneksji afinalnej)

par

W. Slebodzifiski

Une transformation ponctuelle d’une variété & connexion affine est dite
isomorphique, quand elle conserve la connexion de I'espace. Cette notion
est due 4 M. Cartan qui en 1927, dans son Mémoire ) sur les espaces de
groupe a étudié les groupes d'isomorphie d’une classe importante de variétés
4 connexion affine. Dans la méme année MM. Eisenhart et Knebelman?),
en partant d’un point de vne tout différent, ont donné quelques indications
sur les transformations isomorphiques d'une variété sans torsion, en leur donnant
le nom de collinéations affines. Le présent article a pour but der trou-
ver les conditions pour qu'une variété & connexion affine admette une trans-
formation infinitésimale isomorphique. Les deux premiers u™ sont consacrés
4 une variété quelconque & connexion affine, les n” 3 et 4 contiennent quel-
ques applications aux variétés de M. Cartan (varidtés dont la courbure et
la torsion se conservent par le transport paralltle) et aux variétés riemanniennes.

1. Imaginons une variété b connexion affine d, & » dimensions, Dé-
signons par @* (@ =1,2,...,n) les coordonnées d'un point arbitraire de la
variété A,, par I'# les coefficients du déplacement paralitle déterminé par

!} E. Cartan, La Géométrie des groupes de transf., J. de Math. t. 6. 1927. V. aussi
du méme Auteur: Sur une classe remarquable d'espaces de Riemann, Bull. Soc. Math. t. 54,
1926; t. 55, 1927.

) L. P. Eisenhart ot M. S. Knebelman, Displ ts in a g try of paths,
Proc. of Nat. Acad. of Se. vol. 18, 1927. V. aussi L. P. Bisenhart, Non-Riemannian Greo-
metry, 1927, p. 126,
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