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I3 G Vitali: Le varie derivazioni covarianti

quasi contemporaneamente da me e da Weitzenboek ?) che ha dato origine
allo studio di vari parallelismi nelle varieth e che pil recentemente & stata
ritrovata da B. Einstein®?) per porla a base della sua Einheitliche Feli-

theorie.

7. Per brevitdh io ho accennato soltanto alle derivazione covarianti dei
goli sistemi covarianti H, ad un indice, ma cose analoghe si hanno per tutti
i sistemi assoluti ?).

11 vantaggio di abbraceiare con una gola definizione tutte le derivazioni
finora considerate nel caleolo assoluto, sia nel eclassico campo considerato da
Ricei-Curbastro e da Levi-Civita, sia nel pil ampio campo del
cost detto Caleolo Assoluto Generalizzato, non & soltanto quello di apportare una
maggiore unitd nella esposizione di nozioni che ormai hanno conquistato nella
scienza un posto notevole.

La definizione di derivazione covariante da me presentata comprende oltre
le derivate classiche, una ionumerevole serie di operazioni analoghe; e, non
& escluso, che aleune di queste possano un giorno apparire degne di- atten-
zione, al pari delle loro consorelle primogenite.

9 @ Vitali, Una derivazione covariante formata coll’ ausilioc di # sistemi covarianti
del 1° ordine (Atti della Soc. Lig. di Sec. e. Lett. 1924. p. 248—268). — R. Weitzenbick,
Invariantentheorie (P. Noordhoff 1923 p. 329).

%) A. Einstein, Riemann-Geometrie mit Aufrechterhaltung des Begriffes dos Fern-
parallelismus, (Preussische Akademie der Wissenschaften. Berlin 1929).

®) Sulle derivazioni covarianti. Conferenze di G- Vitali raccolte dalla Sig-na A. Foschi.
(Rend. del. Sem. Mat. di Padova Anno III, 1932).
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Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantisdhen
Approximationen

(Twierdzenie o istnieniu z teorji przyblizen diofantycznych)

von
V. Jarnik

Es sei s eine ganze positive Zahl. Bin System von s reellen!) Zahlen
0y, b..., 6, mbge ein eigentliches System heissen, wenn keine Relation

5
o 2‘ %8, =0
- Lex1
mit ganzen, nicht simtlich verschwindenden Zahlen %, %, ..., k. gilt; sonst
heisse das System uneigentlich?). Wenn f(x) eine fur hinreichend grosse
« definierte und positive Funktion ist, so wollen wir sagen, dass das System
6y, 6y, ..., 0, die Approximation f(z) zultisst, wenn es zu jeder positiven Zahl 4
ein System von s--1 ganzen Zahlen py,p,,...p,, ¢ gibt, so dass
g> 4, <fl9 - (=12,...,9)
s+
Bekanntlich lisst jedes System 6,,6,,...,6, die Approximation 2~ ¢ zu.
Wir werden nun in dieser Note folgenden Satz heweisen:

V4
gL
g

Satz 1. Es sei s=1, s ganz, agHTl; dann gibt es minde-

stens ein eigentliches System 6,,6,...,0,, welches die Appro-

1) Alle vorkommenden Zahlen sind reell.
%) Fir =1 bedeutet ,6, ist ein eigentliches System* ebensoyiel wie ,6, ist irrational,
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ximation #7*% bei jedem £>0 und die Approximation gw-s
bei keinem £>0 zulisst.
Und noch etwas schiirfer:

s~41 . .
Satz 2. Es sei s=1, s ganz ¢= —{8_ -; dann gibt es minde-
stens ein eigentliches System 6,,6,...,0,, welches zwar dije
- . 2 . . . . 1
Approximation ) nicht aber die Approximation S Togis 70~

lisst.

Der Satz ist nicht neu; ich habe bereits sogar einen schirferen Satz he-
wiesen ¥); ich will aber hente fir den Satz 2 einen wesentlich verschiedenen
und einfacheren Beweis geben 4).

Hilfssdtz. Es sei o, =2; dann gibt es einqirrationale Zahl 0y,
welehe zwar die Approximation %, nicht aber die Approxi-

mation zuldsst.

1
102
Bewels (wohlbekannt): Wir wollen die Zahl 6, durch ihre Kettenbruch-
entwickelung darstellen : ‘

1
h=E 4

5=

+

S

+-

7

die Niherungszihler p, und Niherungsue"nner‘g,, gentigen fiir » =1 den Be-
ziehungen

Prp = bn+1 Pn +I’n—1, D = bn+l 9+ Qn1 -

Wir wihlen die 5, sukzessive 80, dass b,y ~ 2gu % (fir 7->00) 5,
Dann gilt nach bekannten Sitzen fiir hinreichend grosse n:

1 1 1 1 1 1
T < < I o —Prle L 1 1
1068 ~ 4@ > 0u(gup + %) <|% ol < Gulntr > G buga <@

womit die Behauptung bewiesen ist. (Man hat nur noch zu beachten, dass aus

3 V. Jarnik, Uber die simultanen diophantischen A imati ; Zielt
) pproximationen, Mathem, Zeit-
echrift 33 (1931), 8. 605—543; weiter mit 8. D. A, zitiort, '

4 Uber den Zugammenhang des Satzes 2. mit dem S
anderen Sitzen vgl. den Schluss dieser Note,

%) Also bpiq =2 fiir @, =2 und fiir grosse .
8¢

atz aus S, D. A. wnd mit einigen

Ein Existenzsatz gus der Theorie der diophantischen Approximationen 3

6 — :::} <i§ (r,s ganz) folgt, dass g einem Niherungsbruch von 4, gleich

ist und dass (p,, q,) =1).

Bemerkung. Durch diesen Hilfssatz ist Saiz 2. im Falle s — 1 offenbar
bereits bewiesen.

Erst im Falle s> 1 beginnt die Schwierigkeit. Wir wollen den Satz 2.
durch Induktion heweisen. Es sei also eine ganze Zahl s> 1 gegeben und
wir wollen den Satz 2. fiir diesen Wert von s beweisen unter der Annahme,
dass’ er ftr kleinere s bereits bewiesen ist, Hs sei also noch eine Zahl

1 . . . . . .
ag'f———i—_— gegeben; wir wollen die Existenz eines eigentlichen Systems
. . e L. 2 . .

0y, 65,..., 6, nachweisen, welches zwar die Approximation ) nicht aber die

Approximation zuldsst, Wir unterscheiden zwei Fille.

1
z%log?

s
s—1°

s Dieser Fall ist noch leicht zu erledigen. Nach der Induktionsvoraussetzung
gibt es ndmlich ein eigentliches System 6,, 0y,...,0._y, welches zwar die Ap-

Erster Fall: es sei o>

proximation ;2— nicht aber die Approximation

= zuldsst,

z*log® x
Wir wihlen ein solches System 6y, 6;,..., 6,_, und finden noch eine Folge
von positiven ganzen Zahlen g, s, g, ..., 80 dass

(1) on+1> 4gna q':—f—l > Qr(f

und’so, dass mit geeigneten ganzen Zahlen p,, die Ungleichungen

0 _ Pup

]

Z <"2; (t=1,2...,s—1; n=1,2,..)

@ P

gelten.

Wenn nun ein Bruch ;i (p ganz) gegeben ist, so kann man die ganze
Zahl p’ auf mindestens zwei Arten so whhlen, dass

1

p_ Y1

n Qo1 !~ Qi )

Wir konnen also eine Folge ganzer Zablen

(3) pl,s) Posy e
withlen, so dass fir n=1,2,... gilt
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s ek s 1
@) Prs _ Prtas =
Qn Grtt In1

und zwar kénnen wir, nachdem p; , py...,p,, bereits gewithlt worden sind,
die Zahl p,.,, noch auf mindestens zwei verschiedene Arten wihlen. Es gibt
also unabzthlbar viele Folgen (3), welche (4) erfullen. Fur jede solche Folge
(8) definieren wir 0, durch die Gleichung

() 0, = lim 1“;’
aus (1), (4), (B) folgt
1 2 _2

TR

g, — Lne i < -
I 9n+1 Qute qu -1 n

Das System 6,4, ...,

(6).

6, lisst also wegen (2), (6) die Approximation -52;

zu; offenbar lisst es aber die Approximation T—l—-—— vieht zn, da dies bereits
2% log?x
tiir das System , 6, ..., 6, gilt.
Endlich behaupten wir: wir kdnnen die Folge (3) (mit der Bigenschaft 4))
80 wiblen, dass 6, 6,..., 6, ein eigentliches System ist. Denn ist 6,, Oy..., 0,
unelgenthch so gilt eine Relatlon

Ty +2‘ %0, =0 (ky,..., b, ganz, 2 7> 0),

Il . [253

worin sicher %, == 0 ist (da 6,,0,..
nur abzahlbar viele Moglichkeiten

-y U;_y eigentlich ist). Das gibt also fur 6,

s—1

1
b=~ (ko + X b)),

feul

wihrend wir fiir die Folge (8) unabzshlbar viele Mboglichkeiten haben, und
je zwei verschiedene Folgen (3) ftihren auch zu verschiedenen Werten von O,
Den letaten Punkt beweist man so: es seien

R U ’
Prsy Pasyeor s Pisy Pasyree

zwel verschiedene Folgen ganzer Zahlen und es gelte

&g . Py < 1 ﬂ/’t_g _P;x+1,s 1 .
=T il B |
) n Inta nir Qn Gntr Gnp
es sel
’
9 —-_—hmp"’s nglimf—"f.
ness qn nmos. Gn
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Dann ist, wenn z. B. p,, 3 p;.:

6, — 6| = |Prs _ Pue| g _Pus| _ g Puc| 1 4
' ' 3 Ge | 7 G [//2%)
(man beachte (1)). Also ist 6, == 6;, w.z b. w. ®).
Zweiter Fall: es sei L—El§a<sil.
Wir setzen
@ = also = —
1T ——De ™ "TIiFeE—TDa

(man beachte s =2, also o, =s-}1=>3=2).
Nach dem Hilfssatz gibt es eine irrationale Zahl 6, welche zwar die

Approximation ;1“7, nicht aber die Approximation 10100"" zulisst  Fiur genti-
gend grosse ganze g und fur alle ganzen p ist daher
4 R
61 q = 10 qu, i

daher gibt es eine (nur von 6, abhingige) positive Zahl ¢, so, dass fir alle
ganzen p und alle positiven ganzen ¢ gilt

'> e g

Wir wollen nun die Zahl 6, bis zum Ende des Beweises festhalten. Wir
bemerken noch, dass

s—l—l—saés—l—l—sﬁ#:O,

s———a(s-—-1)——-3———3—&(5——1)—(3—«(3—1)0&) =0
1
man kann daher eine ganze, nur von 6, abhingige Zahl 7' finden, so dass
T=2, 2™« D> 2 und
2t s~u.(s—~1)u—— 1

2!(:+1—sn.)
)25 L
) 2 2 Tog® () + 2% ¢p 2 Tog™ (3 <3

(denn die beiden Reihen sind konvergent, wegen
log#e (2%) = 2D |ogs—D 2,
Wir wollen ein solches 7 wihlen und im Folgenden festhalten.

%) Man konnte die mengentheoretischen Hilfsmittel im Fall I beseitigen; sie werden
aber im Fall II dech erscheinen.
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e

Es sei nun ¢ eine ganze Zahl, { = 7. Unter einem pausgezeichneten
Zahlenpaar der Ordnung ¢“ verstehen wir jedes (geordnete) Paar von ganzen
Zahlen p, g, fiir welches gilt

] 1
=0 < @

Die zweite Zahl ¢ eines ausgezeichneten Zahlenpaars der Ordnung ¢ heisst
ein ,ausgezeichneter Nenner der Ordnung £4. Wir wollen nun die Anzshl N ()
der ausgezeichneten Nenner der Ordnung # abschiitzen 7). Zu jedem ausgezeich-
neten Zahlenpaar p, ¢ der Ordnung ¢ gibt es genau ein Pasr von ganzen
Zahlen v, w mit

2t§ q < 2t+1’

w>0, (nw)=1, —Z‘mg (also w < 24H);

es ist dann |4, — i« ‘ < glu, also unsomehr
| v 1
l 6, — w < ofa *

Unmgekehrt, zu jedem Paar ganzer Zahlen oy mit o> 0, (v, w)=1 gibt

24 .
es hochstens —,  Busgezeichnete Zahlenpaare p, g der Ordnung ¢, fur welche

P of Qb+
4

Ist (es muss némlich g = aw, p==av sein, wo o <a <——1;)—-, a ganz).

v
Tw
Wir definieren nun die ganze Zahl u, durch die Ungleichungen
&1

®) o L gun,

&
nehmen ein ganzes # mit v =t und bezeichnen mit N (4, u) die Anzahl aller
Paare ganzer Zahlen v, w, far welche gilt

© @uw)=1 2 Sw <2, 6 — ::) < 9];“ .
Dann gilt also

10 : 9t

(10) NO < 2’ N(t, %) S

L~

a

Fir alle ganzen Zahlen a, b mit b0 ist 0, — 7> E;I;';‘; 3 wonn also

") Das auagezeichnetg?ur P, g ist iibrigens durch die Angabe des ausgezeichneten

Nenners g bestimmt, da % >% (denn g#—! = 9T(a—1) >
140
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1 1 .
(9) gelten soll, so muss m<§g sein, also

25~ g > 1 210%
1 b
o®

. 1 L . .
also w=u,. Je zwei verschiedene Zahlen o it (9) baben voneinander einen

Abstand, der grosser als 2-*2 ist; im Intervall (6 —27", 6, 4~ 27" kinnen
hichstens 2. 2-%. 2242 L1 solche Zahlen liegen, Daher ist

Nt w=0 far u<u, NEw) =241 fuir wy<u<t,

Also ist nach (8), (10)

Nt _<__2' (QiHon—ta | 1) Qri—n < Q0D | gtta—i, < 96-wts + 6,1%1 23+t(1—-2—‘l) ]

g ust

Wir betrachten nun den Einheitswiirfel W: I=m=1L0=%s=<1,...,
0=x=1 im (s— l)-dimensionalen Cartesischen Raume RB,; der Punkte
[@s, 7, ..., ;). Wir konstruieren zu jedem ganzen ¢ =T alle ,ausgezeichneten
Whrfel der Ordnung t%; das sollen alle Wiirfel

P 1

‘ q éa'lo?*é (1=2,3,...,6‘)
sein, wo ¢ alle ausgezeichneten Nenner der Ordnung ¢ durehliuft und die P
bei jedem solchen ¢ unabhingig voneinander die Zahlen 0,1,2,...q durch-
laufen. Die Summe der Inhalte aller ausgezeichneten Wtirfel der Ordnung ¢

ist hochstens gleich

21 (s—(s—l )a—% )

g

2f(s+l-sa)

1
o 9L

oo 2 s—-1 \
N(@- @y (g&j““ogs'(zr)) < 28

Naeh (7) ist also die Summe der Inhalie aller ausgezeichneten Wiirfel
aller Ordnungen ¢ = 7 kleiner als %-

Es sei V die Vereinigungsmenge aller ausgezeichneten Wirfel aller Ord-
nungen = 7'; es sei M= W— V. W. Die Menge M ist nicht leer; denn
sonst konnte man nach dem Borelschen Uberdeckungssatz den abgeschlosse-
nen Wiirfel W auch mit endlichvielen ausgezeichneten Wrfeln tber-
decken, deren Inhaltsumme also mindestens gleich 1 sein miisste, und dies
ist nicht der Fall,

Wir greifen nun aus M einen Punkt [6a, Oy, ... 8,] heraus und hetrachten
das System 6,6, ..., 6,.
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Behauptung 1: Das System 6y, 6, ..., 6, lusst nicht die Approximation
1
—— z1
¢ log? &
Beweis: wire fir ein ganzes ¢ =27 und ganze p,

1

ml 1
b= < Flgig

q

) (=1,2...,5)

80 wire ( 6, — 4 <‘]7;> also wiire ¢ ein ausgezeichneter Nenner (irgendeiner
7

Ordnung ¢ = T); dann wire aber (nach den letaten s — 1 Ungleirhungen (11))
der Punks [6,,0;,..., 6,] in einem ausgereichnoten Wurfel dorselben Ordnung 8),
also in V enthalten — Widerspruch.

Behauptung 2: 6y, 0,,...,0, ist ein eigentliches System.

$ 3 .
Beweis: Gesetzt, es wiire 2k,0,+lc(,=0 wo die k(0 <Si=|s) ganz

sind und mindestens eine von den Zshlen %y, ky,.., kb, — sagen wir k —
von Null verschieden ist. Zu jedem ¢ >0 gibt es ein ganzes ¢ >¢ und s — |
ganze Zahlen p,, so dass

’ ,_N-l< (A=si<s ik )

‘1’

dann wire also
\ kg +1 5557@10!
T

21k
%+ %] g

8§
| | ¢

< B (I =Si<s iskj);

o, bl
(1% gy

[} g

daher wiirde das Systera 6,6y, ..., 6, die Approximation

lkji':i 2’ |Fe|

zulassen, was mit der bereits bewiesenen Behauptung 1 (wegen < «E»—l)

im Widerspruch steht,

") Denn fiir ==2,3, ..., ist 050/ <1, wogen q= 4, > 1 witede also aus (t1) fol-
gn 0<m=g. .
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Behauptung 8: Das System 6,, 6, ..., 6, Insst die Approximation —j—u zu.

Beweis: Es sei ¢>>0; dann gibt es zwei ganze Zahlen p,, ¢, so dass

>

au

Wir wollen noch ¢ so gross wahlen, dass

o1 1 {oy—=1)s~1)

(@7 )+ <2eq ¢
Nach dem Dirichletschen Ficherprinzip gibt es dann s ganze Zahlen
w,v; (I==12,...,8) so, dass

|weqbi—v| < —= = (i=23,..,5)
q s
a:—l 1 i)y

O<w=(lg*]+1, 2 <2g

Dann ist also

w 1 v | 1 )
o, B } 7‘7'91___,_[<_M_5._.i (i=2,3,...,5).
qw g w
q

wq P
Weiter ist
@=te=n)
r=(g 1 )tn(s—]H—l > (27 qu)a (w0 !I)
opts—1 arfs—1 s (aa-1)s—1) , _ (@—1)
wq s — wqﬂ . q s oy(s—1y+1 wgﬂ- q B oy{s—1)+41
1 o
> gt (@7 w et > 00
also ist
Pi 2 | _ b 2 s
& — r<(wg)uii 1 w0 (71)9)“ (%_2;37"':'9%
w. z. b, w.

Durch die Behauptungen 1,2, 8 ist aber der zweite Fall vollstindig erledigt.

Wie bereits erwihnt, ist der Satz 2 nicht neu, im Glegenteil, es sind noch

schirfere Resultate bekannt, Fir o = > —L— ! ist ndmlich folgender Satz bekannt:

Satz 3" Es sei s ganz, s=1; dann gibt es elne nur von § abhiingige
Zahl ¢(s)>> 0 und ein eigentliches System 6, 6;,..., 6,, welches zwar die Ap-

. o .:‘:t‘
proximation ¢, nicht aber die Approximation c(s)x s gulsisst °),

%) Dieser Satz (und moch wesentlich mehr) ist in der Arbeit O. Perron, Uber dio-
phantische Approximationen, Mathem. Annalen 83 (1921), S. 77—84 enthalten.
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Fiir @ > 2 ist folgender Satz bekannt 10):

Satz 3'. Is sei s=1, s ganz, ¢ > 2; dann gibt es ein eigentliches Sy-
stem 6y, 6,,..., 0, welches zwar die Approximation 2™, aber keine Approxi-
mation ¢z~* (0<c<C1, ¢ von # unabhingig) zulisst.

Mit Hilfe des Satzes 3* kénnte man noch einige andere « erledigen:

. n—1
Satz 3°. Es sei s =1, s ganz, ¢ = ~-~—-—-_: y Wo n ganz, 1 =n=s Dann
gibt es ein eigentliches System 6,06y, ..., 0,, welches zwar die Approximation
«~, nicht aber die Approximation ¢(%)2~* aulisst (¢c(n) ist die Konstante aug
dem Satz 3%).
Der Beweis des Satzes 3° wire gauz leicht: man wiihle zuerst ein eigentli-

241

L
ches System 0y, 6y ...,0,, welches die Approximation ¢(n)2™ * nicht zultsst

und dann flige man noch eventuell weitere Zahlen Oty <oy s hinzu, durch
— .
welche die Approximation # * nicht gestort wird 1),

Aber auch fur die dbrigen Werte von o habe ich schou einen sehirferen
Satz bewiesen; in S. D. A. findet sich namlich ein Satz (Satz B), aus welchem
sich als einfacher Spezialfall folgender Satz ergibt: 12)

Satz 3% Hs sei s=1, s ganz, @ > s:{;!, es sei f(x) eine ftr hinrei-

chend grosse & definierte und positive Funkition; J(@)—>0 fir —> oo,

Dann gibt es eigentliche Systeme 6, 6,,...,6,, welche zwar die Approxi-
mation &% nieht aber die Approximation xf(x) zulassen.

Man sieht, dass die Sitze 8* bis 3¢ (ja sogar die Sitze 8* und 8¢ allein)
zusammen ein schiirferes Resultat geben als der Satz 2, in welchom eine lo-
garithmische Ungenauigkeit tbrighleibt (diese ist bei unserem heutigen Beweis
nicht zu beseitigen, da man die Konvergenz der Reilien in (7) braucht; frei-
lich konnte man die Logarithmuspotenz noch etwas erniedrigen). Der Beweis
der Sitze 8%, 8°, 3¢ ist nicht besonders kompliziert; dagegen erschien der
Satz 3¢ in" 8. D. A. als eine Folge eines ziemlich schwierig zu beweisenden
Satzes tber das Hausdorffsche Mass gewisser Punktmengen; daher darf

ich mir vielleicht erlauben, auch den heutigen, viel einfacheren Beweis des
Satzes 2 mitzuteilen.

19 Spezialfall des Satzes 6 in 8. D. A.

1) Man vergleiche ein analoges Verfahren bei dem Beweis des in der IPussnote 9 an-
geftihrten Satzes oder bei dem Beweis des jersten Falles® in diesor Note.

) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit habe f(z) fiir 2221 eine gletige Ableitung
und f() sei monoton, /(®) =<1 fir 2= 1; man setze im Satz b (8. D. A.)

w@=wt,  A(ghemeds S (@);

dann bekommt man sofort den Satz 3¢
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