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(Geometrja reonomiczna. Mechanika bezwzgledna).

Von
A. Wundheiler.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit sind neue und tiberaus einfache Gleichun-
gen fiir nmichtholonome und rheonome Systeme. Sie lauten (§ 14):

N W=+ S

und hier haben alle Glieder eine mechanische Bedeutung (sind invariante
GroBen (§ 28)). Diese Gleichungen sind aber eng mif einer Auffassang ver-
kntpft, die zu einer addquaten Theorie der rheonomen und nichtholonomen
Systeme tuhrt (§ 22). Fine solche war bisher nicht vorhanden, denn selbst die
iibliche Definition der skleronomen Systeme ist eigentlich unbrauchbar, da
doch die Abhingigkeit des kinetischen Potentials von der Zeit bei anderer
Parameterwahl wohl schwinden kann. Solehe und- #hnliche TUberlegungen
fithren mit Notwendigkeit zur Einsicht, dal die richtig aufgebaute Mechanik eine
Invariantentheorie der Gruppe der zeitabhingigen Koordinatentransforma-
tionen ist. Dank dieser neuen Auffassung. wird die Mechanik identisch mit der
mehrdimensionalen Geometrie sich deformierender Riwme, die wir rheonome Geo-
metrie nennen (§ 1). Wir bauen die Grundlagen der beiden Theorien auf
(88 2—20), indem wir uns des Apparates der Tensorrechnung bedienen. Wir
benutzen aber eine stirkere Fassung der Tensorrechnung (§ 4), da wir Tenso-
ren bei einer umfassender Gruppe; als die der Punkttransformationen betrachten.

Die Anwendungen sind an verschiedenen Plitzen zerstrent. Wir nennen
z. B. die Skleronomitits- (§ 26) und Hol itdtsbedingungen (§ 20), Bedin-
gungen fur die Existenz eines ,Energiciniegrals” fir rheonome Systeme- (§ 28),
fur die infinitesimalen Verbiegungen cines Rieman nraumes (§ 10). Das alles

#) Die vorliegende Arbeit stellte einen Auszug aus einer der math.-naturwiss. Fakultit
der Univ. Warschau eingereichten Inanguraldissertation dar.
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2 A. Wundheiler

148t sich nur in invarianter Sprache machen. Eine Theorie der Reaktionskrifte
allgemeiner dynamischer Systeme (§§ 50, 51) schlieBt die Arbeit.

Wir setzen die Elemente der gewthnlichen Tensorrechnung als bekannt
voraus.

Bezeichnungen.

Indizes. Nach Vorbild der Schoutenschen Schule?!) erhalten die Be-
stimmungszahlen einer Grofie in verschiedenen Koordinatensystemen immer
denselben ,Kernbuchstaben®, und die Unterscheidung der Koordinatensysteme
erfolgt ausschlieflich durch die Art der Indizes. Verschiedene Bestimmungs-
zahlen derselben GiriBe in einem und demselben System werden durch ange-
hiingte Zeichen (,,Signaturen®) unterschieden, z. B.

VLo, v, 0,0, @Y ah. .., 2

Verschiedene Koordinatensysteme haben prinzipiell verschiedene Systeme der
unterscheidenden Zeichen (Signaturen), z. B.
1,2,...,0; 12,...,n; 1,2,...,m; 1,2..,7 uw

Verschiedene Indizes durchlaufen prinzipiell verschiedene Zeichenreihen, so
daf z. B. #' und 2% wenn nicht ausdriicklich anders bemerkt wird, verschie-
dene Zahlensysteme sind. Eine Koordinatentransformation schreiben wir:

& = 2 (2%).
Im folgenden halten wir uns an die Festsetzungen:

hi g k=12..n; u,ﬁ,y:l»,?‘,...,ﬁz;

LEK=12%..,7; L =1,2..n
Derivierten. Wir schreiben immer
. da’
9, stati D d; statt % & == TP

i bedeutet bei uns ausschlieBlich die Zeit. ¢ bedeutet immer das kovariante
Differential.

Summenzeichen. Wie jetzt schon allgemein iiblich, wird in einem Monom
iber doppelt auftretende Indizes automatisch summiert.

Wir benutzen oft ohne besondere Erklirung eine verkirzte Schreibweise,
in der die Tensoren ganz ohne Indizes geschrieben werden. Das geschieht in
den Fillen, wo auf eine leichte Entzifferung der Formel gerechnet werden darf,

9 J. A. Schouten und E. R. van Kampen, Zur Einbettungs- und Kriimmungs-
theorie nichtholonomer Gebilde. Math. Ann. 103 (1930).
J. A. Schouten, Uber nicht-holonome Ubertragungen in einer L, Mat. Zeit. 30 (1929).
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Riume und Unterriume bezeichnen wir mit grofen deutschen Buchstaben,
ohne ihre Dimensionszahl in Evidenz zu setzen. 9 bedeutet immer den Aus-
gangsraum, B, €, € sind Unterrdume. Tensoren bezeichnen wir immer nur
mit lateinischen, (Ausnahme da’, %), Nichttensoren mit griechischen Buchsta~
ben (Ausnahme: Bogenelement d o).

L
Starke Invarianten der inhomogenen gquadratischen Form.
Rheonome Geometrie.

1. Begriff der rheonomen Geometrie. Unter rheonomer Geometrie wer-
den wir die Geometrie eines sich deformierenden Rawmes verstehen. Bei ihrem
Aufbau nehmen wir uns zum Vorbild eine sich im dreidimensionalen Raume
bewegende Fliche, wobei wir auch oft an den Fall der sich deformierenden
Flache ankntipfen werden, Wir schlagen dem Leser vor sich alle von uns
eingefithrten Begriffe an diesen Fillen zu illustrieren. Der Fall eines sich be-
liebig bewegenden dreidimensionalen Mediums kann ebenfalls zur Veranschau-
lichung herangezogen werden.

Wir treiben natiirlich sofort mehrdimensionale Geometrie. Wollen wir zu
natiirlichen Gréfen gelangen, so millen wir mit Invarianten operieren. Welche
Gruppe aber legen wir zu Grunde? In der gewthnlichen Riem a nnschen
Gleometrie wihlen wir die Gruppe der Punkttransformationen

M

und suchen die Invarianten der quadratischen Differentialform

i=1,..,n I=1,..,7

o = of(a)

ds? = ay, d2' da®.

Das geschieht, weil im Rieman nraum alle durch (1) verbundenen Koordina-
tensysteme (in dem allgemeinen, nichteuklidischen Fall) gleichberechtigt sind.
Wie gestaltet sich die Sachlage in einem sich deformierenden Raume?
Betrachten wir, unserem Programm gemiB, die sich deformierende Fliche
im Dreidimensionalen, so sehen wir, daf (wenn die Fliche nicht starr ist) von
,demselben Punkte in verschiedenen Augenblicken® nicht gesprochen werden
kann (htchstens nur konventionnell). Denn, ist die Fliche nicht materiell ge-
dacht, wie ist dann der Punkt in verschiedenen Augenblicken wiederzuer-

kennen ? Wihlt man eine Darstellung
@t = 2t (2, 1), (A=1,2,8; i=12),

so entsprechen ,demselben Punkte“ immer dieselben - 4. Aber man konnte
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doch ebensowohl eine andere Darstellung wihlen:

ot = a* (@, 8), I= j:, Q,

wo

@)

und von den beiden Darstellungen ist doch keine (im allgemeinen Falle) der
anderen gegeniiber ausgezeichnet. Die Transformation (2) #ndert natiirlich die
pldentitut“ der Flichenpunkte. Die Grsfen der ,rheonomen Geometriet
miissen, den obigen Ausfihrungen gem#f, den Transformationen (2) gegeniber
invariant sein, da doch die ,Identitit* ihrer Punkte keine Eigenschaft der sich
bewegenden Fliche darstellt, auBer vielleicht wenn sie starr ist. Wir erkliren
also die rheonome Geomeirie als die Invariantentheorie der Jkinematischen
Gruppe’ :

(3

o = a2 (& ),

x = o (2, 1),
Wir konnten natirlich auch in einem gewtholichen Riemannraume
zeitabhingige Koordinaten einfihren und so einen Schein von Rbeonomitit
schaffen. Wir werden in einem solechen Falle von einem ,streng skleronomen
Eaume“ sprechen. Es wird oft nttzlich sein zu sehen, was aus den allgemei-

nen rheonomen GrSfBen im streng skleronomen Falle wird. Das erlaubt oft
ihren Sinn zu erfassen.

i=1..,0; I=1..4

2. Die elementare Verschiebung. In der gewshnlichen Differentialgeo-
metrie nennen wir die elementare Verschiebung den infinitesimalen Vektor
von den Komponenten dz’. In der rheonomen Geometrie kann sich diese Auf-
fassung nicht behaupten: wir missen die elementare Verschiebung vermittels
des Groflensystems da’, df charakterisieren. Fur diesen Standpunkt sprechen
zwei Argumente:

10 Betrachten wir als gleichwertig alle durch (2)

o = ' (&, )

verbundenen Koordinatensysteme, so sind die Komponenten der Verschisbung
dz' im System {5} durch die da’ allein noch nicht bestimmt, sie hingen noch
von di ab. Bei denselben da’ und verschiedenen df werden zwei Verschiebun-
gen in verschiedenen Koordinatensystemen verschiedene Komponenten haben.
Eine genau, d. h. eindeutig in allen Theonomen Systemen bestimmte Verschie-
bung muB noch ein bestimmtes d¢ besitzen.

2° Betrachten wir'den Fall einer sich bewegenden Fliche. Eine Verschie-
bung — d. h. zwei unendlich nahe Punkte A4 und B — ist als bestimmt zu
betrachten, wenn. ihr in dem umgebenden Raume ebenfalls eine bestimmite
Verschiebung entspricht. Nun, wenn sich die Fliche bewegt, so ist das Punkt-
paar, daf sich mit A und B deckt, von dem Augenblick abhingig, in wel-
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chem A und B im umgebenden Raume fixiert wurden, also auch von der
Dauer der Verschiebung, also von df.
Wir setzen also fest:

Als elementare Verschicbung in einem rheonomen Rawme begeichnen wir
das System der Differentiale da’, df.

3. Die inhomogene quadratische Differentialform. Die Rieman nsche
Geometrie ist die Invariantentheorie einer quadratischen Differentialform

ds? == a, do’ dz*.

Unser Vorbild der sich deformierenden Flichen lehrt, daB in der rheonomen
metrischen Geometrie die inhomogene Form
dst = auda’da* + 2a,da'dt - Ads?
zu Grunde gelegt werden muB. Berechnen wir diese Form fiir die bewegliche
Flache, die durch
ot = x* (o, 1), A=123;i=12,

gegeben ist, so kommt:

Dot Dt da* d gk
(4)

“=ugr o AT %S ot
(Differentiation % bei konstanten #¥). ¢, ist also die Projektion der ,Fihrungs-

geschwindigkeit” ?‘%—Z auf die Fliche: die ,Langsfibrung®, A — die ,lebendige

Rraft der Filhrung®. Beide GrroBen sind natiirlich nieht intrinsek, da sie
auf ein bestimmtes Koordinatensystem bezogen sind. Wir leiten aber aus ihnen
spiter invariante Groflen ab.

4. Starke Tensoren., Wir nennen einen starker (kontravarianten) Vekfor
ein System o von n Zahlen, die sich unter

() @ = o' (@, 1)
nach den Formeln
Y4 ax[ 7
== 5; ?

transformieren, also wie ein gewdhnlicher Vektor unter der geome@risoheq
Transformation
(6) o = o ().
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Ganz ?uhnlich werden nach wohlbekannten Mustern kovariante Vektoren und
verschiedene Tensoren definiert.

Zur. Erlauterung b'emerken wir, daB die daf, anders wie im gewdhnlichen
Pall, keinen Vektor bilden, denn es ist

9’ Izt
ol — i -
do' = w,dx + % dt.

Diese Tatsache bildet den fundamentalen Unterschied zwischen der gewohnli-
chen und ,rheonomen® Invariantentheorie. Dagegen ist

of
o'

fain starker kovarianter Vektor, wenn nur f ein starker Skalar ist. o der Tat,
ist sowohl bei (6), als bei (5): ’

o _ of o4l

3’ — D! Dat
Der folgende einfache und wichtige Satz erlaubt starke Tensoren zu bilden.
(7) Ist T ein von &, o und t abhingiger starker Tensor, so ist es auch ig
. '
In der Tat, es gilt
. ' ., | Oaf
# = % x + o

also

Die % sind ah o ig. Di
9,7 Sind aber ven & unabhingig. Differenziert man also z. B.
TK:WTI‘ . K:I,...,’ﬁ

nach #% so erhilt man sofort den Satz.

b. Die fundamentalen starken Tensoren. Wir gehen nun von der Form

2T = apa'd* 4 2o, - A, Gh=1..,mn
aus, die nach Voraussetzung invariant gegeniiber
o =l (2 ¢
sein soll. K

Die Anwendm]g deﬂ eben U8, 1y ’ ) i =
OGh
a gesp: enen Satzes ( T ) Brglbt den kova
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or .
v, = w:a,,,x"-{—a,-,

den wir die , Lingsgeschwindigkeit nennen. Nochmalige Anwendung desselben
Satzes (7) liefert den zweifach kovarianten starken ,Fundamentaltensor*

du _
W ™
Wir fihren, wie itblich, den reziproken Tensor a* ein:

L,i=F,
0,ik.

a’ ap —_—a2={

Setzen wir nun:

& = d*a,
so kommt als starker kontravarianter Vektor:

= o%v, = & + .
dt ist nattirlich ein starker Skalar. Also ist
da' = v'dt = do’ 4 o df

ein starker (infinitesimaler) Vektor, den wir die ,absolute elementare Verschie-
bung® mennen. In unserem Kalkul tritt er an die- Stelle von da'.

Im streng skleronomen Fall ist in einem geeignet gewthlten Koordinaten-
system of == 0. Wir sehen, dab in diesem Falle die absoluten Koordinaten des
Tlementes mit den gewohnlichen (ausgezeichneten) tbereinstimmen. Die abso-
luten Komponenten des Elementes heben also gewissermafen die durch falsche

Koordinaten hereingebrachte scheinbare Rheonomitit auf.
Nun schreiben wir die quadratische Fundamentalform vermittels der abso-

luten Verschiebung um, um za neuen Invarianten zu gelangen.
ds® = ag(da’ + ¢ dt) (da* 4 o dt) 4 (A — ax o of) di2.
ds? == ay 02! 0a* - (A — e, 0f) dit.
Die linke Seite und der erste Summand der rechten sind stark invariant.
Dasselbe gilt also auch vor
A= A — a;a.

of nennen wir die ,transversale lebendige Kraft”. Der Leser mdge selbst veri-
fizieren, daB im Fall einer sich starr bewegenden Fliche o das Quadrat der
transversalen Komponente der Fihrungsgeschwindigkeit ergibt.

Im streng skleronomen Falle ist nattirlich o= 0, denn im ausgezeichneten

Koordinatensystem ist A = @, =0, da die Form homogen wird,
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6. Starkes kovariantes Differential. Nun missen wir zur Bildung eines
n»Starken® Differentiales tibergehen. Nattirlich ist hier, in Nachbildung bekaunter
Theorien, folgendes zu verlangen?):

1. Das Differential eines Skalars ist dem gewshnlichen Differential gleich:
dp = dp.

Z, Das Differential eines starken Tensors ist ein Tensor derselben Stufe
und Art.
3. Das Differential ist additiv und ,partiell*:

S(ULV)=0U~+06V; 6(UV)==UdV-VsU.

Diesen durchaus notwendigen Bedingungen figen wir noch hinzu:
4. Das Differential ist auch auf ein skalares Produkt partiell anwendbar:

(U VY= U8Vt + Vis T,

5. Das Differential des Fundamentaltensors ist gleich Null:

®)

day == 0.

Das Postulat 1. ist als Definition des kovarianten Differentials eines Ska-
lars za betrachten. Setzen wir

S0V = dv' - ol vk,
00, = do,-+ &% v,

(» und & sind Differentialformen in da’ und df) und analog in bekannter
Weise ftir Tensoren, so ist (8,2) erfullt. Verlangen wir noch:

o, + &% = 0,

so erreichen wir auch (8,4). Es bleibt aber noch das sehwierigste (8,2) und (8,s).

Wir erreichen das Ziel vermittels einer Methode, die sehr beachtenswert
ist, obwobl sie in der Tensorrechnung verhéltnismiBig wenig angewandt wird.
Wir werden sie tfters benutzen und erlauben uns den Leser auf sie aufmerk-
sam zn machen. Sie besteht darin, neue Tensoren als Koeffizienten skalarer
Formen einzufithren, die andererseits als Summen gewoholicher (skalarer)
Differentiale von Skalarformen dargestellt sind. Das gestattet die Tensoreigen-
schaft sehr leicht in Evidenz zn brivgen, gewissermafen durch Ruckgang auf
den Ursprung: auf das Differential eines Skalars. Man kann dadurch oft viele

Rechnungen sparen, die mit Koordinatentransformationen gewthnlich ver-
kniipft sind.

*) J. A, Schouten, Der Ricci-Kalkiil. Berlin Springer 1924, 8. 83. Unsere Behand-
lung ist von der dort angegehenen verschieden.
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Wir betrachten den Aunsdruck
" — Sk ] — 6(a, 0’ 6’
9) (p_?(a,-,,gw zgm)—l-f(a,,‘?m tzx") 3(a,gl.c 2a:)
und nehmen uns vor ihn als eine Differentialform in d2* umzuschreiben. Die
3 .
Koeffizienten dieser Form geben uns dann einen Tensor, der sich al§ das .ko—
variante starke Differential §6s* erweisen wird. Damit das aber moglich wird,
12

migsen wir die elementare Verschiebung passend wihlen: das ist der we-
sentliche Griff der Methode 3).
Wir setzen (invariant):

(10) dt = dt =0,
also A g
(11) b2’ = do', O’ =da,

und wihlen anferdem die Verschiebungen rll, d, ogl vertauschbar :

9

(12) (0,06=1,2,3)

Wir entwickeln nun (9), benutzen mehrmals (10), (11) und (12), und erhalten
eine Form in 6% Die Rechnung gestaltet sich wie folgt:
3

0 (ay 02 62%) = ay, dda’ 0a* 1 a ddax* 6 -+ day da’ ox*
1 “ 2 3 12 3 13 2 1 2 8
= a, dda 0at - Gy dd? 6’ 4 9;0y Ou da! Ot
¢ 12 3 18 2 2 1 3
+ 9 a, gwiﬂ” g;r/‘;

dda’ = dd,
ab ba

0 (0 82 0) = d (as d 00%) +- d (s 02 )
2 1 3 ]
= ay dda’ 62" + ay da’ ddat - &) ay 02’ do’ dat
i 21 3 1 23 2 1 3
+ 9 a, ga:ftft gx” +lzk n!glaﬁ (lit;

d(a; 0o 0u') = d(aijellm';lm’) + cg(aj tz.x’cft)
8 1 H 3 ) L 2 ! s
e e

-+ 9, a; ?x"({t g.r/‘ + o %élmj_fxlj

. . . . Is
Die diinn unterstrichenen Glieder heben sich fort. Der Rest besitzt 6390" a
5) Einem Ausdruck der Form (9) begegnet man bei Th. de D?nder,'Th(»'\ori'e des .i.n-
variants intégraux. Paris 1927. §. 114, Es wird aus ihm das kovariante Dlﬁere.!ltl&l {mtu:
lich nur fiir die gewdhulichen Riemannschen Riume abgeleitet. Dort kam die geeignete
Augwahl dor Verschiebungen nicht mit ins Spiel.
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nFaktor® .und m}lﬂ also einen starken Tensor bilden. Die stark unterstri-
cl’lenen Qlleder bilden in der aus der Riemanngeometrie geliufigen Weise
die zyklische Bildung mit den Koeffizienten:

(13) 2Ly = 8,0y + 90y — dyay; Iy = T,
Aufierdem setzen wir analog :
(14) 2y =% ay+ 8, — d,a I¥ =a™ D,

und erhalten:
P = 36:6‘[2% cli ch‘ -+ 210y dat da’ 4+ 2T, , d* di]
2 1
= 2aq, [(il g:c’ + Iy dx* da’ 4 I} 6a* dt) 6;". '
2 1 2 1 3

Setzen wir nun fiir einen starken Vektor »' definitorisch:

(15) 00 = dv’ 4 I, v* da’ I Tiv* dt
bzw.
(16) 0vy, = dv, — v, da’ — I o, dat,

80 ist jetzt leicht zu sehen, daB dieses Differential di i
erfillt. Zuerst haben wir: erentil die Bedingungen (5558,

(14:a) @ =2a, 002 0z*
128
und daraus folgt, da ¢ stark skalar und dz* ein beliebiger Vektor, daB a, ddx
3 ’
und also auch ldgxf ein starker Vektor ist. "
Weiter gilt:
cl‘i(v,tz.'c') = 0,002’ + da'dv,.

. . . . . e : !
Hier ist die linke Seite stark skalar, 6 62/, wie eben bewiesen, ein starker
Vektor. i ; | somi i

ts tor ilso ist auch g.z’ 1151;, skalar und somit ?u, ein starker Vektor. Gehen
wir von dem Ausdruck v,%' aus, so beweisen wir analog, d i

' G ; , dal du' tark
Vekt{o; ist und shnlich geht es f,'ur die hoheren Tensorgn o
m endlich (8, :), d, h. da, =0 zu heweisen, gen - i
y O M DR i = tigt es 9) ot =
g%"zdm" zu setzen. Wir erhalten dann ) 8 =9 !
Q= tz(a,,‘ da da*) = 2a,, 6 82! St
Andererseits i i 1 i
Wenene:rsel 8 ist aber, wenn wir denselben Ausdruck partiell kovariant aus-
Q= ?a”' 0ot da* - 2a,, 8 32’ bt
Daraus folgt wegen (14a) ]
day 02’ dat = 0

fur beliehiges 42, also '
(17) (5{1,-; = 0
w. % b w.
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Aus

aﬂajk:azzz { 0

leiten wir durch kovariante Differentiation

(18) da' =0
ab.

Die Gleichungen (17) und (18) sichern die Vertausehbarkeit der starken
Differentiation mit dem Herauf- und Herunterziehen der Indizes. Damit ist
aber die formale Gleichwertigkeit der starken und der gewohnlichen kova-
rianten Differentiation gezeigt.

Gibt es eine Koordinatentransformation, die die I'; uberall und immer
qum Verschwinden bringt, z. B. im streng skleronomen Fall, so haben wir
einen besonderen Fall, der sich zum allgemeinen gewissermafien so verhlt,
wie der euklidische zum riemannschen.

7. Die kovariante starke Ableitung. Neben dem kovarianten starken
Differential betrachten wir die kovariante starke Ableitung. Das Differential
ist eine lineare Form der elementaren Verschiebung, z. B.

i £
o' = 2% g 4 O g4 Tl ot det + Tt dt.
x* ot
Die Kooffizienten dieser Form geben AnlaB zur Bildung des Glegestiickes der
partiellen Ableitungen. In der Tat folgt nach dem Satze (7), daB der Koetfi-
zient von da*

96‘1)‘__9111 I
Er ik

ein starker Tensor ist. Wir bezeichnen ihn mit y, ¢, und die entsprechende
Operation allgemein mit y,. -Sie ist mit der gewohnlichen kovarianten Diffe-
rentiation identisch, die wir in der Rieman nsehen Greometrie benutzen: sie
erwoist sich nicht nur als gewohnlicher, sondern auch als ein starker Tensor

of
(vgl. —a—ﬁ) .

Dagegen ist der Koeffizient von d¢ kein starker Tensor, und wir missen
also das Gegenstiick der partiellen Ableitung nach der Zeit etwas tiefer su-
chen. Zu diesem Zweck transformieren wir das kovariante Differential in eine
Form der absoluten elementaren Verschiebung. Der Koeffizient bei 0z
bleibt derselbe, wie vorher bei da’; bei df erhalten wir dagegen z. B.:

3 4 Tt — 'y
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Wir nennen diese Bildung die ,kovariante starke particlle Ableitung nach
der Zeit" und bezeichnen sie mit , .

Fir einen starken Skalar erhalten wir z. B. statt %:

) 3

St e

Al]geufein, um zu der starken partiellen Ableitung nach ¢ zu gelangen, wer-
den wir von dem Koeffizienten bei dt die GroBe a’p; absichen miBen. Wir
werden oft das starke Differential in der total starken Form:

(19) 07 =y, T doa* + p, T dt

sehreiben

_8. Der Dehnungstensor. Wir werden nun einen Tensor auffinden, der
gewissermaflen eine Besonderheit der rheonomen Geometrie bildet und kein
Apalogon in der Rieman ngeometrie besitzt. Er erweist sich als mafgebend
fir die Dehnung des Raumes und verschwindet ftir einen. sich starr bewe-
genden Raum. Da eine eintach unendliche Flsichenschar stets als eine sich
bewegende Fliche aufgefat sein kaunn, so wird er sich auch fir das Problem
der infinitesimalen Tsometrie von Wichtigkeit erweisen. In diesem Falle (all-
gemein im Falle einer Hyperfliche) ist er nahe mit der zweiten Fundamen-
talform verwandt [3. 14, (24)].

Dieser Tensor ist fur den rheonomen Raum in dem Sione intrinsek. da8
er sich ausschlieflich dureh die inhomogene Fundamentalform almdrﬁcldz.J Wir
fihren ihn vermittels der Methode, die auf S. 104 § 6 auseinandergesetzt wor-
den war.

Wir betrachten die skalare Form

Y = 0 (@, 0’ 62*) = d ay, 62 0
und wihlen die vertauschbaren Verschiebungen in der folgenden (inva-
rianten) Weise: il
dt=0, do'=0 also do’=— o't

. Die Ver§chiebung d ist also sozusagen rein zeitlich und entspricht gewisser-

mafen einer partiellen Differentiation nach der Zeit, Die Verschiebung 4 ist
dflgegen ein Intervall zwischen zwei ngleichzeitigen® Punkten. v wtrde in
diesem Falle die Dehnung eines rein ,riumlichen® Intervalles in der Zeit dt
a‘ngeben‘ Im streng skleronomen Fall gilt das alles wortlich und @ ist natiir-
lich Null. Dasselbe gilt fiir eine starre Fliche. Die Deutung  bleibt bestehen
fur eine sich deformierende Fliche. Nun rechnen wir P aus, |

¥ = d(ay 02° 02*) = day, ' L 2a,d S2/d0a

= (& a5, — &’ ay) 0z’ Ot dt — 2ay, 8,0’ 0 Sa* dt

= (9r0u — &’ a5 — ay 9, 0/ — a9, &) 6 2+ 3t
108 :
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Dieser letzte Schritt war notwendig, um einen in i und % symmetrischen
Koeffizienten zu erhalten. Denn nur der symmetrische Teil wird durch die
‘Werte einer quadratischen Form bestimmt. Setzen wir also

Wiy = % (3:tp — o/ 30y — a0 — a9, @)
= 3 — Vs — Vi),

&)

wie man sich durch Ausrechnen iherzeugt, so gilt
(22) 0 (ay 02 8a*) = 2W, 6o’ b dt,

und da 0z beliebig ist, schlieBen wir den Tensorcharakter von Wy. Wir
nennen ihn den ,Dehnungstensor”.

Um diesen Namen endgiltig zu rechtfertigen, betrachten wir eine sich
beliebig bewegende Fliche und wihlen die ,Identitat* ihrer Punkte ,normal®,
d. h. derart, daf die Bahnen ihrer Punkte orthogonale Trajektorien zur Fa-
milie aller Lagen der Fliche werden. Dann werden wir natlixlich o' = 0 ha-
ben und der Dehnungstensor reduziert sich auf §3;a,. Daraus folgt, daf er
die rein longitudinale Dehnung mibt.

Aus dem obigen folgt unmittelbar, daB

die notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine sich ,transver-
sal® bewegende Fliche starr sei, ist das Verschwinden ihres Dehnungs-
tensors-

Dasselbe 146t sich auch so aussprechen:

Eine einfach unendliche Flichenschar ist orthogonal isometrisch dann
und nur dann, wenn ihr Dehnungstensor verschwindet,

wobei der die Flichen unterscheidende Parameter als Zeit zu deuten ist. Wir
heben als wichtig hervor, daB diese Bedingung stark invariant ist, also ganz
unabhiingig vor der gewshlten Darstellungsart der Flachenfamilie.

Wir konnen auch jetat die notwendige und kinreichende Bedingung der stren-
gen Skleronomitit des Rawmes angeben. Sie lautet
(23) W =0, of=0,
wo eff= A — o;a' ist (vgl. S. 103). Sie ist in der Tat notwendig, denn in dem
ausgezeichneten Koordinatensystem ist die Form homogen und von der Zeit
unabhiingig, also gelten die Gleichungen (23). Aber auch umgekehrt, sind (23)
erfillt, so wihlen wir die Koordinaten laut der Bedingung o = 0 (was offen-
bar immer moglich ist). Da (23) invariant ist, so milssen sie auch in diesem
Koordinatensystem gelten, also ist dann:

=0, A=0

w. z. b, w.
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9. Zusammenhang mit der zweiten Fundamentalform. Bewegt sich ein
m-dimensionaler Raum B in einem n-dimensionalem Raume %, so fegt er ein
pKanal“ dureh, das ein m - 1-dimensionaler Raum € ist. In diesem Raume
ist B in jedem Augenblick eine Hyperfliche, und hat also eine bestimmte
zweite Fundamentalform (der erzwungenen Kriimmung). Wir zeigen, daB sie
eng mit dem Dehnungstensor zusammenhingt.

Wir wihlen das Koordinatensystem auf den B derart, da$ die Trajekto-
rien von konstanten ' orthogonal zu den B ausfallen. Setzen wir

wh=a A=1,...m;

BT —
y ' =1

7

so haben wir ein Koordinatensystem {#*} im - 1-dimensionalen Kanal G.
Bedeutet 6, wie in § 7, eine Verschiebung mit §a = 0, so geschieht sie in
diesem Koordinatensystem, da hier o = 0 und 64’ == da' ist, lings der ¢-Linie,
ist also normal zu B in @. Setzen wir

Azt = B’T’Et,

so ist B* die Quergeschwindigkeit des 8. Sie ist nattirlich, ihnem Sinne ge-
méf, ein starker Vektor. Setzen wir

B4 — Bni',

o ist #* die Einheitsnormale zu 8 in @.

Nun sei d eine mit 0 vertauschbare, ,rein riumliche“ Verschiebung mit
0t = 0. Dann haben wir (6dt = 01)

00x* = 602 = 6 (B*df) = 6 R4 dt,
oder noch
00z, = 0B, dt.
Jetzt schreiben wir:

3 (a4 03 62) — 4 (6w, 02%) = 28 0w, S+ = 20 B, 0w di
= 2B én, bzt dt.

Hier ist das erste Glied gleich 2W, da da*dt nach (22). Das letste aber, we-

gen der Definition der zweiten Fundamentalform ), *) ist eben — 2B A, 0x' 65* dt.
Da W, sowohl wie hy in der B liegen, so ergibt sich

(24) Wy = — Bhy.

Das ist die angesagte Relation.

*) Vgl z. B. Duschek-Mayer, Lehrbuch der Differentialgeometrie, Teubner 1930,
Bd. I, 8. 126, (13). Die Bezeichnungen sind etwas verschieden.
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Es ergibt sich sofort der folgende Sata:

Bewegt sich ein Rawm transversal ohne Dehmung, so ist er geodiitisch in
dem durchgefegten Kanal *).

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Satz von 8. 109, der W = 0 ver-
langt, und aus der Relation 7, == 0 fiir geoditische Hyperflichen.

10. Bedingungen fiir Biegung ohne Dehnung. Denken wir uns eine
einparametrige Raumschar und stellen wir uns die Frage, ob sie aufeinander
isometrisch abbildbar sind, d. h. ob sie als eine Reihe von Lagen eines sich
ohne Dehnung bewegenden Raumes sich auffassen lassen. Dazu ist notwendig
und hinreichend, daB eine solche Darstellung der Raumschar
A=1,..,m,

(26) i=1,...,n.

z* = x* (#,1),
existiere, bei weleher d,a; = 0 wird. Der Dehnungstensor erlaubt uns dieses
Problem priizis zu formulieren.

Verschiedene Darstellungen (25) stellen verschiedene Koordinatensysteme
dar. Existiert zwischen ibhnen ein solches, fir welches 8, a, =0 ist, 8o nehmen
wir den entsprechenden Wert von ¢, in Betracht, und nennen w, einen starken
Vektor, der in diesem ausgezeichneten Koordinatensystem die Komponenten
— a; hat. Wegen 9,a, = 0 gilt in diesem Koordinatensysten nach (21):

2Wiy = — Pati — Ji O == kat+ Vi,

Diese Relation zwischen Tensoren muf immer bestehen, wenn sie in einem
speziellen Koordinatensystem besteht. Die Bedingung der Existenz eines Vektors
w;, fur den

(26) Vet + 7w = 2Wy

gilt, ist also fur die Isometrie der Flichenfamilie notwendig. Da8 sie hinreichend
ist, ergibt sich durch eine umgekehrte Uberlegung. Existiert so ein Vektor w;
so withlen wir ein Koordinatensystem in dem e, = — w, (das ist sicher moglich!).
In. diesem System nimmt aber die Relation (26) eben die Gestalt 9,a;,, =0 an.

Die Gleichung (26) erinnert lebhaft an die Killingsche Gleichung 9) fir
eine starre Deformation und geht in diese tiber, sobald Wj ==0, also wenn
es eine starre orthogonale Deformation existiert. Aus dieser Gleichung lassen

%) Piir Hyperfiichen in einem Riemannschen Raume auf einem anderen Wege von
A. Pantazi, Sur la déformation le long de trajectoires orthogonales. Bull. Soe. St. Cluj,
6 (1981) und Mathematica 5 (1931) bewiesen.

% Vgl z. B. Ricei-Kalkil, 8. 212, (271).
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sich tbrigens noch andere Sehlifie ziehen, namentlich die infinitesimale Iso-
metrie und die Aufstellung aller moglichen Isometrien betreffend 6).

11, Stark kovariante Vertauschbarkeitsbedingung. Wie bekannt, nennt
man zwei Verschiebungen da, da’ vertauschbar, wenn

@7 dda' = dda'.
Im rheonomen Raume kommt noch
ddt = ddt

hinzu. Die Bedingung (27) ist zwar eine invariante Relation, aber ihre ein-
zelnen Glieder sind offenbar keine Vektoren, Wir stellen uns die Aufgabe sie
stark invariant umzuschreiben.

Zu diesem Zweck betrachten wir den Ausdruck

864t — §6a° = doa’ + Iy, 0a" da! + Ty 5t dt
— doxf — I, 0at da? — I da* dt.

Da 662! — 66 ein starker Tensor ist, ist es auch der letzte Ausdruck.
Wiahlen wir aber das Koordinatensystem normal, d. h. /=0, so wird er
wegen o' = da’, 0%’ = do, mit

L (0atdt — Oa* dt) = Latd,a,, Oz dt — Ou 477‘) = Wi (8u" dt — 6o dt)
identisch. Das mufl in jedem Koordinatensvstem gelten, also haben wir:

(28) d0s" — 8 0a’ = W', (6t dt — o2 dF)

D.as ist die gesuchte Formel. Wir konnten den Dehnungstensor vermitiels
dieser Formel definieren, und schlagen wirklich bei einer Erweiterung diesen
Weg ein (8. 119).

1I.

Starke Invarianten einer inhomogen quadratischen Differentialform und
eines Pfaffschen Systems., — Rheconichtholonome Geometrie.

12, Begriff der rheonichtholonomen Geometrie. Um den mechanischen
Anwe.ndungen gerecht zu werden, miissen wir unsere Begriffe und Ergebnisse
auf nichtholonome und gleichzeitig rheonome Raume tibertragen. Wir geben

) Vgl. A. Wundheiler, Conditions pour une surface flexible inextensible. C. R. Ae.
Paris 193 (1931).
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sundchst die allgemeine Richtlinie an. Bewegt sich eine Fliche im Raume laut
den Gleichungen:

2 = o' (2%, 1), i=1,...,8; a==12,

do = B, da* + v'dt, b, =9, &, v =9,
go existieren in jedem Augenblick in jedem Punkte der Fliche ein durch b}
gegebenes Flichenelement und eine Fibrungsgeschwindigkeit »%. Diese sind
als Ableitungen bestimmter Funktionen durch gewisse Integrabilititsbedingun~
gen miteinander verkntipft, also einzeln nicht frei wihlbar.

Nun verzichten wir — und das ist der fundamentale Schrits — auf diese
Bedingungen und wihlen die 2}, und %' vollkommen un abhingig von-
einander. Wir erhalten ein Gebilde, daB aus einem zeitabhingigen
m-dimensionalen Richtungselement und einem Vektor in jedem Punkte des
Raumes besteht. Wir nennen es einen ,nichtholonomen rheonomen Unterrawm’.

Da aber hier in jedem Punkte des Raumes ein solches Paar Element-
Vektor vorausgesetzt ist, so haben wir hier nicht das Analogon einer sich
bewegenden Fliche, sondern einer sich bewegenden Flachenfamilie. Ist n die
Dimensionszahl des Oberraumes und m die des Richtungselements, so wird im
holonomen Falle eine Familie von oo™ ,Flichen“ erhalten. Darauf ist wohl
zu achten, wenn man sich die nichtholonome Geometrie richtig veranschauli-
chen will. Die MiBachtung dieser Tatsache hat bei verschiedenen Autoren
mehrmals zu Fehlern gefihrt (vertauschbare Verschiebungen!).

Wir werden einen rheonichtholonomen Raum als durch die Gleichungen

(29) det = b}, da® + o di, a=1,..,m

gegeben voraussetzen. Es ist leicht einznsehen, daB die nichtholonome Geo-
metrie die Invariantentheorie der Gruppen

(30) i = atdo! + o'dt, 1=1,...,%

(81) dao = b dao* + @ d, A=,

sein muB. In der Tat, durch (29) ist nicht nur ein Unterraum, sondern auch
ein Koordinatensystem in diesem Unterraume erklirt. Nimmt man in
den dx® eine lineare Transformation (81) vor, so erhilt man eine andere Dar-
stellung

dat == b} doc* - ' dt

desselben Unterraumes, die ebenso gut ist, wie die vorige. Vom Koordinaten-

system (also auch von der gewihlten Darstellungsart (29)) unabhingige Eigen-

schaften mussen also den Transformationen (31) gegeniiber invariant sein.
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Wohl kann es ausgezeichnete Koordinatensysteme geben, z. B. wenn (29)
in Wirklichkeit holonom ist, und die scheinbare Anholonomitit einer unge-
schickten Wahl der da® zu verdanken ist. Man muB also zwischen nichtho-
lonomen Unterrdumen und holonomen Réumen in nichtholonomer Darstellung
scharf unterscheiden. Ein Kriterium fur die scheinbare Anholomitit muB un-
bedingt gegenttber (31) invariant sein. Wir werden es spiter angeben.

Wir erkliren also die rheonichtholonome Geometrie als Invariantentheorie
der Gruppen

do' = af 4o + o' dt,  do = b3 dwt - % db

und einer inkomogenen quadratischen Differentialform. Die Begriffe dieser Geo-
metrie miifen als Spezialfsille die bisher eingefiihrten enthalten. Es zeigt sich
aber, da die Kompliziertheit dem holonomen Fall gegentiber nur unbedeutend ist,
Das erklirt sich damit, daf die Rigenschaften des ersten Differentialgrades,
die von den Integrabilititshedingungen unabhingig sind — und das sind eben
die wichtigsten — offenbar gleich in den beiden Fillen lauten.

Fur m ==n wird der Unterraum mit dem Oberraum identisch und (1)
wird einfach eine Koordinatentransformation in dem Oberraume. Wir werden
zur Ilustration in diesem Falle die Bedeutung unserer Begriffe nachpriifen.

Rbeonichtholonome Rinme werden wir mit [B] bezeichnen.

Unsere Aufgabe besteht nun in der Verallgemeinerung der in I. einge-
fithrten Begriffe auf nichtholonome Unterriume. Es handelt sich, u. a. um den
Fundamentaltensor, um die Lingsgeschwindigkeit, das kovariante starke Dif-
ferential, den Dehnungstensor usw. Alle diese Bildungen missen im holono-
men Falle in die gewbhnlichen iibergehen.

13. Projektionen in den virtuellen Unterraum. Der rheonome nichtho-
lonome Unterraum sei durch die Gleichungen

(32) da! = b, da® 4 o' dt
gegeben. Die Verschiebungen, denen dt — 0 entspricht sind durch
da’ = b da=

gegeben. Sie bestimmen ,den virtuellen Unterraum® %. Ein Vektor o liegt in
diesem Unterrawm, weun er sich in der Gestalt

£ . Rl a0
v = b} ™.

darstellen 148t. Ein Vektor ist ev B orthogonal, wenn er zu jedem in B lie-
genden Vektor orthogonal ist. Diese Begriffe tbertragen wir auf beliebige
Tensoren, indem wir sie auf einen bestimmten Index beziehen.
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Ein Vektor kann in zwei Summanden zerlegt werden, deren einer in B
liegt, der andere dagegen zu B orthogonal ist._ Wir nennen den ,ersten ;‘bur%-
manden die longitudinale Komponente, oder die Projekiion des Vektors in 3,
den zweiten — transversale Komponente.

Man verifiziert leicht die folgenden Stize. Setzen wir

1 “=:Bu,
'0’ a:‘:ﬁa

V=10, b¢ (immer bb=10!),

ol pum— '3
bug = by, Dby =D = b =198 by — b9 0, B,

(33)

so geben die Uberschiebungen
v =bv

immer die Projekiion des Vektors v in die B, und zwar if‘ verschiedene.n
Koordinaten: das Projizieren ist mit der Multiplikation mit b gleichbedeul e.nd. Wir
nennen b den Einkeitstensor von B und betrachten die Grﬁﬁen.(?y.%.) als seine ver-
schiedenen Darstellungen durch Komponenten. Offenbar ist immer, d. h. in ‘
jeden Komponenten symbolisch:

bb = b.

Hat ein Tensor an einer Stelle den Index e, so kann man nach der
Formel
Ti= ¥, T% baw. T,=10T,
an diese Stelle den allgemeineren Index 4 bringen.
Setzen wir symbolisch
c=a—1b
i inhei Raumes G.
5o ist ¢ der Einheitstensor des zu B orthogonale'n
Die Begriffe der Projektion und des In-B-liegens werden auch anf (;]:‘en-
soren tbertragen mit Relativierung in bezug auf einen c?der mehrere_ Indizes.
Liegt ein Tensor in bezug auf einen Index in &, so ist er zu € in bezug
auf diesen Index orthogonal und umgekehrt.

14. Nichtholonome Fundamentalgréfien und kanonische Gestalt. (Vgl.
§ b). Wir haben zumerst:

(34) St = Boda® 4 (@ 4 ) df, o= Wd* 4 (@ V)

. v .
Ahnlich wie im Satz (7) 8. 102, beweisen wir, dab i B, ein starker

Vektor in bezug auf den Index 4 ist. In bezug auf ¢ ist o' aber ein Skalar,
'

P b, in bezug auf @ ein starker kovarianten Vektor.
x

also ist
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Um die Fundamentalform ftir den Unterra
' um zu finden, set: ir (;
in den Ausdruck ds? ein. Bs kommt: ) S wir (34

o ds? = bsdzdaf 4 2 B, da*dt + Bdr
Hier ist
Bo = by (¢ + o).
Daraus folgt, wie anf 8. 103, daf
bug = ay bl b}
ein starker kovarianten Tensor -in @, § ist. Weiter sind ebenso, wie in § 5:
Vo ==0bopdf B, Oz, = bapdaf |- B, dt,
2“ e + ﬂu ﬁxa = dg* __|_ ﬁadt

starke Vektoren. Der Strich unter den Symbolen soll sie auf den Unterraum

schzebung n [B).

Jotzt kinnen wir die Gleichung (34) in der Form

0’ == b, 0w o (o -+ o' — B, Bt
umschreiben, aus welcher nun folgt, daB
B'= o+ v — p g
ein starker Vektor ist. Wir nennen ihn die Quergeschwindigkeit und schreiben:
(86) Ot =¥, du® - Bldt, of =i oo -+ B
Das ist eine kanonische und vollstindig invari;nte Gestalt der GHeichungen

des [%J: Wir geben ihre geometrische Interpretation.
Wir sehen sofort, dab 5* zu 8 orthogonal ist. In der Tat:

bEB' = b (e + o) — BpbiF = b(af + of) — o = 0.
Daraus folgt, daB 0% also auch v* in % liegt.

Aus den Gleichungen (35) fol j 1§
gt, dafl jeder zu [B] gehorende Vel i
orthogonale Kompouente B¢ hat. Wir kionen das lcireiben- o Vektor dle s ¥
(36) cdx=DBdt cv=27

3

wenn wir mit ¢ den Einheitstensor des orthogonalen Raumes € bezeich
Die geometrische Interpretation fir m =2, =3 ist sehr anschaulich Ig;:
Endpunktt:‘a aller in [B] gehorenden Vektoren, die von demselhen Punkt‘ aus
strahlen,_hegen auf derselben Ebene, die zu der virtuellen Ebene B paralle] i t'

Weiter haben wir die 2u o analoge invariante SR
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O%z'_ B - ﬁuﬁm'
Nun ist aber
(87 ds? = bx,02 + oFdi2

Setzen wir nun (35) in die Formel (37) ein, so erhalten wir
ds? = 0w, 62* 4 (ef+ B,B) di* = bz, dz*+ Fd?,

woraus folgt

&= ot -+ BB

Das ist die Relation awischen den transversalen lebendigen Kriften der Riume

A und B.

15. Das kovariante starke Differential in 8. B sei der virtuelle Unter-
raum eines rheonomen Raumes [B] und b sein Einheitstensor. Ist o' ein in B
liegendes Vektorfeld, so wird im allgemeinen schon 0+ nicht mehr in B lie-
gen. Wir nehmen uns vor ein starkes kovariantes Differential zu finden, das
den Bedingungen (8) gentigt, und das aufierdem fiir in B liegende Grolen
selbst in B liegt.

Wir nennen das in 8 induzierte Differential oder einfach das B-Differen-
fial den Ausdruck

v == bdv

der die Projektion des gewihnlichen kovarianten Diferentiales in B darstellt.
Ist 7 ein Tensor hoheren Stufe, so erhalten wir sein 8-Differential, indem
wir das gewdhnliche Differential in bezug auf jeden Index in die B projizieren.
Es ist evident, dab das B-Differential die Bedingungen 1,2, 3, 4 von § 6
erfullt. Wir verifizieren noch 5. In der Tat, liegt v in 3, so gilt:

Yy = baﬁvﬁ)

also
dv=0db - bdv =08b -+ dv

da dv, das in B liegt, sich durch Uberschiebung mit b nicht #ndert. Wir ha-

ben also
v6b == 0

fiir einen beliebigen Vektor v in B, und da db ebenfalls in B liegt, so erhal-
ten wir, wie angesagt, 6b == 0.

Also ist der Fupdamentaltensor b von % in bezug auf das B-Differential
ebenso ,konstant“, wie der Fundamentaltensor o in bezug auf das B-Differen-
tial. Es besteht hier eine vollkommene Analogie. Es ist klar, daB im holono-
wen Falle das induzierte Differential mit dem gewohnlichen zusammenfillt, da
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es iu holonomen Falle durch die 5 Bedingungen vollkommen bestimmt ist,
Deckt sich B mit %, so decken sich auch die beiden Differentialoperationen,

Man kann fiir u eine dhnliche Differentialform angeben
Ot = du -+ I'yubda’ + Tufdt,
Sup = dug — I'gu, da' — I'%gu,dt,

wie fiir das %-Differential. Das ist aber kaum interessant, denn wir werden
die explizite Form auBer in § 19 nicht benutzen.

16, Erzwungene Kriimmung. Wir haben mit der Bemerkung begonnen,
daB das 9-Differential der B-Grofen nichtin B liegt, also vom B-Differential
verschieden ist. Wir berechnen also die Differenz der beiden GroBen. Wir haben:

Su=">b0u - udb = du - udb
oder (vgl. (19) -

0w’ — 0w = u* 0B}, = P p;b, 6o’ - ut by dt,

Diese Form bestimmt, wenn dx in B liegt, lediglich die Projektionen der
Koeffizienten in 8 in bezug auf k. Wir erhalten zwei Tensoren der erzwun-
genen: Kriimmung:

(88) Hyl= bﬁbéngfg M, H= B p.b;.

Die Symmetrie des Tensors Hs' in den Indizes § und e ist fur die Ho-
lonomitdt von B ausschlaggebend, Das ist ein wichtiger von Schouten?)
gefundener Satz. Neben H;," wird oft der ihm #quivalente Tensor

! = bbby Hyy!

benutzt, der gleichzeitig mit Hy;! symmetrisch bzw. unsymmetriseh ist.

17. Zentrifugalvektor fiir nichtholonome Riume. Wir fihren nun ei-
nen Vektor §, vermittels der invarianten Form (vgl. 8. 104)

(39) T

- (B, 0’y = S, bt

ein. Hier ist daf = B3t oo liegt in B. ¢ ist also in bezug auf [B] sozusa-
gen rein zeitlich, d — rein riumlich. AuBerdem setzen wir 6 und 3 als ver-
tauschbar voraus. Wir bemerken ausdrticklich, um MiBverstindnissen vorzu-
beugen, daB J2¢ nach Anwenduug der Verschiebung d nicht mehr dem B an-

gehoren wird, so daB d(B,6z") nicht Null sein muB.

") Eingefithrt von Schouten, Ricei-Kalkiil, S. 158, (197),
undheres iiber ihn findet. Fiir nichtholonome Riume: Math.
Holonowitlitshedingung: Schouten-Kam pen, 8. T76.
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Wegen der Vertauschungsrelation (28) ist
$ 6t = 00 + Wida dt = 6(B'dt) + Wida'dt
also ist (39) tatsichlich eine Form in do% Es ist leicht S, explizit zu berech-
nen. Man erhult:
(39%) 8, = b.(4 9 ef — 7B, — B*y B, — Wi B
S, spielt in den mechanisehen Anwendungen eine fundamentale Rolle, und

wird ihretwegen ,absolute Zentrifugalkraft genannt. Auflerder wird er uns
in den Holonomitstsbedingungen begegnen.

18. Dehnungstensor fiir nichtholonome Réume. Wir fiih.renv nun, wi'e
S. 112 angesagt, den Dehnungstensor fir nichtholonome' Raum_e ein, mrle.m wir
aus der Vertauschbarkeitsbedingung ausgehen. Hier 'bletet sich al?er dl'e f?l-
gende Schwierighkeit: liegen zwei Felder 6z und dz' in [B], so sind sie im
allgemeinen nicht vertauschbar. Wir modifizieren als9 das Verfahren in dem
Sinne, daB wir nur die Vertauschbarkeit lings einer in [B] gelegenen Kurve
’ -
fordern, was stets erreichbar ist. Aus
6x' = 0’ - B'di
erhalten wir durch nochmalige Differentiation B
562t = 3647+ OBdt + Bddt = 80 + y,B'0a*di 4y, Bldtdt + B'odi.
Projektion auf B ergibt ~
b6 0! = 0 8 -1 bF y, B a* dt - by y, B! dE di.
Ahnlich B o -
b6 3o = 8 6a* -+ by y, B 0ot At - by B d i di.
Wir substrahieren gliedweise:

(8 8¢ — 6 5a) = b (80" — 0 ) -+ b 7B (At — Oxtd).

Sind 6 und 3 in % lungs einer [B]-Kurve vertauschbar, so konnen wir in
den Punkten dieser Kurve (28) anwenden und es kommt:

(66— 6 8)a° = bW’ + 7, B") (0x*dt — Ox*dt).
Da aber B o

drrdt — OaFdt = 0utdt — st

so gilt: o

(50 — §0)a® = by (W' + 7B (0a*dt — 0d),
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und da ¢ und 6 in B liegen, so gilt:

(00— 00)a" = bt Wy (Wi~ 7B (Subdt — dutd).
Endlich ist: - -

VEUTLB = bbby B = - BUSbE b= - B'H Y,
nach (38). Also endgtltig:

a/)k

(00— & )at = (WU W/, — B, Hyh(0ahdt — Suta)

0 ¢ 7
AWn' nennen dx’ und 0, die Projektionen vertauschbarer 'Diff'erenfiale in

B sind, quasi-vertauschbare Differentiale. Tst [B) holonom, so sind die quasi

vertauschharen Differentiale schiechthin vertauschbar und die Formel } g ;

den Dehuungstensor des holonomen Raumes A Y e
Wir setzen also definitorisch:

(40) Weg = b0t W,, — B, Hy!.

Es folgt aus dieser Formel, daB wenn
oder homogen (B! = ()
Unterraum gleich: Wege

) ' - der Unterraum entweder geoditisch
1st, 8o sind die Dehnungstensoren fur den Ober- und
n der Holonomi thtsbedingung (8. 118) haben wir sofort:

Fiir holonome Ui i
nterviume und nur fir solche s
. e che ist der Dehnungst
Wag symmetrisch. griansar

19. Kriimmungstensor. Gehen wir

Differential“ von dem Ausdruck fur das nayklische

A = (36 - §8jun

aus, so erhalten wir nach einer aug

Rechnung: der Riemanngeometrie wohlbekannten

(41) (66 — 88)un = R 0050 - Ryl (0o di — S dt),

Nn? missen wir hier rechtzeitig statt da', det
d2’ und d{:i einfiihren, um eine vollstindig sta
Fir die starken Krimmungstensoren R

die ahsoluten Verschiebungen
rk invariante Form zu haben.
% und R"}st haben wir:

By = 0,1 %o — %, + I Sl 7y — L, g,
By =8I, — AL rerr, — e, vy — atRey,.

Wir mﬂEEBP aber noch einige Bemerkungen machen. Tm $-
zwar der differenzierte Vektor « in 8, aber die Ve
man das Differential berechnet ist ganz heliebig, D
120
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rschiebung lings welcher
eshalb kann im Ausdruck

icm

©

Rheonome Geometrie. Absolute Mechanik. 25

fir das B-Differential:
Su == du® - I'yuf da' + I'puf di,

der dritte ,Differential“-Index ¢ der I'®, mit einer beliehigen Grofe verkniipt
werden, DaB zieht aber nach sich, daf die Kriimmungstensoren die ersten
awei ,Vektor-Indizes in B haben, die letaten zwei aber -- die ,Differential-
indizes* haben eine beliebige Lage im Oberraume. Die Einfuhrang solcher
Grofen sichert eine grofere Geschmeidigkeit des Apparates in Behandlung der
Kriimmungsaufgaben, z B. der Variationsgleichungen (§ 29).

Deckt sich & mit ¥, so bleiben alle Rechnungen giltig, und wir erhalten
einfach die Krtmmungstensoren des holonomen Raumes 2, die mit allen In-
dizes beliebig liegen. Wir bemerken noch einmal, da die allgemeinen Grifien
sich auf Vektoren beziehen, die zwar in der B liegen, aber beliebig verscho-
ben werden. )

20. Holonomititsbedingung. Die Gleichungen
dat = b, dx* + v di,

wie schon oben erwihnt, bestimmen nicht nur einen Unterraum, sondern auch
ein Koordinatensystem im denselben. Es kaunn sich wohl ereignen, daB der
Uoterraum holonom ist, das Koordinatensystem {a} aber nicht, Deshalb konnten
die tiblich gegebenen Bedingungen:

b 9, b, = b, 8 lp,

therhaupt nicht erfillt sein, sogar bei holonomen Unterriumen. Die richtige
Holonomitéitshedingung mub der Transformation

dxd == bgdx" + > dt,
wie auch
dot = af da’ -+ o' dt

gegenitber invariant sein. Nur in der Sprache der rheonichtholonomen Greo-
metrie kann dieses Problem gelost werden. )
Betrachton wir nun den rhennomen Unterraum [3B] Soll er holonom sein,
o mub sowohl der virtuelle Raum B, als auch der Unterraum @, der dénn durch
die Bewegung von B entsteht, holonom sein. Das geutigt aber nicht: de‘r
Vektor B. der zum unseren rheonomen Unterraume gehort, mub gerade die

,Quergoschwindigleit* sein. N
Ist B holonom, so muf nach dem 8. 118 zitierten Satze

(42) Hy = Hy
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sein. Ahnlich fordert die Holonomitit von &
(43) ehely e = elety,

wenn ¢ den Einheitstensor von & bedeutet. Diese Bedingungen mtfBen wir
durch b und B’ ausdriicken. Setzen wir

B! = Bnt,
wo #/ ein Einheitsvektor ist, so verifiziert man leicht. dafl
(44) &, = b, - n'n,.

Wir entwickeln nun (43) auf Grund von (44) und 3, B* = 0:
G%A%VEEZ = b} bLI:V_,5 Z)Z -+ b%bkan‘né
+ ntntn, nyy, € - (Binkn, - bintn,) y, e, .

Die Sy‘mmetrie des dritten Summanden ist evident. Die des ersten folgt
aus (42). Die Symmftrie des zweiten folgt aus der folgenden Rechnung:

bpbty, uin, = bebin'y,m, = bebibiaty,m,
= — n&n"b;:bka b= — n,n Hyt
und dieser Ausdruck ist wegen (42) symmetrisch. Es bleibt der Ausdruck:
(Whnkn, - biutn,)y, e
Fihren wir die Bezeichnung:
m[lk] = djlk — By

ein, so konnen wir (43) in der Gestalt umschreiben:

(b, - bhut ) Pty =0

Das. iiberschieben wir mit u” dann mit % und erhalten die gleichwertigen
Bedingungen: ¢
Butpudy =0, Buty,e =0,

die wir in der Gestalt
45) Wy, (b + w'u,) =0
endgiiltig notieren. T )

Es bleﬂot noch die Bedingung fur B Ist [B] holonom, so fiihrt die Ver-
schiebung 6 in (39) das Element d2' offenbar wieder in eines, das in B liegt.
Also ist dann nicht nur B, da' == 0 sondern aunch 3(B,6") = 0 und man exhalt

(46) 8, = 33, <B.
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Die Bedingungen (42), (40) und (46) sind die gesuchten notwendigen und
hinreichenden Holonomittitshedingungen fiir rheonome Unterriume.

1101
Die absoluten Gleichungen der Mechanik.

21. Uberblick tiber die Anwendung der Tensorrechnung auf die Me-
chanik. Schon die Schtpfer des absoluten Differentialkalkiils, Ricei und
Levi-Civita, haben im Jahre 1900 ¢ die Bewegungsgleichungen eines sklerc-
und holonomen mechanischen Systems in der Tensorsymbolik hingeschrieben,
wobei die kovariante Ableitung benutzt wurde. Diese Grestalt enthielt also nur
gegentiber Punkttransformationen

(47) o = 2 (%)

invariante GroBen. Dazu wurde das mechanische System als ein Punkt eines
mehrdimensionalen Riem annraumes, des ,Konfigurationsraumes” betrachtet,
dessen Fundamentalform -

(48) ds? = 2Tdft = ay,da’ do*

war, wo 27T die lebendige Kraft des Systems war. Sie weisen auch auf die
Mbsglichkeit der Aufsuchung zyklischer Koordinaten vermittels dieser mehrdi-
mensionalen Abbildung hin und geben die Bedingungen fir die Existonz eines
in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten linearen Integrals an.

Die Vorteile, die man aus dieser mehrdimensionalen Représentation ziehen
kann, haben ihre Quelle darin, daB man die aus dem dreidimensionalen Raume
stammenden Intuitionen zur Veranschaulichung bekannter Theoreme (z. B. das
Hertzsche Prinzip der geradesten Bahn) benutzen kann, aber auch neue Re-
sultate mit ihrer Hilfe erraten. So kann man z B. durch eine Verallgemeine-
rung der Jacobischen Gleichungen fir die geodatische Abweichung Varia-
tionsgleichungen fur die Bahnen mechanischer Systeme erhalten [§ 29, (19)]
Auf demselben Wege, durch Verallgemeinerung der bekannten inneren Bewe-
gungsgleichungen, haben wir unsere in §§ 30, 31 angegebenen Sttze ftber
Reaktionskriifte erhalten. Dieselben inneren Gleichungen erlauben sehr einfach
eine Reihe von Folgerungen tber den Verlauf der Bahneu mechanischer
Systeme, tber den Verlauf der Bewegung usw. ziehen, die Painlevé auf
einem anderen, mehr formalen Wege erhalten hat?).

Die erste systematische Behandlung der Mechanik vermittels der Ten-

%) Ricei ot Lievi-Civita, Méthodes du caleul différentiel absolu et leurs applica-
tions. Math. Ann. 54 (1900), 8. 179 (in polnischer Ubersetzung : Prace matematyczno-fi-
zyczne, t. 12, 1901).

%) P. Painlevé, Sur les trajectoires réelles. Bull. Soc. Math. de France 1894
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sorrechnung stammt von J. L. Synge (1926)1). Er benutzt dort zweierlei
mehrdimensionale Abbildungen des mechanischen Systems. Die eine ist die
schon besprochene vermittels des ,kinematischen ds2¢ (48), die andere beruht
auf dem ds? der Aktion:

ds*=2(h— V) Tadt,

Synge schreibt ebenfalls die mechanischen Gleichungen fiir skleronome
und nichtholonome Systeme vermiltels der kovarianten Ableitung, gibt aber
als Anwendung nur Betrachtungen tber die Stabilitut der Bewegung, dic auf
Variationsgleichungen fuBen, die er noch vor der Levi-Civitaschen Vorall-
gemeinerung der Jacobischen Gleichungen erhalten hat. Br gibt auch Kri-
terien fiir die Existenz von n — 1 zyklischen Koordinaten,

Sein Hauptverdicust ist jedoch, da er als erster den wichtigsten Vorteil
bemerkte, den man aus der mehrdimensionalen Abbildung ziehen kann: daB
bei dieser Auffassung der Unterschied zwischen holonomen und unichtholono-
men System formal fast verschwindet, was natirlich cum grano salis zu ver-
stehen ist. Das fallt in der Syngeschen Symbolik nicht so kraf aus. Das-
selbe kann man von den Vrinecean uschen Gleichungen fir nichtholonome
Systeme sagen, die von diesem Autor in einer Reihe von Noten in der Acca-
demia dei Lincei !} behandelt wurden. Er rechnet mit den fir die #ltere ita-
lienische Schule charakteristischen orthogonalen Kongruenzen und seine Me-
thoden stehen an Durchsichtigkeit hinter denen zurtick, die durch Anwendung
der Schoutenschen Symbolik erreichhar sind. Diese hat zuerst Hordk 1928 1)
angewandt. Die Vrincean uschen Anwendungen beschrinken sich sbenso
wie bei Syuge auf die Stabilitat fir konservative Systeme.

Alle diese Untersuchungen waren grundsitzlich nur fir skleronome Sy-
steme gefuhrt. Zwar schreibt Hordk seine Gleichungen auch fur rheonome
Systeme, aber sie werden, was Ubersichtlichkeit anbelangt, dureh nichts aus-
gezeichnet, was ihnen einen Vorrang vor slteren expliziten Gleichungen (Wo-
ronetz Tzénoff, Hamel) sichern konnte. Dasselbe gilt in noch groferem

) J.L.Synge, Onthe Geometry of Dynamics. Phil. Trans Roy. Soe. A 236 (1926). —
Geodesics in non-holonomie Geometry. Math. Ann. 99 (1928). - Hodographs of General
Dynawmical Systewns. Trans. Roy. Hoc. of Canada, XXV (1981).

) G Vranceanu, Sopra le equazioni del moto dli un sistema anolomo. Rend. Lincei,
IV (1926). — Sopra la stabilits geodetica. ibid. V (1927). -~ Stahility geodetica. Applica-
zioni ai sistemi conservativi della Meccanica. ibid. V (1927
nelle varieth anolome. ihid, VI (1948). -
dal tempo. ibid. XIII (1931).

) Z Hordk, Sur les s
(1928).
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Mafe von Vriinceanu, der vor einem Jahre1%) das Problem von neuem an-
gegriffen und in seiner Symbolik die Gleichungen fir rheo- und nichtholo-
nome Systeme ausgeschrieben hat.

22. Die absolute Mechanik. Der Grund fiir alle diese Ubelstinde ist
der folgende. Die Theorie der rheonomen Systeme kann nur dann einﬂ.mh
ausfallen, wenn sie in adiiquaten Termini aufgebaut wird. Adsquat aber sind
in diesem Falle diejenigen Termini, die von zulissigen Koordinatensystemen
unabhingig sind, eine intrinseke Bedeutung haben, Nun ist es klar — und das

ist der springende Punkt -— das filr ein rheonomes System, das auf die Pa-
rameter &' bezogen ist, alle durch eine zeitabhingige Transtormation
(49) ' = x' (2", 1)

verbundenon Parametersysteme vollkommen gleichwertig, ununterscheidbar sind.
Denkt wan an einen Punkt auf einer sich deformierenden Fliche, so wird das
ohne weiteres klar. Als mechanische GroBen im eigentlichen Sinne sind Sy-
steme zu betrachten, die sich diesen ,Zinematischen Transformationen® §49) und
nicht nur den ,geometrischen* (47) gegeniiber invariant, also tensoriell ver-
halten. Wir werden in Nachbildung des bekannten Namens ,,Abs?luter Diffe-
rentialktil“ eine Darstellung der Mechanik in solchen nstnr%{ invﬁarmnten“ .'.I‘et-
mini als ,Absolute Mechanik“ bezeichnen, und diese sta?k invarianten Grofen
absolute mechanische Griflen wemuen. Formal wird sie mit der oben ent-
wickelten rheonomen Gecmetrie, oder auch mit der ,starken* Tensorechnung
in vielen Punkten identisch. ‘

Wir mtissen aber einen Schritt weiter gehen, um dt?n mchtho'lonomeu
Systemen gerecht zu werden. Ist ein solches durch die Bedingungsgleichungen

dot = bl do® - o' di

gegeben, so werden fir dieses System gleichzeitig Emablistngige phichtholo-
nome* Parameter eingeftihrt. Wie schon S, 113 bei einer ahnhc}.]en Gelegen};
heit auseinandergesetzt wurde, sind alle anderen Darstellungen, die man dure
Anwendung der Parametertransformationen

(60) du® == b} do* - & dt

erhtlt, durchaus gleichwertig und ununterachefidbaf', S.oll alo eine sich a}l;fbem
nichtholonomes System beziehende GriBe eine m‘trm‘seke Bedeutunfg aben,
eine absolute mechanische Grofe“ sein, so mui.ﬁ sie sich d'en Transkormalgo-
?mn (50) gegenttber invariant verhalten, Nur mit dlfasen Bllduuge:';]1 aun d::.
Nagel auf den Kopf getroffen werden, weun man (ime ar{aquatel. eor;? Jor
rheonomen Systeme bildeu will, und nur in diesen Griflen kinnen die expliz

'———:;)“;fél die letzte der zitierten Vrinceanuschen Noten. 5
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Gleichungen der allgemeinen Systeme einfach ausfallen. Wir setzen also en-
giiltig fest:
Als ,absolute Mechanik® lezeichnen wir die Invariantentheorie der wicht-

holo- und rheonomen Transformationen (50) und der quadratischen Form
Sir die inetische Energie:

AT = qu ' &* 4 2a,2" - A

Die Anwendungen, die wir weiter geben, werden vermutlich diesen Stand-
punkt als gerechtfertigt erscheinen lassen. Wir heben aber ausdricklich her-
vor, daB die absolute Mechanik nur fir wirklich rheo. und nichtholonome
Systeme am Platze ist: fur ein skleronomes System, in dem es ein ausge-
zeichnetes Koordinatensystem gibt, reieht natiirlich die Invarianz gegentiber
gewohnlichen Punkttransformationen vollkommen aus.

_ 23. Mechanische Interpretation der »starken« Grofen. Es sei zunsichst
ein mechanisches holonomes Systems auf die Parameter 2/ bezogen. Seine le
bendige Kraft sei:

(51) 27 = a, &' &* + 20,4 + A.
Wir haben in § b die Grofle @, ,longitudinale Fihrang* genannt. Denkt man

sich z. B. einen Punkt auf einer im dreidimensionalen Raume beweglichen
Flache

y 2
%

3;

I

-

= Az, §), v

()

I

1

so rechnet man wie auf S, 101, (4) leicht aus, dab @, eben die Projektion der
Mitfahrungsgeschwindigkeit auf die Fliche ist. A wird aber das Quadrat der
Mitfuhrungsgeschwindigkeit, also die nlebendige Kraft der Mitfuhrung®. Diese
beiden Grofien hingen natiirlich von dem auf der Fliche gewihlten Koordi-
natensystem, von der ,ldentitit’ der Flichenpunkte ab, sind also keine abso-
luten mechanische GroBen. Dafilr sber ist die stransversale lebendige Kraft“

ef=A— a,c,

d. h. in unserem Beispiel das Quadrat der Mitfuhrung in der absoluten, zur
Flache orthogonalen Richtung, eine starke Grofe,

A!mlich ist o' keine starke Grtfe, da sie ebenfalls von der gewiihlten
»1dentitit’ der Flachenpunkte abhiingt. Nehmen wir dagegen die Grofe:

01=m1+ ai’

8o verifiziert man in unserem vorbildsmiBigen Beispiel, da sie die Projektion
der absoluten Geschwindigkeit eines auf der Fliche beweglichen Punktes auf
126
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diese Tliche ist. Das mul aber schon eine absolute GroBe sein, wie wir S. 108
bewiesen haben. Wir haben sie die ,L#ingsgeschwindigkeit“ genannt.
Gehen wir jetzt zum nichtholonomen System tiber. Was bedeutet zuerst
die Gleichung:
da' = V' doc* - v'di?

Wir sehen, dafi sie das System, also den reprisentativen Punkt von der Masse 1
in dem n-dimensionalen rheonomen Raume von der Fundamentalform (51), derart
bindet, dul seine ,Geschwindigkeit* nicht beliebig sein darf. Sie muss sich aus
einer in dem virtuellen Raume liegenden ,relativent Geschwindigkeit &’ und
einer aufgedridngten ,Mitfihrungsgeschwindigkeit® zusammensetzen. Diese bei-
den sind aber nicht invariant, wie schon oben gezeigt wurde. Gehen wir da-
gegen zur kanonischen stark invarianten Form tber (vgl. (35), (36)):

=o'+ B, dof=B,

so zeigh sich, daB die ,transversale* Komponente der ,ganzen* Geschwindig-
keit vollsommen bestimmt ist. Das ist die iransversale Mitfiihrung. Man kann
das so deuten, daf die Endpunkte der moglichen Geschwindigkeiten des ma-
teriellen Punktes, der sich am Ort M befindet, in einer m-dimensionalen ,Ebene®
liegen, die zur virtuellen Ebene B im Abstande B’ parallel ist. Ist B gleich
Null, so vereinfacht sich das zu einer Beschrinkung der moglichen Greschwin-
digkeiten nur in bezug auf ihre Richtugen, ohne Beschrinkung ihrer GroBen.
Im allgemeinen Fall aber wird die Groe der Greschwindighkeit mit ihrer
Richtung in Verbindung gesetat.
B= B,B wird die ,transversale relative lebendige Kraft“. Dagegen

B = of+ BB

wird die ,ganze“ lebendige Kraft der Mitfuhrung. Sind die Bindungen in
Wirklichlseit holonom, so gehen alle diese GroBen in die oben besprochenen
GroBen o' und o7 tber.

24. Absolute Gleichungen fiir ein holonomes System. Es handelt sich
nun um eine Form der Bewegungsgleichungen, die nicht nur den rheonomen
Transformationen gegenilber invariant ist — denn eine solche ist schc.m die
Lagrange’sche — sondern auch ausschlieBlich aus absoluten mechanischen

Groflen besteht. Das ist fur die Lagrange'schen Gleichungen nicht mehr der
ar . . adr 43T
Fall. Zwar ist of ==, eine starke Grobe, aber das gilt von 73e " ogn
o x
nicht mehr. )
Wir gehen von dem Hamiltonschen Prinzip in der Form
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(52) f (674 Qbz!)dt =0

aus und rechnen vom Anfang an stark kovariant. & bezeichnet das starke
Differential lings der Bahnkurve, § ecine mit ihm vertausehbare ,starke ko-
variante Variation®. Wir haben: (dt == 0!)

027 =0(02 -} of ) = Siv’ + of ) = 20,00' 4 ok
Weiter ist:

0,00t = v,3(0'lt) = v, 8o’
und nach der Vertauschungsrelation:
=662’ — o, W* Oadt = 6(11,—6—,#) — b2’ — v, W? Oz dt.

Das vollstandige Differential wird in (52) ausintegriert und es bleibt:

- (%’f + Wf}vj)gxldt.
Wir schreiben nun

Sorti== diof 0a' =2 S;0x
nach (39%). Wir erhalten also die Bewegungsleichungen in der Grestals:

é v
(63) Zz% + Wig,= 8,4+ 4,

Der Leser wird leicht nachprtifen, daB z. B. im Falle einer rotierender
Ebene oz das Potential der Zentrifugalkraft und 8, die Zentrifugalkraft selber
ist. Daher der Name ,absoluter Zentrifugalvekior. Wyv' erinnert an die Co-
rioliskraft, ist aber etwas ganz verschiedenes, da die Corioliskraft keine abso-
lute GroBe ist und im einen geeigneten Koordinatensystem, als eine nur relative,
fiktive Kraft, verschwindet. Man sieht sofort welche Vereinfachungen durch
W =0 eintreten.

Bs ist vielleicht interessant die bekannte Theorie der Relativbewegung in
dieser Auffasung zu betrachten. Wir haben hier einen Punkt im gewihlichen
Raume, also ein streng skleronomes System. Die Gleichungen der Bewegung
reduzieren sich hier auf die ,Newtonsche“ Gestalt:

dl’
f-o

Ist das Koordinatensystem rheonom (wie es bei beweglichen Achsen eben der
Fall ist) so explizitiert sich die Gleichung. wie folgt:

o
%?— + ptel 4 Dot = ¢ - &
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Ist das rheonome Koordinatensystem durch bewegliche Achsen gebildet, so ist
es leicht zu sehen, daB 7%, =0 ist und daB I, die bekannten Rotationsbildun-
gen sind, su daB I",o* einfach die fiktive Corioliskrafs darstellt. oz ist dann
aber die Potential der zentrifugalen Fithrungskraft, In der absoluten Behand-
lung erscheinen sie alle in dv* versteckt, und haben keinen absoluten mecha-
nischen Sinn. Das leuchtet tbrigens wohl ein, da sie doch wegtransformier-
bar sind.

25. Gleichungen fiir nichtholonome Systeme. Ftr nichtholonome Sys-
teme mit den supplementiren Bedingungen in kanonischer Form
=1 4 B
haben wir
9
64 S S B
wo ' die zu dem virtuellen Raume normale Reaktionskraft bedeutet, Wir pro-
jizieren auf den virtuellen Raum # und fthren tberall die auf ihn bezoge-
nen (unterstrichenen) GréBen ein:
od _ & | OB &' | yp Bty Bdi o _ i i
e i e 2 e D= ) VED T T VP VY s B B!,
= uwtETat ar T VBT A+ BB Aty
Das setzen wir in (54) ein und projizieren auf B, wobei b?R' verschwindet:
do* .
L Wt puBYY o B (— S BB 7B WB) = 1 &
Nach den Formeln (39*) und (40) ist das aber:
do
== o 98— So o
(65) L | Wegp =54 ¢

Das ist die angesagte absolute Grestalt fiir rheonichtholonome Systeme 4), Sie fithrt
sofort zu einer richtigen und sinnvollen Klassifikation der dynamischen Systeme.

26, Klassiflkation der mechanischen Systeme. Eine sinnvolle, adiquate
Klassifikation der mechanischen Systeme muf von Eigenschaften ausgehen,
die den Systemen selbst und nicht den gewhlten Parametersystemen inharen.t
sind, Man kann das System nicht als rhenom bezeichnen, wenn seine kineti-
sche Energie von der Zeit abhingt, denn dann wire jedes skleronox_ne System,
von beweglichen Achsen aus beurteilt, auch rheonom. Dasselbe gilt von der
tiblichen Definition der Holonomitit, wie wir oben (S. 121) auseinandergesetat
haben, Die aduquate Klassifikation muB durch die absoluten mechanischen
Grofen geschehen.

14) Fir gklexonome Systeme W =0, S=0 geben diese Gleichungen alle Autoren, die

die geometrische Repriisentation benutzt haben. Vgl z B. Schouten, Math. Zeitschr. 30,
8. 171, (118) und die zitierte Arbeit von Horék.
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Wir faBen an dieser Stelle die Holonomitdtshedingungen (42), (45), (46)
noch einmal zusammen:
Hy! = Hy,
b[j‘:n’-‘lvg(b‘ﬁ —+ n‘né) =0,
1958
S =g e
Skleronomitit. Wir haben schon ftr ein holonomes System bewiesen
(8. 109), daB es streng skleronom, daf heifit in einem geeigneten Koordinaten-
system eine von der Zeit ginzlich unabhingige homogene kinetische Knergie
hat, wenn gleichzeitig:
W = 0’ @{: 0.
Wir koonen aber auch als besonders einfach ein System hervorheben, fur
welches nur :
W=20
gilt. Dann gibt es zwar nicht notwendig ein System, in dem die kinetische
Energie homogen ist, wohl aber ein solches, in dem ihr quadratischer Teil
von der Zeit nicht abhingig ist. Wir nennen das System dann einfach skleronom.
Far nichtholome Systeme kann man sich die Klassifikation, durch die
Bewegungsgleichungen (55) geleitet, wie folgt denken:

Wep=0 halbskleronom;

(©6) Wu=0 8 =0
Wyu=0, 8o0f=0, piby=0, B'=0 skleronom.

quasiskleronom;

27. Die natlirlichen Gleichungen der Bewegung. In der gewshulichen
Punktmechanik nennt man nattirlich die Gleichungen, die die Projektionen
der Bewegungsgleichungen auf die Tangente und die Normale zur Bahnkurve
darstellen:

dv »?
mzi— = Fy, m ; = F,.
Wir wollen nun fiir beliehige dynamische Systeme — auch nichtholome - -

sholiche Gleichungen aufstellen. Es geht nicht ohne Schwierigkeiten: man
denke z, B. daran, daf in einem rheonomen Réume von einer ,Bahnkurve
kaum die Rede sein kann, da doch eine rheonome Transformation die ,Iden-
titit* der Punkte und damit auch jede Kurve &ndert. Aber wir haben einen
sicheren Wegweiser: beziehen wir den gewshnlichen (2. B. einfach dreidimen-
sionalen Rieman nraum) auf ein rheonomes Koordinatensystem (z. B. bewegli~
che rechtwinklige Achsen), so lassen sich alle GréBen auch in diesem Koordina-
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tensystem anschreiben, also Tangente, Normale, Krimmung usw. Sie drticken
sich in einer bestimmten, leicht zu erratenden Weise durch unsere starken
Groflen aus. Damit aber ist der Weg gezeigt: im allgemeinen Falle bilden
wir dieselben Ausdriicke. Der Leser findet nach diesem Andeutungen leicht
die folgende Darstellung,

Es sei in einem rheonomen Unterraume [B] die ,Kurve“
o = (f)

gegeben. Damit ist eigentlich ein Gebilde gedacht, daf jedem (rheonomen)
Koordinatensystem eine gewisse Kurve zuordnet: etwas m, m. einem Vektor
tibnliches. Wir setzen allgemein (indem wir die listigen unteren Striche bei
B-Groben einfachheitshalter auslassen):

do? == by, dx' 62",

Das ist unser Bogenclement. Offenbar ist:

V= — (0% = by v'v¥)
Es ist auch
o' da*
1=1, i5do
i
Wir nennen o' == (—;«3 die Einheitstangente oder einfach die Tangente der Kurve.
Weiter fuhren wir den starken Vektor (6 ist das starke B-Differentiall)
oo
— —
¥=1z
als Kriimmung unserer Kurve ein. Der absolute Betrag dieses Vektors:
ou’ out
—_ —_— V== ﬂi,
k= l/b”‘ do do
ist die skalore Krimmung. Offenbar gilt:

(57) ty e = 0.

Es ist wohl uberfltissig zu bemerken, daf im strengholonomen Falle alle
diese GriBen sich mit den altbekannten (bei gewthnlichem Sinne des Wortes)
decken,

Nun schreiben wir:

v’ du (v o do
,,,,, =v*ﬁ+u E?_D’EE-{-M‘”.
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Das ist die wohlbekannte Zerlegung in Tangential- und Normalbeschleunigung,
Setzen wir das in die Bewegungsgleichungen ein und muliiplizieren, unter
Beachtung von (57), einmal mit u, das andere mit %,, so erhalten wir bzw.

dv ¢ h
* = s+ O,

vk = (84 ¢)n.

Das sind die angesagten natirlichen Gleichungen. Man kann sagen, daf
die erste bei gegebener ,Bakhnkurve® die Durchlanfungsart, also die Geeschwin-
digkeit bestimmt. Das gilt wortlich im strengskleronomen Falle (W =0, § = 0).
Die Gleichungen nehmen dann die Gestalt

dv

- = u,

— 0
b7 2k = Q'n

an, und die Krimmung ist natirlich von der Zeit explizit unabhingig. Man
kann aus diesen (Gleichungen eine Anzahl Painlevyéscher Schliife ?) ziehen,
was auch Franck15) in gewissem Grade gemacht hat, aber auf Grund anderer,
minder anschaulicher und einfacher Gleichungen, die nicht genau in geome-
trischen Termini geschrieben wurden.

28. Energieintegral fiir rheo- und nichtholonome Systeme. Wir geben
nun einen Fall, wo es ein Integral existiert, daB dem Energieintegral fiir skle-
ronome Systeme analog ist. Wir werden in erweitertem Sinne das Energie-
integral ein Integral der Gestalt

T=HW — V@1
nennen, die wir wegen
¥+ of =27
auch in der Gestalt

(68) v =h—2V (1

schreiben kinnen. Das Problem kann allgemeiner gestellt werden, indem man
Integrale sucht, die nur in den quadratischen Gliedern mit der kinetischen
Energie tbereinstimmen, in den lineraren aber sich unterscheiden kinnen. Sie
werden die absolute Gestalt

%) Ph. Franck und L. Berwald, Uber eine kovariante Gestalt der Differential-
gleichungen der Bahnkurven allgemeiner mechanischer Systeme. Math Zeit. 21 (1924). Ph.
Franck, Die géometrische Dentung von Painlevés Theorie der reellen Bahnen alige-
weiner mechanischer Systeme. Proc. 1. Intexrn. Congress for Applied Mechanics. Delft 1924,
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v = 4,0 — 2V (', %)+ b

haben, wo 4, ein starker Vektor, V ein starker Skalar ist. Ein solches Integral
finden wir in dem bekannten Fall von Painlevé15%), Unsere absoluten Glei-
chungen erlauben auch diese Frage zu beantworten, aber die sich ergebenden
Kriterien lassen sich nicht explizitieren denn sie fordern die Integrabilitit
gewisser partiellen Differentialgleichungen. Wir beschrinken uns also aut den
Fall, wo ein Integral (08) existiert und fithren einen neuen Begriff ein, der
ein rheonomes Gegensttek des Potentiales ist.

Wir neunen V ein absolutes Potential des Vekiorfeldes X, wenn die
stark invarianten Bedingungen
X,=—29V, p.W=0
erfiills sind,
Man verifiziert sofort, daB dann die Gleichung
X0 = —dV
gilt, die wiederum ein invariantes Gegenstiick der Gleichung der elementaren
Arbeit ist.
Wir kehren zum Energieintegral zuriick. Wir multiplizieren die Bewe-
gungsgleichungen
o
d1:1+ Wyt = 8,4 @
(die unteren Striche, die sich auf den Unterraum beziehen, haben wir hier
unterlassen) skalar mit der Gleschwindigkeit:

'u’g%—{— W = (S @) 7.

Die kovariante Ableitung eines Skalars ist mit der gewohnlichen identisch:
Lo
2 dt
Soll eine Gleichung (68) steitfinden, so dirfen rechts keine in o' quadratischen

(Hlioder vorkommen, also muB der Dehnungstensor schiefsymmetriseh sein. Setzen
wir noch voraus, daf die Summe S, ¢, ein absolutes Potential besitzt:

A+ Wyo'dt = (8,4 @) o'

S+ Q=—2aV, V=0,
so konnen wir schreiben
av
(Sz+ Qt)”‘z T

188) Vgl z. B. P. Appell, Traité de Mécanique rationelle, t. IT (IV &d.), § 448, p. 829
oder P. Painlevé, Legons gur lintégration des équations de la dynamique. Paris Hermann
1895, p, 89,
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Ist fiir ein dynamisches System
Wop=—Wu, 8-+ @¢=—03V, p.V=0,
so besitzt es das Energieintegral
v=h—2V.

Diese Bedingungen nehmen eine interessantere Grestalt fur ein holonomes
System an. Da der Dehnungstensor dann symmetrisch ist, so muf einfach
W =20 gein, also das System mub halbskleronom sein. Setzen wir noch voraus,
dab es ein Potential —U im gewéhnlichen Sinne gibt und setzen wir

V=tor-T

so wird V das absolute Potential von ;- @;, wenn die Bedingung p,¥=0
erfilllt ist, die gewissermaflen die Unabhingigkeit von V von ¢ fordert. Das
Energieintegral nimmt die Gestalt:

™ ot =h 4 o+ 2U

an. Also
Sind fir ein holonomes System vom Potential — U die Bedingungen

Wu=0, pilef+2U0)=0
erfillt, so besitet es ein Energicintegral (¥).

Wir bemerken ausdriicklich, daB dieser Fall von dem Painlev éschen ')
verschieden ist. Die in diesen Sitzen angegebenen Bedingungen sind eum grano
salis auch notwendig, in dem Sinme, daB W =0 jedenfalls stattfinden muB.
Die Bedingungen fur die Existenz des Potentiales 1@t sich schwscher fassen.

29. Variationsgleichungen flir Kurven des [B]. Wir geben als An-
wendung gewisse Gleichungen, die fur das Problem der Stabilitat rheonomer
Systeme fundamental sind. Es sind dies die Variationsgleichungen fiir zwei belie-
bige Kurven in dem rheonichtholonomen Raume. Dadurch verstehen wir na-
tiirlich, daB jedes Element der Kurve in [8] liegt. Es sind daher die kano-
nischen Bedingungsgleichungen

(69) ¢ 6a* = B'dt
erftillt (vgl. (36)).

1) Vrincean'u sucht in der letzten der genannten Noten ehen eine Verallgemeine-
rung des Painlevéschen Intograls, was nur bei einer nichtabsoluten Behandlung der rheo-
nomen Systeme einen Sinn haben kann, da doch die Unabhiingigkeit von der Zeit keina
invariante Bedingung ist. Das Painle vésche Integral ist sozusagen eine zufillize Eischei-
nung, die keiner mechanischen Tatsache entspricht.
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Wir definieren zuerst die Abweichung fiir zwei unendlich nahe Kurven
¢ nnd €', von denen wir noch voraussetzen, dall sich in unendlich nahen
Punkten auch ihre Richtungen unendlich wenig unterscheiden. Wir beziehen
beliebig die Punkte beider Kurven aufeinander (jeder von diesen hat ein be-
stimme Zeitkoordinate), wobei naturlich entsprechende Punkte unendlich nahe
gind. Mit & bezeichnen wir die Verschiebung, die von einem Punkte von C
zu dem entsprechenden von C’ fuhrt.

Den Vektor B

pi —_ dwi
nennen wir die Abweichung der Kurven € und (. Bezeichnen wir mit 6 die
Elementarverschiebung lings der Kurven C und €', so haben wir

(60) ddt=ddi, 0z — 00x'=W}(dsdt — 0o’ dt),
da die beiden Verschiebungen augenscheinlich vertauschbar sind. Wir suchen

pun die Differentialgleichungen, denen p’ fir jedes Kurvenpaar in [B] ge-

niigen mus.
Wir haben aus (59)

(61) 8¢, 0a* + ¢ 8 0t = B'dt -+ B O dt
Nach der Formel (19) B
S=p'y, + dty:
und wegen (60) erhalten wir aus (61) nach einigen Rechnungen ziemlich kom-

plizierte GHleichungen, die die transversale Komponente des Differentiales dp*

bestimmen., )

Diese Gleichungen sind aber der Praxis gegenttber ganz unnttig ko‘mI_)h-
ziert, denn fir die meisten Anwendungen reicht eine ,isochronische” Variation
aus. fur die @ = O ist. Wir haben dann auch d df =0 und die Gleichungen (61)

werden in p‘ homogen:
 6p* vy ¢k 624 — (7, B' + ok Wf)dt]p’ = 0.
Tst [B] skleronom, so ist W = ==0 und wir erhalten einfach:
¢, 0p* 4y ¢k ot p! = 0.

Diese (leichungen gelten ftir beliebige Kurven in [B]. Haben wir es aber
mit einer besonderen Klasse zu tan, so lassen sich meue Gleichungen aufatel-
len. Sind z B. die ¢ und ¢’ Bewegungen eines dynamischen Systems, so ha-
ben wir soch die Bewegungsgleichungen. Bemerken wir zuerst:

- o Ox  dt8ox—Ox'Sdt  00a S ddt
O =0 - =—gm @ & &
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Wegen (28) haben wir:

ddz'  op (0% = pld\  op T ;
el "’m(ﬁdt_“cz?)"zﬁ"l‘wf(” dt—p)).
Also
_v"——-d—pl—{— Wi (v dt — p’) — o
- + 7 P u,
wo
_aa
“=

unendlich klein ist. Gehen wir nun von der Gleichung fiir das ,eyhlische Dif-
ferential®

(Eg—f@)v“ =R“ﬁ,-kvﬂgx‘6x"

aus, so lassen sich nicht schwer die wbrigen Abweichungsgleichungen bilden,
die im allgemeinen Falle recht kompliziert sind, fir ein skleronomes System
aber und eine isochronische Variation die Gestalt

é dp ;
& d — WO+ Bt o)y =0 )

annehmen. Im Speziallfall @ = 0 erhalten wir die Levi-Civitasche Verall-
gemeinerung der Jacobischen Gleichungen ),

Charakteristisch fiir die hier befolgte Methode ist die Anwendung der
»Stark kovarianten Variation® 19), der wir schon bei der Ableitung der abso-
luten Gleichungen aus dem Hamilto nschen Prinzip begegnet waren.

Iv.

Theorie der Reaktionskriifte.

30. Der Fundamentalsatz tiber Reaktlonskrifte, Wir werden nun in
der ganzen Allgemeinheit vermittels unserer mehrdimensionalen Reprisentation

17) Diese Formel findet man nicht invariant geschriehen bei Synge, 1. ¢. 8. 79,

®) Levi-Civita, Sur 'écart géodésique. Math, Ann. 97 (1926). Ubrigens hat dieses
Problem noch frither und allgemeiner Synge in der ,Geometry of Dynamics“ behandelt,
die leider nur wenig bekannt ist.

%) Die kovariante Variation habe ich auf das Abweichungsproblem in der Note: Une
simple démonstration de la formule de 'écart géodéeique: Rend. Lineei. XII (1980), die auch dy-
namische Anwendungeu enthilt, angewandt, Die Ausfiibrung und Verallgemoinerung auf nichtho-
lonome Systeme, wie auch eine gewisse Methode fiir rheonome, enthilt die Arbeit des Ver-
fassers: Uber die Variationsgleichungen fiir' affine geoditische Linien und nichtholonome,
nichtkonservative. dynamische Systeme. Prace Matem. Fizyczne XXXVIII (1931). Das Pro-
blem wird nicht in absoluter Behandlung - angegriffen, und die rheonomen Systemen werden
in einem (# - 1)-dimensionalen Raume interpretiert.
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und der erhaltenen Bewegungsgleichungen einige fundamentale Aufgaben iber
Reaktionskriifte Iosen20). Die Sutze, die wir beweisen werden, beziehen sich
nicht nur auf die Reaktionen, die die Gesamtheit der Bindungen ersetzen, aber
auch auf Reaktionen, nach derer Rinfohrung nur ein Teil der Bindungen
ersetzt wird. Wir werden diese Reaktionskriifte particll nennen.

Vielleicht wird die nachstehende Erklirung des mechanischen Sinnes, der
dem Begriff der mehrdimensionalen Reaktion entspricht, nicht tiberfliissig. Eine
solche mehrdimensionale Reaktion ist im Grunde ein Komplex von verallge-
weinerten Kriften, die dynamisch die Bindungen ersetzen und in bezug auf die
Parameter des befreiten System berechnet sind, das man nach Entfernung dieser
Bindungen erhilt. Z. B. ftir ein System einer endlichen Anzahl von Punkten
ist die ,mehrdimensionale Reaktion® die Gesamtheit der Komponenten der
Reaktionen, die an jedem einzelnen Punkte angreifen, und die Kenntnis diese
Reaktion sichert uns die Kenntnis jeder dieser einzelnen Reaktionen. Fiir
einen starren Korper gibt dagegen die mehrdimensionale Reaktion nur die
Resultierende und das Moment der Reaktionskriifte (im gewthnlichen Sinne).
die an verschiedenen Punkten des Korpers angreifen. Diese Reaktionen werden
schon im allgemeinen durch die mehrdimensionale Reaktion nicht bestimmt sein.

Wir stellen folgende Aufgaben:

1° Fur glatte Bindungen ist die #quivalente Reaktion explizit zu be-
rechnen,

20 Wie findet die Komposition der Reaktionen statt? D. h.: wie héngt
die Reaktion, die mehrere Bindungen ersetzt, von den Reaktionen, die diese
Bindungen einzeln ersetzen?

30 Wie vertindert sich die Reaktion bei einer Verstirkung der Bindungen,
d. h. bei Hinzuftigung einer neuen?

4% Wie unterscheidet sich die Reaktion in der reellen Bewegung von
Reaktionen in den virtuellen Bewegungen?

Wir erhalten die Beantwortung aller dieser Fragen als einfache Kouse-
quenz eines fundamentalen Satzen, den wir sofort beweisen werden. Dieser
Satz, den man als eine ziemlich entfernte Verallgemeinerung des Meusnier-
schen Theorems betrachten kann, betrifft die Anderung der Reaktionskrifte
bei Verstirkung der Bindungen. Das Meusniersche Theorem betrifft die

) Dom Problem der JReaktionskrifie wurden in der letzten Zeit mehrere Arbeiten von
¥ Gugino gewidmet. Wir nennon: Sur la détermination des forces de réaction dans le
mouvement. d'an systdme matériel, C. R. Paris, 191, p 1118 und Sul problema dinamico di
un qunlsivoglia sistema vincolato vidotto all'analoge problema relativo ad un sistema libero,
Rend. Lincei, XII, 8. 807. Unter demselben Titel finden wir noch die Arbeit von A. Quar-
lori, Boll. Un. Mat. It. X (1931). Diese Autoren bewoisen, da8 die Reaktionskriifte nur vom
Zustande abhtingig sind und zeigen einen Weg zur ihren Berechnung durch den Zustand,
geben aber keine expliziten Formeln an.
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Flschenkurven, die in demselben Punkte eine gemeinsame Richtung haben,
und sagt etwas iiber die Projektion des Krtimmung auf die Flichennormale.
Unseres Theorem betrifft Bewegungen, die mit den Bindungen vertriglich sind,
und durch dieselbe Lage wit denselben Gleschwindigkeit filhren und sagt etwas
tber die Komponente der Reaktion in der zum virtuellen Raume transversalen
Richtung. Man sieht sofort, wie sich die Sétze entsprechen. Um uns bequem
ausdriicken zu konnen, definieren wir:

Zwei Bewegungen berihren sich, wenn sie durch dieselbe Lage (Konfi-
guration, Punkt) mit denselben Geschwindigkeiten aller Punkte fihren.

Wir mussen hier von virtuellem Raume sprechen, da wir den allgemeinen
rheonomen Fall betrachten. Wir bezeichneu ein ganz heliebiges System
mit (U], also wie den ihm entsprechenden Unterraum. Unser Theorem lautet:

Fir alle tangente Bewegungen des Systems [W], die mit den Bindungen
[B] vertriglich sind, hat die Reaktionskraft, die fiir das System [] die
Bindungen [B) ersetet, dieselbe Projehtion auf die Richtung, die in %
liegt und 2u B orthogonal ist.

(62)

Beweis. Die Gleichungen der virtuellen Bewegung des Systems [2(] lauten:
d
F+Wo=5+0+B,

wo R die Reaktion bezeichnet, die der virtuellen Bewegung entspricht. Ander
Bezeichnungen brauchen keine Erklirung: einfachheitshalber haben wir die
unteren Striche aufgegeben. Wir haben auch die Indizes unterlassen, was wohl
keine MiBverstindnisse droht. Die Bindungen [%) nehmen wir sofort in der
kanonischen Gestalt (36):
¢y = B,

wo ¢ den Einheitstensor des Raumes @, der in % zu B vollstdndig orthogo-
nal ist.

Wir erhalten den Satz sofort durech Projektion auf &, d. h. dureh Multi-
plikation mit ¢:

cg—;-= —cWo4-eS4¢Q -+cR.

Wir transformieren nun die linke Seite dieser Gleichung, indem wir zei-
gen, daB sie auschlieflich von der Lage und der Gteschwindigkeit, also vom

Zustande abhingt, nicht aber von der Beschleuning % Das ist der sprin-
gende Punks:

dvo  dev

0 dev dc __ 6B de
at — dt

T w '@
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Wir haben also fir die transversale Komponente der Reaktion:

6¢c , 0B

(63) f=cR=ch-—v%+fﬂ—cS—cQ.

Hier ist die rechte Seite eine quadratische Funktion der » und der Lage, denn
die Ableitungen sind lings der Bewegung genommen, also lineare (im allge-
meinen wegen der Rheonomitat) nicht homogene Funktionen der v, also auch
der #/. Die rechte Seite hiingt also ausehlieflich vom .Zustande, und nicht
von den Beschleunigungen ab, und hat also fur alle tangenten Bewegungen,
die mit [B] vertriiglich sind, denselben Wert. Setzen wir voraus, daf [2] der
euklidische Raum, (%] eine Fliche in diesem Raume, @==0 und {=s (Bo-
genldnge) ist, so wird die Reaktionskraft der Krimmung gleich und wir er-
halten den Meusnierschen Sata.

Prinzip der kleinsten Reaktion.

Der wirklichen Bewegung entspricht eine klginere Reaktion, als jeder an-
deren miglichen Bewegung.

Das ist die Antwort auf die 4. Frage. Den Beweis erhilt man sofort.
In der wirklichen Bewegung ist die Reaktion B zum virtuellen Raume nor-
mal, deckt sich also mit ihrer traunsversalen Komponente. In jeder anderen
mﬁg:lichen Bewegung hat die Reaktion nach dem obigen Satze (62) die trans-
versale Komponente R, ist also gréBer als ihre Projektion E.

Wir bemerken noch, dafl dieser Satz nicht nur fiur die totale, sondern
auch fir jede partielle Reaktionskraft einzeln gilt.

81. Wir beantworten die Frage 2. des vorigen §en.

Bei einer Verstirkung der Bindungen wiichst die Reaktion um eine
2u thr orthogonale Komponente.

Beweis. Wir kehren zum Systera [¥] zuriick und setzen voraus, daB
zu den Bindungen |B] neue hingezufiigt worden sind, so da@ der entsprechende
rheonome Unterraum zu [B] zusammengeschrumpft ist. Wir bezeichnen mit ¢
den Hinheitstensor des Raumes ©, der in % zum neuen virtuellen Unterraume
B orthogonal ist,

Wir kdnuen dann schreiben:

c=c¢- (¢ —c)
Die den Bindungen [B] entsprechende Bewegung ist fir die Bindux'lgen 3]
eine mugliche. Nach dem Fundamentalsatze haben wir, wenn wir die Reak-
tionskraft in dieser Bewegung mit B bezeichuen:
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R=3RE=¢R4(E—o ﬂ=1§+(a—c)z?,

da doch B in @ liegt. Aber —¢ ist offenbar der Rinheitstensor des Unter-
raumes, der in @ liegt und dort zu @ transversal ist. Der Vektor (c—c)R

liegt in diesem Raume, ist also zu € orthogonal, also auch zu R, wie es an-
gesagt wurde.

Skleronome Bindungen. Wir setzen voraus, daf das System [B] skleronom
ist, also nach (56) ist W=0, B=8=0 und p,c=0. Die Formel fir die

normale Komponente der Reaktion nimmt eine bemerkenswerte Glestalt an,
Wir hahen

ITB“ = — vty ¢ — ¢ Q~
Da p Differentiation in 9 bedeutet, so wird
— vt = v ot b = b by, Bt 0P = Hey v of
da o offenbar in ¥ liegt. Wir erhalten endlich:
(64) Bt = Hylveof— @,
T T

wo wir mit ¢’ die transversale Komponente der verallgemeinerten Kraft be-
¥ b

zeichnet haben. Die Formel (64) ist eine Verallgemeinerung der bekannten
inneren Bewegungsgleichungen auf einer Fliche:

mu?

—_“Fn_l"-Rn'

n

Zusammensetzung der Reaktionen. Wir kehren zum Problem 2. des
§ 80, und formulieren es wie folgs: Wir hetrachten die Systeme [8,], a=1,..,k,
die avs [¥] durch neue Binduigen entstehen und hezeichrien mit B! die Reak-
tionskraft, die fiur dieses System diese Bindungen fiir einen bestimmter Zu-
stand ersetzt. Wie erhilt man daun die Reaktion, die fir denselben Zustand
alle diese Bindungen gleichzeitig ersetzt? Wir sotzen dabei matirlich die Un.
abhingigkeit der Bindungen voraus.

Wir bezeichnen mit [B] das System, das nach gleichzeitiger Einfihrung
aller Bindungen entsteht, durch @ den in % zu seinem virtuellen Unterraume
transversalen Raum, durch @, deu zu B, transversalen Raum. Da B der ge-
meinsame Durchschnitt aller 8, ist, so wird € reziprok die (niedrigste) Ver-
einigung aller €,. Also:

Die resultierende Reaktion liegt in dem miedrigsten Rawme, der alle

(65) . : ;
Transversalriume 2u den partiellen virtuellen Riumen enthilt.
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Die Bewegung des Systems [B] wird jedenfalls eine mogliche Bewegung
des Systems [B,]. Wir bezeichnen mit & die resultierende Reaktion und haben
dann nach dem Fundamentalsatze (62):

&R = R,
a
woraus der Satz:

Die Projektion der resultierenden Reaktionskraft auf den eu einem par-
tiellen virtucllen Raume orthogonalen Raum ist gleich der entsprechen-
den partiellen Realtionskraft.

Wir behaupten, daf die Sutze (65) und (66) die Reaktion vollstindig be-
stimmen. In der Tat, es kann nicht zwei Vektoren in € geben, die dieselben
Projektionen anf @, haben (wie das der Satz (65) verlangt), denn ibre Diffe-
renz wire ein Vektor in @, der auf jeden @, eine Projektion Null hitte, also
anf ibm senkrecht stinde. Aber so ein Vektor existiert nicht, denn jeder Vek-
tor aus & ist eine lineare Kombinationen gewisser Vektoren aus €, kann also
nicht zu allen @, gleichzeitig orthogonal sein.

Der Sinn der bewiesenen Sttzen ist eigentlich der folgende:

(66)

Die resultierende Reaktion hingt wicht unmitlelbar vom Zustande, son-
dern ist durch die partiellen Reaktionen und rein geometrische Data
vollsiiindig bestinumt.

Diese Folgerung ist keineswegs evident, denn die partiellen Reaktionen
bestimmen durchaus nicht den Zustand: dem sie entsprechen.

Wir kommen zu mehr bestimmten Ergebnissen, wenn die Dimension jedes
%, nur um 1 von der Dimension von ¥ kleiner ist. Dann werden die nor-
malen Riume einfach Gerade. Auf jeder dieser Geraden liegt nach (66) der
Vektor R, (a=1,...,%) und die resultierende Reaktion ist ein Vektor, der
in dem durch die R. aufgespannten Raume liegt, und auf die Richtung jedes
dieser Vektoren eine seiner Liinge gleiche Projektion hat. Man kann die re-
sultierende Resktion als eine orthogonale Summe der partiellen Reaktionen be-
zeichnen,

Streszezenie.

Praca niniejesa zawiera podstawy dwéeh teoryj: Jednq,‘z fxich jest geo-
metrja reonomiczna, gemetria odksztalcajacych sig pr.zesh'*zem memann'ozf)slcwh.
a wige taka, jakaby sobie mogli zbudowaé ewentualn% mxeszllmﬁcy .takxe_l pr.z]e-
strzeni, Druga — to budowana w jeayku geometrfi wiclowymiarowej mechantio
wkladtw reonomicenych (b j. we wigzach zaleznyeh od ezasu),‘przyczem. rozwa-
#amy odrazn najogélniejszy praypadek ukladéw. zarazem meholonomwznyc]'n.
Teorji ukiadéw reonomieznych wladciwie dotad niema, bo poprawna taka teorja
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powinna operowaé wielkofciami niezaleznemi od praypadkowego doboru do-
puszezalnych parameirdw. Spostrzezenie to prowadzi do woiosku, ze mechanika
uktadéw reonomicenych powinna byé teorjq nicemiennikéw preeksetateen

(*) =g (xla t)1
podezas gdy geometrja jest teorjs niezmiennikéw przeksztaleen tylko punk-
towych:
o = ' (2).
Z takiego postawienia sprawy wynika, e geometrja reonomicena i mechanika ‘_ s a,
»herwagledna® — jak ja nazywamy przez analogje do ,rachunku rézniczkowego Sur ]e pl‘OdUl'[ r (§ Z;{s’
bezwzglednego“ — sq formalnie identycene 2 teorjo niesmiennikdw grupy (*) ¢ pew-
n?j niejednorodnej“ kwadrat@e] Jormy Irdz'niczk.owej,. a wige z pewnym uog.dlj (O iloczynie I (g) 2‘%';)
nionym ,mocnym® rachunkiem tensordw Poniewaz pragniemy objaé réwnies
uklady nieholonomiczne, wige rozszerzamy naszs grupe do wszystkich prze-
kaztalcen par
de’ = apde’ + o' dt, S. Mandelbroijt
co jeszcze wzmacnia nasz rachunek tensoréw. k . .
Niezmienniki uzyskane nazywamy wiclkodciami mechanicenemi beoweglednemi Le but de ce travail est de donner une relation de la forme
i one to przedstawiajs poprawne, wlasciwe i adekwatne terminy do rozstrzy- 3 (=1 ¢
goigeia takich zagadnien, jak kryterja sklero-, holonomicznodci, istnienia catki I (3:') p(s) = F(s)+ f P()e = dt,
energji. One to pozwalaja uzyskaé latwo ogdlne, beewzgledne rdwnamia ruchu 0
dla uktaddw reonicholonomicenych : o (n) . . ’ :
s oll fga (s) == et F(s) est une fonetion entiére et ol P(#) s'exprime
P 0
W‘I’W":S‘!‘ @, au moyen des a,; Ja,m* = @(m).
znacznie prostsze od spotykanych dotad w literaturze, bo wypisane w termi- . ] . .
nach istotnych. Ne 1. Soit ¢ (u) = ?a,, u** une fonction entiére telle que
. Zaczynafny oq zbudf)vmnia. podstawowych vsfielkos'ci geom.etrji ra.o.nomic?- ) I P )| < o 0<I<1.
nej, ktére migdzy innemi stosujemy do uzyskania warunkéw izometrji (wygi- o
nania bez rozeiagania) dla rodziny powierzehni. Uogéloiamy pojecia geometrji On &, dans ces conditions:
riemannowskiej na przestrzenie reonomiczne, potem przechodzimy do interpre- @) e, u| < e

tacji mechanicznej tych wielkodci, a wige do wielowymiarowego ujgcia mecha~

i : g . . . 7. . ol ¢ est une constaute positive, et la série
niki. Podajemy kryterja skleronomicanodci ukladu, holonomicznoéei, réwnania ru- P ’

chu w terminach bezwzglednych, adekwatng klasyfikacje uktaddw mechawicenych, 3) 2" || (23); = C
uogdinienie rdwnar wewnelrenych ruchu na ukdady dowolne, réwnania warjacyjne (2)
i kotiezymy teorja reakoys dla dowolnych ukladdw, rozwigzujac dzigki interpre- converge. .
tacji wielowymiarowej bardzo prosto szereg zadaf, poruszanych ostatnio praez Ou sait daprés une formule bien connue que pour y >0 et v réel
kilku autoréw. o0 .
—— 4) fe“"’“’+2"""’du=*'1':8~71-
J Vy
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