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Studja z teorji afinorow sko$nie symetrycznych
i niezmiennikéw catkowych

(Sur la théorie des affineurs symétriques gauches et des invariants
intégraux)

przez

W. Slebodzinskiego

Przedmiotem niniejszej pracy sg rézne zastosowania metod rachunku ten-
sorjalnego do teorji symbolicznych form rézniezkowyeh i do teorji niezmien-
nikéw catkowych. Wiadomo, iz w literaturze po§wigconej tym teorjom rzadko
i w waskim jedynie zakresie korzystano dotychezas z rachunku tensorjalnego,
aczkolwiek jego metody formalne osiggnely w ostatnich latach wysoki stopieri
doskonalodei, gléwnie dzigki pracom holenderskiego matematyka J. A. Schou-
tena. Zastosowanie tych metod do wspomnianych teoryj daje dwie znaczne
korzyfei: przedewszystkiem uzyskujemy na tej drodze uproszezenia dowodéw
wielu twierdzen oraz moznodé traktowania ich w sposéb bardziej jeduolity niz
sig to dzialo dotyehczas; powtdre, metody te daja nam szereg nowych twier-
dzet i zwigzkéw, ktérych bezposrednie odkryeie byloby, zdaje sig, rzeczs dosé
trodng. Nadmienié takze mozna, ze niektére znane zwigzki znajdujg swe pelne
wyjaénienie tylko przy systematycznem operowaniu metodami rachunku ten-
sorjalnego,

Pierwsza czgéé pracy podwigeona jest operacjom na skofnych afinorach
i na gestodciach afinalnych oraz niektérym ogélnym zastosowaniom tych ope-
racyj do teorji niezmiennikéw calkowych. Miedzy innemi ustalono tutaj (ust.
1, 2) odpowiedniodé miedzy afinorami skosnemi a gestodciami afinalnemi o cig-
zarze + 1. O ile mi wiadomo, odpowiedniodé ta, pozostajaca w bliskim zwigzkn
z dualizmem w kinematyce ofrodkéw cigglych zauwazonym przez K. Vessiota,
nie zostala dotychezas stwierdzona w takiej ogdlnodei, w jakiej to uezyniono
w niniejszej pracy. Przedmiotem nastgpnych dwéch ustepéw (8, 4) sa wlasnosei
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operatora X7, ktéry otrzymujemy ze zwyklego operatora X, przedluzajae odpo-
wiadajgee mu przeksztalcenie infinitezymalne na skladowe afinoréw. W ust. &
wprowadzamy nowy operator ¥0f, kiéry powstaje z przeciwzmienniczej gestosei
wektorjalnej o cigiarze -1 w ten sam sposéb, w jaki znany operator X powstaje
z przeciwzmienniczego wektora. Ust. 6 zawiera kilka zastosowafi poprzednich
rozwazah do teorji bezwzglednych niezmiennikéw catkowyeh. W ust. 7 rozwi-
nigto klasyfikacjg afinoréw skoénych ze wzgledu na dane przeksztalcenie infi-
nitezymalne oraz wskazano na zastosowanie tej klasyfikacji do teorji symbo-
licznyeh form rézniczkowych. Ostatnie dwa ustepy pierwszej czgdei pofwigeone
59 operacjom rézniezkowym, oznaczonym symbolami biv i div, oraz wlasnoseiom
t. zw. ukladéw Liouvillea. — Tredeig drugiej credei jest teorja niexmien-
nikéw calkowych ukladéw Hamiltona; okazuje sig tutaj, %e szereg znanych
twierdzeh Poissona, Poinecarégo, Cartana, De Dondera i innych
mosna przedstawié jako szezegélne przypadki pewnyeh twierdzen ogélniejszych.
Ostatnia wreszcie czgdé pracy poswigeona zostala ukladom réwnath réiniczko-
wyeh, nazwanym przez Th. De Dondera uogélnionemi ukiadami Hamil-
tona Wskazano tutaj, migdzy innemi, na bliski zwigzek teorji takich ukla-
déw z teorjs grup funkeyj Liego; zwiazek ten dotychezas, o ile mi wiadoma,
nie zostal zauwagony.

Przedmioty poruszone w tej rozprawie i uzyskane w niej rezultaty po-
zostajg z natury rzeczy w bliskim zwigzku z pracami wielu matematykéw.
W kazdym poszezegélnym przypadku zwigzek ten, o ile byl wiadomy, zazna-
czono zapomoes. odpowiedniej cytaty. '

W calej pracy zastosowano symbolike i terminologje przyjets przez
J. A. Schoutena w jego znanej ksiagce p.t. Der Ricei-Kolkiil (Berlin 1924).
Dla zrozumienia niniejszej pracy wystarczy znajomosé rozdzialu pierwszego
i plerwszych dwéch §§ rozdzialu drugiego tej keigzki, ktéry w dalszym cisgu
oznaczaé bedziemy zapomocs skrétu: Sehouten, R. K.

L

1. Niechaj a% (@ == 1,2,...,n) oznaczajs spélrzedne punktu n-wymisrowej
rozeigglodei X,. Zalésmy, ze dane jest praeksztaleenie spélrzgdnych

W = e (08, )
takie, ze
_ D(s 2 ..., 2

A= D (a2t ..., a") =+ 0.

Jezeli U{w,,.,} jest skofnym afinorem spélzmienniczym rzgdu » rozciaglodei
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X,, skladowe jego przeksztalcajs sig przy zmianie spélrzednyeh wedtug wzordw

D(xe ..., 2%)

1 — 2 k)

) - -—(-:;’ DUam .., 2% U0+

Podobnie skiadowe przeciwzmienniczego afinora skoénego ¥ {v#-%} rzedu s
przeksztaleajs sie przy zmianie ukladu wedlug formuly

1 pnds 1 ondis
(3) ’1)""'"'7'1=2'D(w oo ')

. b S Sty T
(@ D ( %, %)

We wzorach powyiszych symbole 3, 3 oznaczajg sumowanie dla wszystkich
@ @

kombinaeyj po » wzgl. s elementéw z pofréd ciagu 1,2,...,n jako wartosei
wskaznikéw niemych. Przyjmujemy tu i w dalszym ciggu staly umowe, iz
wskazniki skladowych afinoréw skoénych wypisane sy zawsze w porzadku
rosngeym. Wrazie potrzeby rzad afinora bedziemy oznaczali zapomocy litery
umieszczonej w nawiasie obok symbolu safinora; bedziemy wige np. pisali
Uir)? Ve,

Opréez afinoréw skosnyeh wprowadzimy takze do naszych rozwazaf

; . %
(skoéne) gestodci afinalne w znaczenin O. Veblena ). Wielkodé w jest ska-
larng gestodeia o cigiarze %, jezeli pray zmianie uldadu (1) przeksaztalea sig
wedlug wzoru

k k
(8') = 4w

’ k k
Skladowe spélzmienniczej wzgl. przeciwzmienniczej gestosei afinalnej®) 1w, ., }
k &k

1 Y {p*~4s} przeksataleajs sig odpowiednio wedlug wzoréw

* D(a%,..., a%) #
(4) Wrteo%, == Akf; m Ugr-0r,

. D(wh,..., %) &
iy == Ak M)
(%) o 4 ﬁD(xm’_“, %)

Wzory te mozna zastapié przez réwnowazne im
y P16 P

& D(‘a®,..., a0r) *
k —_— LA
() Mupp, = i}) Dlai o) Uoiogry
k D(am,..., %) &
’ L pp— 2 L) Ha G110,
®" A Divgeomg == 2’(0) Dl a5 D) Yo+ 0s

D] 0 stosunku teorji gestofei Veblena do teorji gestosei Weyla por. J. A. Schouten
w V. Hlavaty, Zur Theorie der linearen Ubertragung, Math. Zeitschr, t. XXX, 1929,
str. 429,

1) W dalezym ciagn méwige o gostofcinch afinalnych, bedziemy wieli na myéli stale
skoéne gestofel afinalne.
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‘W réwnofciach ostatnich litera % oznacza dowolng liezbg calkowits. Jeseli
k=0, réwnosei (4) i (5) przechodzg oczywiscie w zaleznodei (2) wegl. (3).

Przyjmiemy w dalszym ciggu umowe: jeseli w, xy,..., %, jest dowolnym
ciggiem rosngeym liezb wyjetyeh = ciggu 1,2,..., 1, to ;1, ;,,...,;,H oznacza
cigg utworzony z pozostalych elementéw ciagu 1,2,...,n, napisanyeh réwnies
w porzadku rosngeym; dwa takie ciggi nazywaé bedziemy ciggami uzu-
pelniajgcemi sig

Niechaj teraz g, pg,..., u, bedzie dowolnym eciagiem rosngeym utworzonym
z wyrazéw ciggu 1,2,...,n; prayjmijmy x mﬁ Ry W =12:; i pomndimy obie
strony réwnodei (4) przesz wyrazenie

| D(a#,..., ghs—r)
( D ("=, ‘a¥n-r)

a nastgpnie wykonajmy sumowanie wzgledem wskaznikéw ,,..., %,, rozeig-
gnigte na wezystkie kombinacje po » elementéw 2z ciagu 1,2,...,m; otrzy-
mamy w ten sposéh

®)

D(at,..., whnr)

*1”2""‘1” — = Kfs o ¥p
( ) (n)( ) D('.'l}"‘,...,’x"n-r) g,

= AI‘E'&(’n.n?x I (— 1)’""MD(W1’ -2 zf.‘"—r) Dz, 2% .
] 0 D(‘w, ..., wn-r) D('2",. .., 2%)

Na podstawie twierdzenja Liaplace’a jest jednak

D(ah,..., ainr) D(xh,..., ot
. —

I(— L
D(axm,..., 2%—r) D(‘an,..., @)

1)n+,u
(x)

4;

je_ieli za§ ciag @iy 0y,-.., @, jost réiny od ciagu @y, iy, ..., §., to jest — réw-
niez na podstawie twierdzenia Liaplace’a —

D(am, ..., abn—r) D{ae,,.., xor)
D (a#y..., "w#u—r) D (@9,...,a%)

P (—— 1)”"':“ == 0.
(]
Réwnodé (6) przyjmuje wiee postad

(—

1 *®
[&] )

M

-k L]
k-1
D, ..., ‘s oy = A Wt

Poréwnywajae réwnobei (6') i (7), dochodzimy do wniosku, ze wielkosei

&
(—1)» Wprphr prz'eksztalcaja‘ sig przy zmianie ukladu spélrzeduych tak, jak skla-
dowe przeciwzmienniczej gestodci afinalnej rzgdu n—r & o oigzarze k1.
4
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Mozemy wige przyjaé nastgpujace oznaczenia

A1 . n(e—-1)
— - o B0
(8) s = (=1 T g

korzystajac z nich, bedziemy mogli réwnosé (7) napisaé w nastgpujacy spossh,
jezeli réwnoeze§nie zmienimy nieznacznie oznaczenia,

£

TR P

oL ot A
D(,x yoe ey BT AR ey
w D [CR ’x%n—r)
albo

R /i ! p¥n—r) k1.
Nty o AR gl_)ﬂ’_z'_'_'zﬁ.".ﬂ cttner.
W D (.'b”‘, ey %“"—")

Wychodzae ze wzoréw (B), mozemy w podobny sposéh wykazaé, ze
wielkosei

n{n—1) p s

©) ()T wen =3,

*—1
bz

- Ans
praeksztaleajs sie jak skladowe spélzmienniczej gestosei afinalnej rzedu # —s
a o cigzarze k— 1.

Mozemy wige stwierdzié, ze za podrednictwem wzordw (8) i (9)
kazdej spélzmienniczej ggstodci afinalnej rzedu r i o cigia-
rze k mozemy przyporzgdkowaé okreélong przeciwzmienniczg
gestodé afinalng rzedu n—r 8 o cigzarze k-1, i nawzajem.
Gestosei w ten sposéb prayporzadkowane bedziemy nazywali gestodeiami
odpowiadajacemi sobie, a oznaczaé je bedziemy zapomocs tej samej
litery gléwoej. Odpowiedniodé omawjana pozostaje w bliskim zwigzku z dua-
lizmem w kinematyce ofrodkéw ciaglych zauwazonym przez E. Vessiota ).

Zwréeimy uwage na kilka szczegélnych praypadkéw ustalonej poprzednio
odpowiedniosei.

1°. Wyjdémy z gestodei o cigiarze k=10 czyli z afinoréw. Wzory (8)
i (9) przyjmujs w tym praypadku postaé nastepujaca

1 #{n—1)

(10) uHetn—r = (— 1)"+ 2 Unrepy
—1 n(n—1)

(11) O = (— pETE g,

Wynika z nich, %o afinory o skladowyeh u,, ., v moZna przeksztaleié na
gestodel afinalne rzedu n—r 8 o cigiarze +1 wzgl —1. Jezeli np. jest r=mn,

%) E. Vessiot, Sur la cinématique des milieux continus & » dimensions, C. R. Aec. de
Paris, t. 162, 1911, str. 1782. Por. takie Th. De Donder, Sur la cinématique ‘dos milieux
continus, Bull. Ac. R. de Belgique, 1912:
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to zaleznodei powyisze przyjmg postaé

1
U = Uy, .1y

12) b= g,
Wynika z nich’znany. fakt, iz afinorowi spélzmienniczemu rzedu x odpowiada
gestodé skalarna o cigiarze -1, a afinorowi przeciwzmienniczemu rzedu n
gestodé skalarna o cigiarze — 1,
20. Zalézmy, e w praypadku n=3 dany jest wektor spSlzmienniczy

o skladowyeh u, (=1, 2,8). Z wektora tego tworzymy spélzmienniczy afinor
skoény rzedu drugiego o skladowych
(13) Uy == 2y, thy.
(Za przykladem J. A. Schoutena prayjmujemy tutaj i w dalszym  eiggu
oznaczenie nastgpujgce

9

/)

dar”

of =

Afinorowi o skladowych (13) odpowiada na moc Wzoru‘ 10) wektorj
§ -
stodé o cigzarze 1 i o skiadowych Y (1) elstorjlon:ge

1
Uk == (- ]yetatt 29,4, (ny < ),

gdzie % oznacza liczhe ciagu 1,2, 8, réing od lezb %, %3. Bedzie wige

1 1
p Qp—— p—— . p—
U= Qg — Jgwg, UIe== Jguy — Oy uy, UB =3 u, 9 ty.

Afinor o skladowyeh (18) jest, jak wiadomo, wirem wektora spélzmien niczego
o skladowych #,; z poprzedniego wynika, %6 w przypadku n =38 wir
moie.my pojmowaé jako skoény afinor spélzmienniczy rzedu
f]r]{glego albo jako przeciwzmienniczg gestodé wektorjalng
o cigzarze 4-1. W praypadku > 3 wir wektora spélzmienniczego mo-
zemy okredli¢ jako skoény afinor spélzmienniczy rzgdu drugiego albo jako
afinalng gestodé przeciwzmiennicza rzedu n—2 i o cigiarze 1.

2. Wyni.ki uzyskane w poprzedzajacym ustgpie mozemy zastosowaé do
wyprowadzenia wzoréw na pochodne spélzmiennicze gestodei efinalnych Zalézmy
w tym celu,. ze w rozecisglodei X, zostalo okredlone przesunigcile réwnolegfe
o spélezynnikach I'f i przyjmijmy I, =1Ig. Dla afinoréw skoénych rzedu
n-go o skladowyeh uy,_,, 9'** mamy, jak wiadomo

Vx %ia,.n Aty — I, Usd.my

Vx PR = au Chod + I,u LTS
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Na mocy wzoréw (11) bedzie wige takie
1 1- 1
p,u == 9, u—Il,u,
-1 -1 -1
V.0 =9, 0+ TI,p.
Poniewai kazds gestosé skalarng o cigiarze k = O mozemy przedstawié jako
jako iloczyn || czynnikéw, =z ktérych kazdy jest gestoseis skalarng o cig-
zarze -1 wagl. —1 zaleznie od znaku liczby %, przeto z poprzednich wzo-
réw wynika latwo wzér ogélniejszy
(14) Ag=9,a—kT,a.

Podobnie, przedstawiajac dowolng gesto§é afinalna o cigiarze & jako iloczyn
gestodci skalarnej o cigfarze % i afinora odpowiedniego rzedu, otrzymamy na
podstawie poprzednich wynikéw wzory nastgpujace ¢)

k k r & k
(164a) Vallgg, = sz, —‘j:‘-'lf fj LT PP TIPS M kL, 0,
k k s & k
(16b) VoDt = 9, pur-tis - 3 1’15’1: ettt @ g1t — o I, ppr-sis
o=l

8. Zalézmy, ze w rozcisglodei X, dane jest przeksztalcenie infinitezymalne

(16) Xf=Xed,f;

w rtéwnobci powyzesej symbolami X¢ oznaczyliémy funkeje zmiennych z*
(¢=1,2,...,n). Niechaj symbole A% % oznaczajs sktadowe dowolnego afinora
mieszanego 4 rzgdu s+t Przedluzajsc przeksztalcenie X(f) na
afinory, znajdujemy wzory .

(17) X (A»Z{.‘i_:) =X ag Af:ﬁ: +£Ak:::ii—10”l+1 e Xy g*ng
— Aot 4, X,
J=1

Wzory te s3 najzupelniej ogélne, t. zn. waine dla dowulnego afinora rozcig-
gloéé X, W praypadku afinora spélzmienniczego dowolnego rzgdu i przeciw-
zmienniezego tensora (afinora symetrycznege) rzedu drugiego znajdujemy je
po raz pierwszy w pracach prof. Zorawskiego5); spotykamy je réwniez,

9 J. A Schouten u V. Hlavaty, Zur Theorie der linearen Ubertragung, Math.
Zeitachr. t. 80. 1929, § 6. — V. Hlavaty, Théorie des densités dans lo déplacoment géné-
xal, Annali di Mat. ser. IV, t. V, 1027/8.

%) K. Zorawski, O wlasnofciach pewnej calli wielokrotnej, Prace mat.-fiz., t. 18,
1002, — Id., Uber gewisse Relationen, welche Deformstionen u. kontinuicrliche Bewegun-
gen betreffen, Bull. Aec. de Cracovie, 1916, str. 122—163.
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rozszerzone na afinory przeciwzmiennicze dowolnogo ragdu, w ksigiee prof,
R. Weitzenbuck'a®). Operatora X usyl poraz pierwsay, w przypadku skog-
nych afinoréw spélzmienniczych, Th. Lepage?).

Twlerdzenie 1. Jezeli wielkosei 42:-% sy skladowemi afinora miesza-
nego A rzedn s+ 4, to wielkosei X (Afk) wg réwniez skladowemi afinora
mieszanego rzedu s - ¢,

Azeby to twierdzenie udowodnié, okreslamy w rozeiggloei X, przesunie-
cie réwnolegle o spéleaynnikach I'¥, i oznaczamy symbolem . odpowisdajsce
mu rézniezkowanie spélamiennicze. Bedziemy wowezas wmogli napisaé 8)

L3 £
Atedp o - Atesd, 1 -
VoAl = 9, Ajui [_211’:1 CABH ey +£111% Aftrrdgan by

Vi X =3, Xe - It

TH

X,
XY =9 X4 2 .
Ve XY -+ I X+

Jezeli z rdwnogei tych obliezymy pochodne 9o Afi:k, 8, Xe,d, X, 5, otraymane

N i k Kiees Hg Y
wyrazenia podstawimy we wzorze (17), wzér ten p;zyjmie postaé

X(Aiy) =Xoy, Aoy + 3 4y

‘Cl
Ko Rl @ WLg1 Ky Vu, X

L &
(18) — ;;\]1 Adrd10 dpprde Vo XY - 2;_21 80 A

s By O Koo g

Xe
t
—23 Sé;,‘/ A,‘};‘_‘::ﬁg—l?‘j-}.r--h Xo,
J=1

We wzorze powyzszym symbole §,3# oznaczajy skladowe skrecenia przestrzeni
X, =z przesunigeiem réwnoleglem o wap6lozynnikach I, Poniewaz kazdy wy-
raz wzoru (18) jest skiadows pewnego afinora mieszanego rzgdu 8-} £, i)rzéto
te samg wlasnodé posiadaé musi wielkosé oznaczona symbolem X (A#3), eo
wiaénie mieliémy udowodnid, — Afinor, ktérego skladowe otrzymgjgxzi): 78

skladowych uﬁno.ra A za pomocy wzordw (17), oznaczad bedziemy symbolem X ().
Z poprzedniego wynika, ze réwnodei

(19) X(d3a) =0

zachowuja sig niezmienniezo wigledem przeksztalceri (1) ukiadu spélrzgdnych,

- ];) Rf) Wc:il itzerrnr 1})12 ¢k, Invariantentheorie, 1923, XIV Abgch,, § 8. -~ Por. takio
.'De Donder, orie des invariants inté ) : ye
atnort prvsstmmionn Intégraux, 1937, Ch, VIIL (praypadek skouych
) Th. Lepage, Sur les propriétés invariunti‘
! ves
Mémoires Ac. R. de Belgique, t, 10, 1929,
% J. A. Schouten, R K., p. 6b.

des eovaxiants symétriquos gauches,
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Jezeli skiadowe pewnego afinora A spelniaja zwigzki (19), bedziemy méwili,
e afinor ten jest niezmienniczy dla przeksztalecenia X(f)

Jest rzecza widoezns, #e operator X podlega prawom formalnym réznicz-
kowania iloczynu. Jezeli np. dane s3 dwa afinory 4 {4,,,} i B{B¢}, to mamy

X(Anlp Bew) = X(Anze) - Bew - Anlg X(B(’/’*).

Réwnoéé te mozemy sprawdzié z latwoseis, opierajac sig na wzorze (17).
Twierdzenie 2. Jesli dwa przeksztaleenia infinitezymalne

X(f)=2Xed,f, Y(f)=Yed,f

przediuzymy na skladowe afinoréw, to operacja XY—7Y X bedeie przedluze-
niem operacji X ¥ — Y X ecayli

XD =(X7).
Obliczajae symbol X (¥ (f))— Y (X(f)), zoajdujemy
X(Y(f)— Y (X(f))=(Xe3, ¥ — Ye9,X%9,f;

na podstawie wzoru (17) mozemy jednak napisaé

(20) X08, Yo Yed, Xo =X (Y°),
bedzie wige : .
(21 X(Y(f)—YX(f)=X(Y)a.f.

) Zalézmy teraz, se dany jest dowolny wektor spélzmienniczy A {A.}. W mysl
wzorn (17) mozemy napisaé .

X(A) = Xed,A,+ 9, Xe- A, Y(A)=Te9,A,+ 9, ¥¢- 4,
Obliczajac przy pomocy tych wyrazen rézuice X(Y(4)— Y (X (4y), znajdu-
jemy » :

(22) X(Y(A) — Y (X(Ae) = (X08, ¥° — Y03, X°) 0, Ao+ 4,0, [X0 8, ¥°
— Y9, X}

Na podstawie zaleznosei (20) réwnosei ostatniej mozemy nadaé postad nastgpujaca
X(Y(40)— T(X(A) = X(Y*)9, 4o + 4, 8.X(¥)).

W analogiczny sposéh znajdziemy dla welktora przeciwzmienniczego B {BF} wabr
X(T(B) — V(X (BF) = X(¥)8, B — B 8,(X(T7). |

Poréwnywajac dwie ostatnie réwnosei z zalegnobeis (20), widzimy, %o twierdze.nieV
nasze jest juz uzasadnione w przypadku afinoréw spélzmienniczych i przeciw-
9
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zmienniczych rzedu pierwszego (wektordw); teraz wige tatwo uzasadnié jo dla
dowolnego afinora mieszanego, przedstawisjac go jako iloczyn ezynnikéw Aron~
holda-Clebscha 9.

Twierdzenle 3. Jezeli istniejo czynnik % taki, ze jest tozsamofciowo

(28) XY (f)— Y (X(f) = bX(f),
to jest takze
X(Y(4)— V(X(4) = kX (4))

dla kazdego spélumienniczego afinora skosnego 4 {4,.,}, kidrego slladowe
spefniajy zaleznodei

(24) A Xe=0.

Wier K], @

] Twierdzenie to udowodnimy najpierw w praypadku wektora spélzmien-
niezego o skladowych A,. Poslugujac sie oznaczeniami uzytemi pray dowodzie
poprzedniego twierdzenia, mozemy zalozenie (23) zastypié réwnodein

X (Y93, f = kX(f),

z ktdrej otrzymujemy
X(Y0) = &+ Xo,
ezyli (w mys$l wzoru (17))
‘ X09,Ye— Yoy, Xe=rkXe
Poddajac te réwnoé operacji 9,, znajdujemy
X090, Yo =—08,X°.9,¥e48,Y.9,Xe L Vo, 0, X0
+ %3, Xe 4 Xea, k.

Jei'e%i wyraien.ia na X239, ¥Ye; X99,3, Ye, obliczone z dwéch ostatnich réw-
nosei, podstawimy w zaleznosei (22), dojdziemy do wyniku

() X(Y(4)— Y (X(4,) =hkXe Aot hAy0, X0 A X0, k.
Zwaimy, ie zalozenie (24) w praypadkn wektora przyjmuje postad
AQXI’ =0,
orez, ze na podstawie wzorn (17) mozemy napisaé
X0 9 Ay 4 4,9, X0 = X(4,).
Z zaleinodci (25) wynika wige réwnoé
(X)) — Y(X(4) = -X(4,),

) J. A. Schouten, R. K., str. 28,
10
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co wladnie mieliémy wykazaé. Przy pomocy czynnikéw symbolicznyeh Aron-
holda-Clebscha latwo teraz rozszerzyé twierdzenie na dowolne spélzmien-
nicze afinory skosne spelniajace warunki (24).

4. Zajmiemy sig obecnie przedluzeniem przeksztalcenia infi-
nitezymalnego X(f)=Xedf na skladowe gestofei afinalnych
o ciezarze -}-1 i — 1. Obieramy w tym celu dowolny skodny afinor spélzmien-
niczy n-go rzedu o skiadowyeh u, , 1 skodoy afinor przeciwzmienniczy n-go
rzedu o skladowyeh 4%, Dla afinoréw tych wzér (17) redukuje sig do va-

stepujacych zaleznodei
X_(ula...n) = X¢ ag oo+ Y. 9(‘ Xe,

55—(11“""‘) = X¢ 90 gleen . pltn aa_X()_

Na zasadzie réwnofei (12) wzorom tym mozna nadaé postad

— L 1 1

X(u) = Xed,u+ud,Xe,
(26) e =1 -1 -1
X (o) = Xed,0 —vd, X

1 -1 .
Zalbiray obecnie, iz dane ss dwie dowolne gestodei afinalne U w190 {0y, )
Na podstawie uwagi, Ze kazds gestoéé afinalng o cigzarze 1 moina przed-
stawié jako iloczyn pewnego afinora skosnego i gestoei skalarnej o odpo-
wiednim cigiarze, otrzymujemy = latwodeis przy pomocy wzorsw (17) i (26)
nastgpujace wzory
21) X—( 111’“""‘r) = Xe 9‘, 11’“--% +Iﬁ;1im--'w~1em+1-'-%r 39 Xm 4 :ﬂn-»”r ae Xe,
( -

e ™ §—1 —1

1 ~1 —~
X nm---ns) = Xe a? Dning — Exb Kok QB J 41K a"l Xe— Os a(’ Xe.

Metods podobng do tej, ktérej uzylismy w ust. 3, mozna stwierdzié, ze wiel-

kosci X:(:l) iX (53 sg gestosciami skalarnemi o cigzarze -1, wzgl —1. Ana-
1 -,

logiczng, uwagg wozna uczynié o wielkodeiach X (u-*) oraz X(0ym,)-

Uwaga. Dla gestosei o dowolnym cigzarze & = 0 zachodzg zwiszki

e k k
X() = X0 9,0 + kv, X¢,

o B & sk k
X(b;h...;l,) = X a(’ b;.....n, ____jé;th..)./_,, QA gexzj + k bz..‘.;,s BQIXO’
11
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ktére latwo mozemy wyprowadzié z poprzednich. Ze wzoréw tych nie be-
dziemy jednak w dalszym eiggu korzystali

5. Kazdemu wektorowi przeciwzmienniczemu X {X*} odpowiada pree-
keatalcenie infinitezymalne X (f)==Xed¢f. Podobnie kuzdej przeciwzmienni-

ezej gestosel wektorowej o - cigiarze -1 YO{w*} modemy prayporzgdlowas
operacjg
1

(28) YOf == we 3, f.
Wyrazenie X0/ jest gestodeis skalarng o cigiarze 1, mamy wiee przy pracjéein
do nowego ukladu spélrzgdnych zapomocs podstawienia (1) ualeznofé naste-
pujacs 1)

W= Ax0f.

Obliczymy teraz symbol Poissona (X¥0); na podstawie wzoréw (26) i (28)
mamy

T(0f) — XO(Xf) = X 9, X0 + 0f - 5, X¢ — e 3, (X°5,, ).

Po rozwinigeiu rachunkéw otrzymamy stad

— 1 1 1
X(0f) — W (X f) = [X¢ 9, 0 — w0 &, X+ ", X¢] 3, f
Prazy zastosowaniu pierwszego ze wazoréw (27) spolezynnik przy 9,7 w ostat-

s. - » . N 1 . .
nigj réwnosei mozna zastapié wyrazeniem X(w). Bedzie wige ostatecznio
— 1
(29) (XW) = X (w9, f.

Zwigzek powyiszy obejmuje jako szezegdlny praypadek (n = 8) jeden ze wzo-
16w prof. Zorawskiego ). Zauwazyé nalezy, iz réwnodé (29) zostala uza-
sadnion.a pray zalozeniu, iz wielkodei 1° sy skladowemi przeciwzmienniczej
gestosci wektorjalnej o cigzarze --1; wzér prof. Zorawskiego zostal wy-

prowadzony pray zalozeniu bardziej specjalnem, i% odpowiadajgca gestosé wek-
torjalna jest wirem pewnego wektors.

6.. W ustgpie tym zajmiemy sig kilku najprostszemi zastosowaniami po-
przedoich rozwazah do teorji niezmiennikéw eallkowych (bemwrzglgdnych). Za-
Yozmy w tym celu, ze dana jest r-krotna zewngtrzna forma rézniczkowa
Q= (.fiﬁ.g‘_,,‘,r‘dw«”*. < daer,

ok Z?rawaki, Uber Einteilung der Bewegungen kontinuierlicher Medien in ge-
wisse Kategorien, Bull. Ae, de Cracovie, 1917, str. 6, rdwnodd 17).

") K. ior awaki 'Uber ewisse Rigenschaften d. i i, B i
I f y ) )4 N 1. 3 Sy
191 st 1 1, o (7). g g X n der Wirbel, Bull. -Ac. de Cracovie,

12
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Azeby calka / 2 byta niezmiennikiem przeksztateenia X f = X 99 f potrzeba,
jak wiadomo, i wystarczn, azeby bylo %) ’
X(4,,.,) = 0.

Warnnki te mozna przedstawié w bardzo prostej postaci w przypadku r=n—1.
Tstotnie przyjmijmy, Ze calka

o, . daent
f 20y B At

jest niezmiennikiom praeksztaloenin X f. Mamy wiee

(30) X(t0gp,) = 0.

Na podstawie wzoréw (10) ustgpu 1 afinorowi gko$nemu o skla.dowych Vougn s

mozemy prayporzgdkowad preeciwzmienniczs gestosé wektorjalng o cigzarze
1 . v 1

+ 1; oznaczmy skladowe tej gestodel symbolami we i prayjmijmy YO f =w’ 1.

Warnnki (30) mozemy wige zastapié réwnowaznemi im réwnoseiami

X(I;") = 0
Ze wrgledu na tosamosé (29) ostatnie zalegnodel daja
(X¥0) == 0.

Azeby wige rozwazana calka (7 — 1)-krotna byla niezmiennikiem przeks?tal:
cenia X f, potrzeba i wystareza, azeby operacje X fi Bf byly operacjami
przemicnnemi, Warunki powyisze s4 réwnowasne warunkom znalezionym
przez G. Koenigsa 1) ) ‘

Utwérzmy teraz uogdlnione réwnanie Pfaffa

0 = 31, ot =

azeby to réwnanie bylo nieamiennicze dla przeksztalcenia X f, pot.rzeba i.wy-
starcza, aZeby istuial ezyonik m taki, azebyémy mieli tozsamosciowo
X(Q) ==mQ cuyli
X(Agg) = mAgg,:
Uezynimy jeszeze jedna uwoge: jozeli opréez praeksztaleenia X f dane
jest (1ruéie praekeztateenie infinitezymalne Yf=Xed, f, to mamy
X(Yf)— Y (&Kf)= (Xed, Y°— Yed, X3, f.

1) K. Zorawski, O wlasnosciach pownej catki wielokrotnej, I;m_ca u.mt.g-‘ﬁz.i,st:; 1i 1?25.

1) @& Koenigs, Sur log invariants intégranx, C. R. Ac. de litma, . 122, 186, Lob.

takte E. Groursat, Legons sur lo probldme de Pfaff 1922, atr. 228, : X
1
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Jezeli zastosujemy wzér (17), to réwnoéé ostatnig bedziemy mogli napisas
w jednej z dwéch réiznowaznych postaci

(31) X)) — Y(Xf) = X(Y)9,f = — V(X%93,f.

Atzeby réwnanie Xf==0 dozwalalo na przeksztaleenie Y{,
traeba i wystarcza, azeby bylo toz samosciowo

X(Yf)— Y(Xf) = b Xf,

gdzie & oznacza stosownie dobrany caynnik, Na podstawie poprzedniego wa-
ranek powyZszy moina wyrazié zapomocy jednej =z dwéeh réwnodei

pe-

(32) X(Y)=kX% T(X)=— kX
W szezegélnodei, waranki, azeby praeksztaleenia XfiYfbyty ope
racjami przemiennemi, mosna wyrazié zapomocs réwnodei

(38) X(Y)=0 alho ¥ (X9 =0
Po tych uwagach watgpnych udowodniny kilka twierdzeri tyczaeych sie
niezmiennikéw calkowych i praeksataleent infinitezymalnyech,

Twierdzenie 1. Jeieli calka r-krotna
(34) 1= f 3., da ... dae
(@

jest niezmiennikiem praeksatalcenia X f = Xeo 3, f i jeseli praeksztaleenie Xf
jest przemienne z przeksztalceniem Yf=17¢3,f, to calka (r—1)-krotna

Iy= / CE)AQ....O,_W Yodze .., dger
¢

jest takze niezmiennikiem przeksztalcenia X /.

W mysl poprzednich uwag zalozenia twierdzenia mozem

y przedstawié
W nastgpujaey sposdh:

X(Ay..o) =0, X(¥Y) =0,
Bedzie wige

X(4g.op e V)= X(Aggyo) ¥ + Aoy o X (Y9 =0,
co wyrazs, iz catka I, jest niezmiennikiem przeksztateenia X f.
Twierdzenie powyisze stanowi analogje pewnego twierdzenia H. Car-

tana ), tyczacego sig niezmiennikéw ecalkow

yeh nieskonezonej grupy prze-
keztalcen m Xf, gdzie m oznacza dowolng fun

keje zmiennych ae. Mozemy je

) E. Cartan, Legons sur les inyariants intégraux, 1922, Ne 88, wzdr 4).
14
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2 latwoficiy uogdlnié. Zalézmy w tym celu, Ze dany jest .az—erfg2przek)s:‘t§t;3{:
Y, f=Ygd,f (i=1, 2,...,'q), tak.ic!n., zeuklad ¥, f=0 (i=1,2,...,¢
aig z réwnah niezaleznych i przyjmijmy

Yooy == Y] Y., Yool

Wielkodei Yo sy oczywideie skladowemi pewnego skodnego afinora prze-

i iennicx du g¢. o .
01W“¥$;’;:§;Zi(;erz2‘? Jeiqeli calka (84) jest niezmiennikiem przeksztalcenia Xf

R N
i jezeli przekeatalcenia ¥, f (i=1,2,.. ,9) s operacjami przemiennemiz p
ksztalceniem Xf, to calka

s o1ty dx®t |, dolr—a
I, = _/ f,Aev--en-q"wﬂaY

jest takze niezmiennikiem przeksztateenia X f
7, zalozen twierdzenia wynikajs réwnosei

X(ly.e) =0 XY =0 (=12..9),

stad zaé B o — 0
T (o) =;§1Y{m o YHa X (Yp) Y., Ve =
oraz - cd 01+0g) = (),
XA gy X O00) = X(A(’i-u?r-—l/llr--ﬂq) yorrag 4 Ae‘-"er-q""""ﬂx( o) ’
ot Qrg o0y

4. — Twierdzenie powyzsze zachowuje oczywiseie sWa

co mieli§my udowodni v — g fankeja skalarna

waznodé pray zalozeniu r2>>g¢; W przypadku
Ayt Youer

jest callks réwnania Xf==0.

Zolsamy teraz, e dane s dwie formy calkowe (n—1)-go i n-go stopnia
’

— dxo... dads
Q, 4= ﬁAel”'@’l—l dzer...daen—r, 82, %‘Bm...wx
Q!

. . jenniczego
ra przeciwzmiennicz

i i Bu-an skladowe mkofnego afino

i oznacamy symbolami B 8

n-go rzedu. takiego, %e 1

L ;
(30) B Bi..n

przyjmijmy - nadto o
(86) Brx=— Breven-14,, , . OV8Z Bf=Be3,f.

. . Lo niace
Poslugujac sig temi oznaczeniami, mozemy wypowiedzied nastgpuja

Twierdzenie 3. Jezeli calki

In—l =fgkl~ I" =f.(2,,

16
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83 niezmiennikami przeksatalcenia Xf, to réwnania Xf==0, Bf =0 tworzs
uklad zupelny Jacobiego (emyli: preeksatalcenia Xf i Bf sy operacjami
przemiennemi). '

Na podstawie zalozef mozemy napisaé
(37 X (4, )=0, X(B,.q).

s

Poniewaz wielkodei B, ., s3 skladowemi afinora skofnego n-go rzedu, praeto

druga grupa z ostatnich xéwnad redukuje sig do nastepujacej zaleznosei (wadr
(17) ust. 3):

Xe 9@ Blﬂ.--n + Bl%-‘.n al’ Ko = 0;
réwnosé t@ mozemy napisaé w nastgpujacy sposéb

1 1
Xed, ( sz..‘n) — Bm“m-QQXe: 0.

Ze wagledu na (36) wynika stad
X9, B — B3 X = 0,
Wzér (17) pozwala réwnofei tej nadaé postaé nastgpujges
X (B1-"y = 0;

oezywisty jest rzecza, e wynik ten mozemy przedstawié takie w postaci za-
leznosel

(38) X(Bu-a) = 0.
Z pierwszego ze wroréw (36) wynika
X(BY) = X (Breont) 4y, + Brovea X(A,
ezyli, ze wagledu na (37) i (38),
X(By=0.

1 Q) )

W myél jednej z uwag ucaynionych na poczatku tego ustepu (rdwhoéé (83))
réwnodé ostatnia wyraza twierdzenie, ktére mieliémy udowodnié.

7. Zajmiemy sig obecnie klasyfikacjs afinoréw skoényeh ze wzgledu na
dane przeksztalcenie infinitezymalne Xf. Oznaczmy w tym celu symbolem .A
dowolny afinor skoény i prayjmijmy

XO(4)=4, TO@)=X(XED4) (b=12,.).
Utwérzmy ciag nieskonczony afinoréw

(40) X0 (4), XO(4),..., X (4),...
16 ) .
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Bedziemy méwili, o A jest afinorem k-ej kategorji ze vivzglqdu na
przeksztaleenie Xf, jezeli sa spelnione nastgpujjce warunki:

19) miedzy afinorami XO4). X0(4),.. ., X®(A4) zachodzi zaleznoft Li-
njowa postaci

(1) o T () + 1y XO(4) + ...+ 1, TO(4) =0,

w ktérej przynajmuicj jeden ze spélezynnikéw po, iy, .- B jest ré.in:y od zera;
29) miedzy pierwszemi & wyrazami ciagn (40) nie zachodzi Zadna za-
leznogé postaci (41).
Zalézmy, ze warunki powyzsze sg spelnione; zaleznodé (41) bedziemy
mogli zastapié zwigzkiem

B

X0 (4) = 34X (4).
(42) X®(A) 24 ()
Utwérzmy afinor

o
%_. o X0 (A

@3) 4% == 30X00 (4)
i zhadajmy, jakie warunki musza spelniaé spélezynniki 0, 05, -.1 €s azeby

afinor 4% by! afinorem niezmienniezym dla przeksatalcenia X, tj, azeby bylo
X(4¥ = 0.

Jezeli w ostatniej réwnoéei symbol A* zastapimy wyrazeniem (43), jezeli nadto
uwzglednimy wzér (42), to otrzymamy réwnosé nastgpujaca

[X(0y) + 4 01 4 02] K¢ (A) + [X(02) + 4 01+ [ J_—i:(""z’ -+
- [X(0a) 4 Ana 01+ 04 T (A) 4 | X(0s) + Ae02] X (4) = 0.

Ponjewaz afinor A nalezy do %-ej kategorji, przeto wazystkie spélezynniki

w ostatniej réwnosei muszg byé réwne zeru. Otrzymujemy w ten sposéb na-

stepujace warunki
X+ 4hate =90,
X))+ ort+ o= 0,

X(0u—) + A1 01+ =0,
X(@) +4ho ==0.
Jezeli z réwnodei powyiszyeh wyrngujemy 0s Qs .- € otrzymamy nastgpu-
jaca zaleznodé, ktérs musi spelniaé niewiadoma ¢; :
X0 (g,) 4+ X4 (4, @) — X+ (A @) 4 F (=1 X (r01)
) o (1 KO0 = 0. 27N

17
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Pozostale niewiadome obliczamy zapomocs wzoréw
o= (=17 [X (o)) + X (& ¢1) — ... - (— XN (4, 0))
o+ (DX e)) (=28, 5.

Widzimy wige, se kazdemu rozwigzaniu réwnania (44) odpowiada afinor A¥
niezmienniczy dla przeksataleenia Xf tj. taki, ze

X (4% = 0.

(45)

Zastosujemy poprzednie rozwazania do dwéeh szezegdlnych praypadkéw.
1%) Zaloimy, ze afinor 4 jest skoénym afinorem spéizmicnniczym
rzgdu ~ o skladowyeh 4, ., ; skiadowe afinora 4* okreflonego wzorem (43)

oznaczmy symbolami A¥ . i przyjmijmy

Q=34 don...dec%, Q%= JAL, don...de,
& €3}

Kie oty

Wynik otrzymany poprzednio mozemy wypowiedzieé w nastgpujacy 8posGh:
jezeli A jest afinorem k-ej kategorji ze wagledu na praeksztalcenio Xf i jezeli
we wrorze (43) ¢, oznacza jeden z pierwiastkéw réwnania (44), a o, e

majg wartodei okredlone wzorami (45), to calka / Q% jest niezmiennikiem

przeksztalcenia Xf. Jezeli k= 1, mamy nastgpujscy wuiosek : jezeli uogélnione
réwnanie Pfaffa Q=0 dozwala na przeksstaloenie Xf: X(Q) = 1@, to

catka f @& jest njezmiennikiem przeksztaleenia Xf dla kazdego czynnika g,
spelniajgeego xéwnanie X (log @) - 4= 0 1),

2%) Zak6imy teraz, e afinor 4, o ktérym byla mowa na poczatku tego
ustopu, jest przeciwzmienniczym wektorem o skladowyeh 4*i oznaczmy
symbolami A™ skladowe afinora 4% okreslonego wzorem (43); przyjmijmy
nadio A*f =43, f. Mozemy wigc teraz powiedzieé: jeseli we waorze (4‘3;)

@y oznacza jakskolwiek calke réwnania (44), a ¢y,..., 0, Wyrasenia (45), to

przeksztaleenie infinitezymalne A*f jest przemienne z przeksztalceniem X f
(ust. 6),

Klasyfikacja afinoréw skofnych, o ktérej byla mowa w tym ustepie, jost
uogélnieniem klasyfikacji, ktors po raz pierwszy zastosowal prof. Zoraw ski
do wektoréw przestrzeni tréjwymiarowej 16).

.8' Przedmiotem tego ustepu bedzie operacja na przeciwzmienuniczych go-
stofelach afinalnych, zwana dywergencjg i joj zwigzek z operacjy Xf. Za-

) Por. notg autora w C. R. Ac. de Paris, t. 192, 1931, str. 867.

) K. Zorawski, Uber gowisse Eigenschaften der Wirbel, Bull. Ae. de Cracovie,
1915, ’qber EBinteilung der Bewegungen kontinuierlicher Medien in gewisee Kategorien, 1bid.,
1917; Uber gowisse Relationen, welche Deformationen und kontinuierliche Bawegung:m von
Medien betreffen, Ibid., 1916,

18
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¥62my mianowicie, ze w przestrzeni X, dana jest przeciwzmiennicza gestosé

afinalna Y o cigzarze %, rzedu s. Niechaj symbole r;ﬂ'"'l‘s beds skladowemi
gestosei Y. Ustalmy w przestrzeni X, dowolne, symetryczne przesunigcie réw-
nolegle o spélezynnikach I'#,. Zachowujge oznaczenia ust. 2, mamy na pod-
stawie wzoru (16b)

k % s & k
T YORN? B i =10 j1 - k paseeeths
Vo DEVEs == O, prrbs +,E_11'pib s r,

Poddajmy te réwno$é operacji zwezenia (Verjingung, saturation) za po-
drednictwem wskasnikdw » i u,; bedzie

. k §=1 k
Pliteeeis—1 0w ) it hs—1 0 o 3 TNl ptrefhy—1Q Hy1eHs—1 @
Vo o +2 I

(46) ' x
-+ l’g S ptte1 O —— [ T ghrBe—10,

Poniewaz wielkosei I’é’g ss w myél zalozenia symetryczne w dolnych wskad-

nikach, a wielkosci v##s skosnie symetryczne we wszystkich wskaznikach,

przeto jest
Tayptepj10ttjtts—16 —
o0

Mamy nadto (ust. 2)
e, =T,.

Z réwnodei (46) wynika wige nastepujsey waér
Vagm---m—1 [ aasm--'ﬂ»-1 ¢ —(k—1) 1",1’;#*’"!‘:—1 o,
W szezegdlnosei dla gestofci o cigzarze 1 bedzie
1% 611%--%—1" =3, ;m-u,us.J 7
Z réwnosel tej wynika, ze wielkosei 9, ;H‘“-MH ° s’@ skladowemi przeciwzmien~

niezej gestosci afinalnej rzedu s — 117). Gigstodé te bedziemy oznaczali sym-
bolami biv . Jest jak latwo stwierdzié
Db dib ¥ = 0.
Istotnie, w myél definicji skladowewmi tej gestosei afinalnej sa wielkodei
9, 9,,1:!”--4*:406; poniewaz operacje 9, i 9, sy przemienne, a wielkosei
1 . -
pr-ws-20¢ gy gkodnie symetryezne we wszystkich wskaznikach, przeto
1
3, d pprtis—2e0 = (,
co mielimy wykazaé.

1) Por. H. Weyl, Raum-Zeit-Matexie, 5. Aufl, 1923, str. 111.
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Zachowujse w dalszym ciagu zalozenie, ze gestodd ¥ posiada ciggar 1,

obliczmy symbol Poissona dla operacyj X(¥) i div(¥) eayli wyrazenie
X (bio 0) — bio X(0). Mamy pray zastosowaniu wzorn (27)

— 1 1 s—1 1
X(aan”""“s“‘ a') = Xe 90 aabm,..,;,s_l ¢ E aa PPt gmd @ fjp10e fhsm] O 9‘) Xy
w1

1
+ ao P o1 & a‘, Xe,

e 1 1 11
9y X (- tts—t %)= 9 [ X d o peifis—1 0 o gt hje1Q Bt o] O 5)0 Xw
Jal

1 1
— ptiedie—1 @ 99 X |- pptig-1 0 90 X (1],
Jezeli wykonamy operacje 9, w ostatniej réwnodei, otrzymamy

—_— 1
8, X (om-te-19) = X0 3,8, pi-tis—19 - 9 X0 5, ——

s~11 Sl 1
— Sphapio1@ pipLeHs—1 8 9 90 X#j—n 3 9, piae- =10 Bjalis—1 6 g() Xuy
=1 Jeml

1 1 1 1
— pHHs10 9 QQXG — 9, pHrhs—10 agX 7t avnw---m—xda" Xo - pprps~10 ae d,Xe.
Jest jednak
1
DH 10 prps-10 9, 9 X # == (),
poniewaz wielkosei 9,9, X#s sy symetrycane wzgledem wekatnikéw g, 6, a wiel-

1
kodei prr-#i—1e #41-#-1¢ gkognie symetryczne wrzgledem tych samych wska-
Znikéw. Mamy nadto

1 1
9,X¢ 3y DHr s 8 — ) piits-10 an" =0,
1 1
PRt fs—1 ﬂae 9, Xe — par-ps—1g E,QQX" = 0.
Bedziemy wige mogli napisaé

e 1 1 s—=1 1
QJX(W"“'MS-l o') = Xe 90 90 pHreps—y 0 o 3 aanm...,uj—.w Hjgetre sy O 99 Xug
Jed,

+ 9y vr-e19 g, X,

Jedli te réwnodé poréwnamy z poprzednio otrzymanym wzorem na X @, 11):“'"-#»—1 o),
znajdziemy
e 1 —1
. X (9 g DA Hs10) == 9 | X (pit---ths—1 9
czyli
() X (bio V) = biv X (V)3

operacje X(W) i bivY ss wiec przemienne,
20
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9. W poprzedzajscych ustgpach méwilidmy jedynie o takich operacjach
na afinorach skodnych i gestosciach afinalnych, ktére zachowujg. sig niezmien-
nie przy wszelkich przekszialeeniach ukladu postaci (1). Obeenie bedziemy
rozwazali afinory sko$ne w takich ukladach spéirzgdnyeh roz-
cigglodei X,, ktére z danego ukladu 2* (¢ =1,2,...,%) otrzymuje
sig zapomocy przeksztalecen o wyznaczniku réwanym. 1. Uklady
takie nazywaé bedziemy ukladami réwnowaznemi danemu.

Uwazajmy w rozeigglodei X, dowolny skoény afinor przeciwzmienniczy
A o skladowych A*-#*. TUstalmy w X, dowolne symetryczne przesunigcie
réwnolegle o spélezynnikach I'4, = I'¢ . Bedzie wige %)

,
VAAZ‘W“' po— QZA”"“”r +j§l 1":;, Arrp 0%y x|
Zwezajae tg réwnodé za posrednictwem wskaznikéw 4 i #,, otrzymamy
1 ‘
VQ Aty 10 mm 89 Ame-tr—10 +j_:2_117:£{ A#erp—1 08513 %1 @ _I_ _Z'Ygg Arekp— O,

Jezeli uwzglednimy, ze jest
I#i Am-%i-1 0% 210 = ()
%

z powodu symetrji spélezynnikéw I'*/ we wskasnikach ¢, ¢ i skoénej sy-
metrji skladowych A#-#%-10%41-#-1¢ w tych samyeh wskaznikach, oraz jezeli
przyjmiemy
I'e =T o)
oe
to réwnosé ostatnia bedziemy mogli napisaé w nastepujacy sposéb

(48) Vg Ty — aeAm..-x,._lg + P,,A""""’—l".

Wiadomo jednak 19), ze przy przejscin do nowego ukladu spélrzednych za po-
srednictwem przeksztaleenia (1), wielkodei I', przeksztaleajs sig wedlug wzoréw

, x°
I, = @1’, + 9, log A

Jezeli wige nowy uklad spélrzednych ‘x* bedzie ukladem réwnowainym da-
nemu: A=1, to bedziemy mieli zaleznosei

24
e a/xe ¢

‘I

ktére pokazuja, ze w ukladach réwnowainych wielkodei I', zachowujs sig tak

%) J. A. Schouten, R. K., str. 6b.
19) V. Hlavaty, Théorie des densités dans le déplacement général, Annali di Mat.,
ser. IV, t. B, (1927/8), str. 76.
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jak skladowe wektora spélzmienniczego. Z tego wynika, ie w réwnodei (48)
wyrazenia I, A%-#—17 pracksztaloajs sig tak jak skladowe przeciwzmienniczego
afinora skofnego rzedu r —1; poniewas i lewej stronie wspomnianej réwnosei
przystuguje ta sama wlasnosé, przeto mozemy stwierdzié, ze wielkosei
9, Am-*r-10 zachowujy sie w ukladach réwnowaznyeh tak jak skiadowe sko-
fnego afinora przeciwzmienniczego rzgdu s — 1. Afinor ten oznaczymy symbo-
lem div.A. Rachunkiem podobnym do tego, ktéry nas doprowadzil do zwinzku
(47), znajdziemy latwo

(49) X—(aaAmM%"_I 0‘) — 902-(,“1”""”"-—1 1:) MRl @ 903(,]{“
czyli
(49) X (div A) — div X(A) = A - grad div X,

gdzie, zgodnie z powszechnym zwyczajem, symbolem grad f oznaczylismy wek-
tor spélzmienniczy o skiadowych 3, f, a symbolem X wektor przeciwzmien-
niezy o skladowych Xe,

Zelézmy, te div X==10 i utwérzmy uklad réwnah rémmiezkowyeh pierw-
szego rzedu

(50) = dt (e=1,2,...
Za przykladem prof. T. Levi-Civita uklad (50), posiadajycy wymienionsg
poprzednio wlasnodé, nazywad bedriemy ukladem Liouville'a,

W przypadku ukladu Lioville’a tozsamofei (49) i (49’) prayjmujs postaé

(51) f(a Aty %) = 90 X(A”"""r—l y)
lub
(51') X(div 4) = div X(4).

Udowodnimy ponizej kilka whasnosei ukladu Liouvill ea.

a) Niechaj bedzie dany wektor przeciwzmienniczy ¥{¥e} i odpowiadajace
mu przeksztalcenie infinitezymalne Yf = Ye 9, f. Zalbemy, ie praeksztalcenia
Xf i ¥f sa przemienne, innemi slowy, e réwnania Xf = 0, Yf=10 tworzg
uklad zupelny Jacobie'go. Mamy wige (ust. 6, réwnosé (88)

X(¥e) = 0.
Stosujac do wektora ¥ tozsamodé (51), znajdujemy
X(9,Y%) =0,
t. zn. funkeja 9‘, Ye jest calky pierwszg ukladu (H1). Mozemy zatem wypowie-
dzieé nastgpujace ‘

T\\fierdzenie 1. Jeieli réwnanie Yf= Y° 3, f=0 tworzy ukiad zupehy
Ja-cobx"ego 2 réwnaniem Xf = X¢ 3,/ =10, odpowiadajacem uldadowi
Liouvillea, to funkeja ae Yo jest catka pierwszy ukladu Liouvillea.

22 .
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b) W ustepie niniejszym rozwazamy tylko takie uklady spélrzednych,
ktére otrzymuje sig z danego zapomocs przeksztalecen o wyznaczniku réwnym
jednodei. Pray tego rodzaju przeksztaleeniach zanika oczywifeie réiniea po-
miedzy afinorami a gestoSeiami afinalnemi (ust. 1). Za posrednictwem row-
nosei (8)1(9) ustaliliSmy poprzednio odpowiedniodé wzajemng miedzy spélzmien-
niczemi gesto$ciami afinalnemi rzedu » i o cigzarze k a przeciwzmienniczemi
gestodciami afinalnemi rzgdu n -—» i o cigsarze k- 1. Jezeli sig ogranicaymy
do ukladéw réwnowaznych, okreglonyeh na poezgtku tego ustepu, to odpo-
wiedniodé wspomniana przejdzie w odpowiedniodé migdzy skosnemi afinorami
spétzmienniczemi rzedu # i skodnemi afinorami przeciwzmienniczemi rzedu n—r.
Odpowiednio§é te bedziemy mogli wypowiedzie¢ w nastgpujacy sposéb: 19 je-
zeli A{4,,., } jest skosnym afinorem spélamienniczym rzedu 7, to wielkodei

%=§%i+’_’_(’l:_1)

(52) = 3

*Ai;m,?n_l = ('_ 1)” Amm%,-)
sy skladowemi przeciwzmienniczego afinora skosnego, ktéry oznavzaé bgdziemy
symbolem *4. (Zachowaliémy tutaj wszystkie umowy i oznaczenia, przyjete
w rozwazaniach, ktére doprowadzily nas do réwnodei (7)); 2°) jezeli afinor
B {Bn-#s) jest sko$nym afinorem przeciwzmienniczym rzedu s, to wiellodei

n=—_2x,+1—~——-—-z(n;-1—)

il

B: _

KooKy

©3) = (—1y B,

1
sy skladowemi spélzmienniczego afinora skosnego, ktéry oznaczaé bedziemy
symbolem B* W dalszym ciagu dla afinoréw odpowiadajseych sobie zacho-
wamy stale sposéb oznaczania, prayjety we wzorach (52) i. (563). W wust. 4
przeksztaleenie infinitezymalne Xf przedluzyliémy na skladowe przeciwzmien-
niezych gestodei afinalnyeh o ciezarze -1 i spélzmienniczych gestodci afinal-
oych o eigiarze —1, otrzymujae w ten sposdb wzory (27). Stosujac dwezesne
rozwazania do przeksztalcenia Xf, odpowiadajacego ukladowi (50) typu Liou-
villea i zachowujac poprzednie oznaczenia, mozemy wypowiedzieé nastgpu-
jacy woiosek: jezeli zachodzi réwnodé X(4)=0 wzgl X(B) =0,
to jest takse X(*4)=0, wagl X(B*)=0.

¢) Niechaj bedzie dany preeciwzmienniczy wektor ¥{¥¢} i odpowiada-
jaeo mu przeksztalcenie infinitezymalne ¥f; oznaczmy symbolem ¥*{¥7F .
skofny afinor spélzmienniezy rzedu #-— 1 odpowiadajagey wektorowi Y na
mocey poprzedzajgeych rozwazan b). Przyjmijmy nadto

Q, = ?:J; Y ony G0 daon—t,

Zalbimy, e réwnanie Y/ =0 tworzy uklad zupelny Jacobiego z réwna-
niem Xf =0 odpowiadajgcem ukladowi Liouville'a. Jest wige (ust. 6)
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X(X) = 0;
z poprzedniego wynika przeto
X(¥%) = 0;

réwnodé ta pokazuje, ze calka [, , = / 9,4 jest niezmiennikiem ukladu (50),

Widoezny jest takie rzecza, ze vstatnia réwnoé poeiaga te, ktéra ja poprzedza,
Rezultat ten mozemy wypowiedzieé w nastgpujsey spossh

Twierdzenle 2. Jeseli dane jest réwnanie Y/ == 0, tworzyce uklad zupelny
J ?,cobie go z réwnaniem Xf = 0, odpowiadajacem ukladowi (50) typu Liow
ville'a, to tem samem dany jest (bezwzgledny) niezmiennik calkbwy rzgdu
#n—1 uklada Liouville’a, i nawzajem.

d) Zalézmy, e calka

/ Yy, da .. ds
jest niezmiennikiem rzedu » —2 ukladu (50); jest wiec
(54) XYy g) = O.

Oznaczmy sy}xlbolem *Y{*Y4#} skofuy afinor przeciwzmionnicay drugiego
rzgdu, odpowmdagqcy afinorowi ¥{Y, . .} Na mocy wynikéw, uzyskanych
w punkeie b), z réwnokei (54) wynika .

X(yab) = 0,
stad za$ ze wzgledu na tozsamoéé (51)
X(9, Y40) = 0.

Ostatnia réwnosé wyraza fakt (ust. ), ze rownanie Yf=08,Y%09, f=10 two-

rzy z réwnaniem Xf =0 ukiad zupelny Jacobiego. Marfly wige
Twierdzenie 3. Znajomo$é niezmiennika calkowego rzedu n— 2 ukladu

(60) typu Liouville'a daje zarazem réwnanie Yf =0, tworzgce uklad zu-

p(-allxiy Jacobiego z réwnaniem Xf==0, odpowiadajacem ultadowi Liou-
ville'a.

IL

10. yiechaj @ (@==1,2,...,2n) beds spélrzednemi puuktu przestrzeni
(?n)-wy.rmlarowej Xy Afinory  przestrzeni X, oziaczaé bedziemy wielkiemi
hteraml.alfabetu Tacifiskiego, zaopatrzonemi we wskazniki greckie };rzebiegaj@ce
Wart?écl od 1 do 2m, Jeteli-w pewnym wzorze wskaznik ograniezony bedzie do
przyymowania wartodei od 1 do », ozvaczaé go bedziemy mals liters hacinska;
24
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sumowanie rozciagajace si na wartofei wskaznika od 1 do # oznaczaé be-
dziemy zwykiym symbolem 3, w przypadku sumowania rozeisgnigtego na
wartodei od 1 do 2#, znak sumy bedziemy opuszezali. Przyjmijmy oznaczenie
(symbol Poissona) -
_ 3 Dha)
(]l; g) = 3 D(mr,—xn+r)1

Jei

gdzie f, g oznaczaja dwie dowolne funkeje zmiennych z* (¢ =1,2,...,2n)
Zalézmy, %e dane jest przeksztalcenie spilrzgdnych

g = g (o, @t .., 2,
spelniajace warunki
1, jezeli §—a=n,

0, , |f—ealfn.

Praeksztalcenie takie (,przeksztalcenie styczmoéciowe w zmiennych x,p“ we-
dtug Lie'go) nazywaé bedziemy przeksztaleeniem (7). Wyznaeznik funkeyjoy
przeksatalcenia (T) jest, jak wiadomo, réwny jednofei. W dalszym ciggu uiy-
waé bedziemy tylko takich ukladéw spélrzednych, ktére z danego ukladu
otrzymuje sig zapomocs przeksztalcenia (T).

Afinorem zasadniczym przestrzeni X,, nazmywaé bedziemy afinor
skosny T o skladowych spSlzmienniczych I, okreslonych za posrednictwem
réwnosei .

(a, o) =

1, jeieli § —a=mn,
07 n ]ﬁ~a|:§:n,
Iuﬁ_l_I[]u:O' »

Jak latwo stwierdsié, jest || I,e|= 1. Oznacamy symbolem I*¥ minor odpowia-
dajaey elementowi I, w wyznaezniku |1, podzielony przez wartosé wy-
znacznika. Wiadomo, 12 wiellcodei I*# przeksztaleajs sig przy waszelkich zmia-
nach spélrzeduych tak jak skiadowe przeciwzmienniczego afinora skosnego
drugiego rzgdu. Z definieji wielkosei I*# wynikajy zwiazki

(65) fa =

(56) I, Iet = I, Ife =8,

w ktérych Of oznacza znany symbol Kroneckera (6 =1, jesli a==f;
08 =0, jedli @ p). Z tych ostatnich zaleznoei otrzymujemy

1, jeli f—a=mn,

0, » |B—alEmn

Twierdzenie 1. Jezeli uklad spélrzednyeh poddamy przeksatatceniu (77),
to bedzie Ty=I,,, "I% = I

(67) Jop L Jho =0, Jof =

26
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Dla dowodu zauwazmy, ze forma symboliczna
o == da? dap"t 4 do® du™t? - .. da” da

zachowuje swa postaé przy wezelkich praeksztaleeniach (7). Z drugiej strony
z xéwnofei (bD) wynika, iz forme tg mozemy przedstawié w postaci sumy

w =3 I, , due da®.

Jezeli wige w formg¢ o wprowadzimy nowe zmienne ‘z* zapomocy, praeksztad-

cenie (I'), to wynik podstawienia bodzie muzna przedstawié w postaci jeduej
n

z dwéeh sum I d'a"d 2™t i %' Lysd's0 d'n. Bodzie wige

rral

3Ty d'a0d a0 = 5'1 d'a" A’z
skad wnosimy, ze spélezynniki "1, spelniaja awigzki (65), co dowodzi pierw-
szej ezgfel twierdzenia. Z réwnodei Iy =="l,; i z definicji wielkosei I wynika,
ze musi byé takse [ = ‘J<f,

Afinor I o skladowych spélzmiennicaych Iy odgrywa w dalszyeh rozwu-
zaniach role analogiezng do roli temsora zasadniczego w przestrzeniach Rie-
manna W szezegélnosel umawiamy sig uwazaé wielkodei 1%f za skladowe
przeciwzmiennicze afinora I Zalézmy obeenie, e w przestrzeni X,
dany jest wektor U o skladowych spélzmienniczyeh U,. Przyjmijmy

(58) U = I T,

Wielkodei U® umawiamy sig uwazaé za skladowe przeciwzmiennicze wek-

tora U. Od skladowych przeciwzmienniezych mozemy powréeié do sktadowych
spélzmienniczyeh zapomoes wzoréw

(59) U, =1,0e.

Réwnowaznodé réwnodei (58) i (59) mozna latwo stwierdzié przy pomoey zu-
leznogei (56). Zardwno ze wzordw (58) jak i (59), przy uwzglednienin réw-
nodei (57) lub (65), wynikaja nastepujace zwigzki migdzy skladowemi spél-
zmienniczemi i przeciwzmienniczemi weklora U

(60) Ut = Ut = 7,

-l y

Widzimy wige, ze wprowadzenie afinors zasadnicsego I usunglo konieeznodé
odrézniania wektoréw przeciwzmienniczych i spitamienniczych. Kazdemu wek-
torowi spélzmienniczemu mozemy, jak widad z poprzedniego, prayporzadkowad
okreflony welstor spélzmienniczy, i nawzajem, Wektory w ten sposéb praypo-
rzgdkowane mozemy wige uwazaé jako jeden i ten sam wektor. W dalszym
ciggu nie bedziemy méwili o wektorach spélzmienniczych, lecz o skladowych
spilzmienniczyeh i proeciwzmiennicaych wektora, Umowa powyzsza znajduje
26
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analogiczne zastosowanie w przypadku afinoréw wyisaych rz(—;fiéw. Tak np.,
gdy dany jest afinor drugiego rzedu o skladowych spélzmienpmzyeh Agg, to
jego skladowe mieszane i przeciwzmiennicze obliczaé hedziemy zapomocs
wzoréw

A&ﬂ == [Be A AC_"ﬁzI“QAGﬂ, A“ﬂZIEQIﬁ"Ae,.

o Y
Nawzajem, od skladowych przeciwzmienniczych A% mozemy powrdeié do skla-
dowych spélzmienniczyeh za posrednictwem wzoréw

Agg == Iy Ipg A0,
Dla afinora zasadniczego wzory poprzednie przyjmujg postad

(61) Iy=I,Ilec, I#=I0Im],,, I=1I%I, If=1IrL,.

00)
Uwzgledniajac zwigzki (55) i (B7), otrzymamy z zaleznosei poprzednich nastg-
pujace réwnosei .

—1, jedi a=4, I'ﬂ'—{ 1, jedli a=4g,
=)0, ,  azef; @ 0, , a=p
Umowy poprzednie sformulujemy teraz ogdluie. Zaldzmy w tym celu, 1z dany
jest dowolny afinor o skladowych A@*® .. (a), (6), (¥) oznaczajy tutaj grupy,
z ktorych kazda moze byé ztozona z dowolnej liezby wskaznikéw. Wskatnik «
obnizamy zapomocy operacji .

(61

(62a) A, @y = Tp, AR Dy,
Odwrotng zamiane okreslamy wzorem
(62b) A@D ) = T A@.@ .

Wynikajs stad, ze wzgledu na réwnodei (66) 1 (57), nastgpujace prawidla
obnizania i podwy#szania wekadnika

AW @ = A @

AR )(y) = AWf = y*

i gn
Jak widzimy, obnizanie i podwyzszanie wskaznika zapomoca s]idadoYvych aﬁ'-‘
nora zasadniczego I odbywa sig w sposéh podobny do analogieznej operacjl
w przestrzeniach Riemanna, dokonywanej za pofrednictwem skludoYV}.rch
9. 1 g** zasadniczego tensora metrycznego. Zachodzi t}1 jedr-:ak pewna ré'zmc,.a,
wynikajaea ze skosnej symetrji afinora I; musimy mianowicie podkreéhé,‘ze
obnizanie wska#nika dokonywa sig zawsze zapomocg plerwszego wska@lka
skladowej I,; jako wskaznika niemego, a podwyiszanie zapomocs drugx(?go
wekazniks skladowej I%f jako wskaznika niemego, W przestrzeniach Rie-
manna porzadek ten jest oczywiscie obojetny z powodu symetrji skiadowyeh
zasadniczego tensora metryeznego tychze przestrzeni. Z faktu,. kt.dryémy po-
wyzej podkreslili, wynikaja pewne réznice w t. zw. ,jeu des indices® w po-
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réwnania z preestrzeniami Riemanna. Nu jedng z tych réanic musimy tutaj
zwrdeié nwage. Zaldzmy mianowicie, ze dane jest wyrazenie
A, B,
w ktérem ¢ jest weskadnikiem niemym (wskasnikiem sumowania). W myél po-
przednich regul mamy jednak
o Ayg=Too A, Bro— I B
bedzie wige
Ay B¢ == I, Tev A0 BE .

Poniewaz za$ z zalenogei (61) wynika réwnoé

LIev=I%F, =It,,
przeto mozemy napisaé
AagBﬂp = ITa-A(;,yB@m

eo po uwzglednieniu zalesuosei (61') daje ostatecznie 20)
(64) A, B = — 4,0 B8,

1‘1. Zajmiemy sig obecnie niektéremi operacjami wykonywanemi
na afinorach przestrzeni X;,, w ktérej jest dany afinor zasadniczy T,

Uwazajmy najpierw dwa dowolne wektory U{U,}, V{V,}; ilocaynem
skalarnym tyeh wektoréw nazywaé bedziemy wyrazenie

Iy, v,

i ozna.czatg je: bedziemy symbolem UV. Stosujse reguly poprzedniego ustgpu
0 obm?anm i podwyzszaniu wskaznikéw (réwnogei (58), (61), (61) i (64)) mo-
gewmy iloczyn skalarny przedstawié zapomocy jednego z wyrazeh nastepujacych

(65) UV =1Ie, Vo == I, Ut Ve=U,Ve=-— T v,

Jezeli wreszcie uwzglednimy zalesnogei (60), to ilocayn ten przyjmie postaé
(664) UV=23U,7,,

albo tez '

(66b) UV = 23 v prn,

pu]

Jeﬁel.i zz?chod!zi réwnosé UV =0, méwié bedziemy, iz wektory Ui ¥
znajdujy sig w inwolucji. — Ze waoréw (65) i zo skodnej syfnetrji afi-

*) Por. P. Appell, Traité de Mécanique xationnelle, t. V (1926), gtr. 39.
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nora zasadniczego wynika, iZ jest

UV + VU = 0;
stad wynika
UU = 0,

t zn. kazdy wektor jest ze sobs samym w inwolucjl. Zauwaimy jeszeze, ze,
jesli wektory Ui ¥ sy gradjentami dwéeh funkeyj skalarnych u i v: U == 9,4,
Vo= 9,9, to w my§l wzorn (66a) iloeczyn UV staje sig identyczny z nawia-
gem Poissona funkeyj w i v: UV == (u,v).

Jako iloezyn skalarny dwdeh afinoréw drugiego rzedu
A{Ayy B{B,g przyjmujemy wyrazenie
®7) AB = oo Jom4,,B,,.
Zapomocs regud ust. 10 o obnizaniu i podwyzszaniu wskainikéw mozemy
iloczyn ten przedstawié takie w postaci jednego z nastgpujscych wzordw:

AB = 4,,B° = A" B == — A8, B, = — A,°B?,.
W szezegélnodei dla afinora zasadniczego mamy
II = IPGIQ” = [0=n I% = 2n.
Ze wrgledu na pdsniejsze zastosowania przeksztalcimy wzdér (67) w sposdb
nastgpujacy; mamy
B,

050y

AB=—=3SImJenA
r=1

ron + rzlen-(-rmIem An +

rou -Buurz "

Z definicji afinora zasadniczego (ust. 10) wynika, ze skladowa I ma war-
to8é 1, jezeli o; = n -+, a dla kazdej innej warto$ei wskaznika oy jest I ==0;
z tej samej definicji wynikaja takie réwnoei I*V" = —1 oraz I""a=0
dla wartodei o; == . Na podstawie tej uwagi ostatni wzdr na iloczyn skalarny
AB daje
AB =r$;19‘m (Ar(m Bn+rm - Aﬂ+"(ln Brm)a
co mozemy takze napisaé w nastepujaey spossh
n o n i N
AB =3 ( E I (Ars Bn—l—rm - An+rs Bro‘g) + I o (Arn+s Bn+rag T e Bm,)}~

Fel geml
Powolujae sig znowu na definicjo skladowyeh 1% znajdziemy z latwoseis
non
.A.B = 2121(.4,, Bn+rn+s ""An+rs Bm_;.\;'— m+an+rs + An+rn+a -st)
L L
czyli
(68) AB =43 Ay Busnnia:
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Jezeli jest A ==1B, to wzdr ten przyjmuje postaé

(69) A4 =2 Ei(Ars Antrnts — Arpis A,,+,S),

Zauwagmy jeszeze, Ze ze wzoru (67) wynika réwnogé
AB = BA.

Rozwasania poprzednie uogélnimy, obliezajae iloczyn skalarny dwéch
afinoréw rzedu k: A{dy o), BBy} Prayjmiemy mianowicie

(70) AB == Jeor Jeo,, Jewe 4, B

[T
Tloezyn ten mozemy przedstawié takze w inny sposéb np.

AB === A(""'Wz B?x-n?k
albo
AB = (—1y}4eaB, .

Z tych ostatnich wzoréw wynika réwnosé
(71) AB = (— 1)} BA.

Jedli AB =0, powiadamy, ze afinory 4 i B sg wrzgledem siehie w inwo-
lueji. Z réwnofei (71), wynika, ze kazdy afinor rzedu nieparzystego jest
w inwolucji wzgledem siebie samego.

Poswigeimy jeszoze kilka uwag operacji zwezania afinordéw. Zaldimy
w tym celu, ze dany jest afinor rzgdu k: Ag{4, .} i prayjmijmy

(72) 4 —A;

0
Oere Ol Ot O 00 °

Wielkosei A, ., , 83, jak wiadomo, skladowemi afinora rzedu % — 2, ktéry
oznaczymy symbolem 4, , Wyrazimy skladowe tego afinora za pomocy skla-
dowych spélzmienniczych afinora A, Zwazmy, ze réwnosé (72) mozemy za-
stapié réwnoeis nastepujges

A =TI 4,

Wer oGl e O 00

albo tez réwnodcig

.3 n
Aulmu,,t_, == E‘Im -A-m..-a.k_,!rd +’§;IN+MA

LTRSS
Uwazgledninjge definicje skladowych I°f, otrzymujemy stad

Aal...u/,_'ﬂ =£(A

(TN S B Am.uu,,_g n+rr)

ezyli

\ O Oy _ylratr] +
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Jezeli afinor 4, jest afinorem skoénym w dwéeh ostatnieh wskazni-
kaeh, wzér ten przyjmuje postad

(18)

OtensClp g rfitre

Aoy == 2§1A

Zak6zmy obecnie, ze dany jest afinor skodny we wszystkich wska-
Znikach, rzedu parzystego 2m: 4, {440y, ) Poddajae go m razy ope-
racji zwezania w sposéh poprzednio okreslony, otrzymujemy ciag afinoréw
skodnych

'A‘ﬂm {Au,...unm }J Aﬂm—z {Amu-aq,,,_z}a tery AE {Acuaa}v AO {Aﬂ}v

z ktdrych ostatni jest oczywidcie skalarem, Skladowe tach afinoréw sg okre-
glone wzorami

n
-Am.-.az,,,_, =2 ’2, 1Aa1...a2,,,_2 nndn
-
2 n
Aa]---ﬂqmq = anl ':4‘uxu-0(2m_4 ranrarynbrg)

(74)

n
A e Q121
Aunan d 2 2 Aaxu. Fipe Py oo a Py Aty
Py =1

AD = 2::? '_Alrm BTy oo g R R AL
Podobnie, jezeli dany jest afinor skoény rz¢du nieparzystego 2m -t 1: Aynys
{4, _H}, to zapomocy operacji zwezania mozemy z niego otrzymad eiag afi-
noréw skosnych rzedéw nieparzystych:

A Ay A Ay, o Ay {Aasanay Ay (A

Skladowe tych afinoréw obliczamy zapomocs wzoréw analogicznych do wzo-
réw (74).

Celem uniknigeia nieporozumien zaznaczamy, ze w dalszym ciagu operacje
zwezania bedziemy wykonywali zawsze na dwéeh ostatnich wskasnikach afi-
nora. Zauwazyé tu jesacze nalezy, e niektére ze wazordw otrzymanych w osta-
tnich dwéch ustgpach zachowujs, swy waznosé tylko w tych ukladach spét-
ragdnyeh, ktére z pierwotnego ukladu spélrzednych a* otrzymuje sig za
podrednictwem przeksztalcenia (Z77) (ust. 10). Sg to migdzy innemi wzory (60),
(63), (66), (68), (69), (78) i (74), ktére uzyskalismy, uwzgledniajse wartodei
liczbowe skladowyeh afinora zasadniezego I.

Opréez algebraicznych operacyj mnozenia skalarnego i zwezania afinoréw,
bedziemy w dalszym ciggu stosowali takze operacje rézniezkows, ktérs w ust. 9
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oznaczylismy symbolem div. Zalésmy mianowicie, e dany jest dowolny afinor
rzedu kA {d,,.q,) Skladowemi wielkosei div A sy wyrazenia

By Ainrin 3

poniewaz wyznacznik przeksstaleen (7) jest réwny 1 (ust. 10), przeto wyra-
senia te zachowujy sig spélzmienniczo przy wazelkich zmianach ukladu typu
(T) (ust. 9). Skladowym wielkodei div.4 mozemy nadaé inny postad; mamy
mianowicie

"
ap A&...Au,;__lc' = E(arAzix...m,;_.;r + an+r At-"...u;‘*]n-i-r) .
Jeseli na prawej stronie ostatniej réwnofci zastosujemy regule (63) tyczacs sig
obnizania wskaznikéw, znajdziemy

(75) ag -A&p..uk'__]() = ’E’;(ar-‘/‘lm.“uk_l udr an—|-r Au.p..onk__lr) "

Oczywists jest rzeczs, i% wzér ten zachowuje swy wainodé tylko w tych ulcla-
dach spélrzednych, ktére z pierwotnego ukladu otrzymuje sig za posrednictwem
przeksztatcenia (7).

12. Niechaj bedzie dany ukiad réwnat Hamiltona

J ik
(16) W=

H T T5,H (GEk=1,2,...,n),

w ktérym symbol H oznacza funkeje zmiennych z*(e¢=1,2,...,2n). Prazyj-
mijmy, ze H(f) przedstawia przeksztalcenie infinitezymalne odpowiadajace
ukladowi (76); bedzie wige

(an - H() =30 Ho.f— 5, Hb,.f)

Wyrazenie H(f) jest wige identyczne z nawiasem Poissona (Hf). Symbo-
lem H(f) oznaczymy to przeksztalcenie infinitezymalne, ktére powstaje z prze-
ksztalcenia H (f) przez przediuzenie go na skladowe afinoréw (ust. 3).

Twierdzenie 1. Afinor zasadniczy I jest afinorem niezmienniczym dla
przeksztateenia H( f).

Twierdzenie to wyraza, Ze skladowe afinora zasadniczego spelniajg zalez-
nodei (ust. 3, réwnodé (19)

(18) H(L)=0, HI#%)=0, HIAH=0, H(I%) =0

Na podstawie uwagi uczynionej na poezstku ust. 6 stwierdzamy, iz pierwsza
z réwnokei (78) wyraza twierdzenie Poincardgo, wedlug ktérego calka
82
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(19) 1=/w, © = § Iy do® daf = 3 ot da+

re=l

jest niezmiennikiem bezwzglednym ukladu Hamiltona (76). Azeby uzasadnié
drugg z réwnofei (78), zwasmy, iz w mysl wzoréw (61) mamy

Ly = I, IIe.

Jezeli to réwnoéé poddamy operacji H i uwazglednimy pierwszs z réwnodei
(71), znajdziemy _
T 1og H(I?) = 0.

Pomnézmy te réwnodé przez I** I i wykonajmy sumowanie wzgledem wska-
fnikéw @, 8; otrzymamy w ten sposéb

(80) I Lo I Iy H(Tery = 0.
Na podstawie przytoczonych przed chwilg réwnodei (61) mamy jednak
Il =14 I¥1,=I*
Réwnosé (80) mozemy wige zastapié réwnofeis jej réwnowazng
L I;* H(Ieo) = 0.
Jezeli jeszeze uwzglednimy zwigzki (61'), otrzymamy ostatecznie
H(I) = 0,

co mielismy wykazaé. — Z uzyskanych przed chwily wynikéw i z réwnosei
(61) wynika odrazu prawdziwod$é pozostalych dwdch zaleznodei (78).

Twierdzenie 2. Jezeli afinor zasadniczy I jest afinorem niezmienniczym
dla przeksztalcenia infinitezymalnego Z(f) == Z¢3, f, to ukiad réwnan

dn"
Z(l
jest ukladem Hamiltona. ) .

(81)

= dt (@=1,2,...,2n),

Istotnie, oznaczmy symbolem Z(f) przeksztalcenie infinitezymalne, ktdre
powstaje z przeksztalcenia Z(f) przez przediuzenie go na afinory. Z zalozenia
twierdzenia wynika migdzy innemi réwnodé nastepujaca

Z(Ip) = 0;

réwnosdé ta wyraza, jak wiadomo, i# calka (79) jest niezmiennikiem bezwzgled-
nym réwnat ukladu (81), z czego wnosimy®), ze uklad ten jest ukladem
Hamiltona.

#) Por. np. E. T. Whittaker, Analytische Dynamik, 1924, str. 289.
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Z twierdzenia 1 i ze wzordw (632), (62b) na obnizanie i podwyzszanie
wakaznikéw afinora wynika bezposrednio
Twierdzenie 3. Jezeli skladowe mieszane 4, ; #+% pewnego afinora rzeda
r -+ spelniajs zwigzek
H(A;, 4 M%) = 0,

to réwnoéé ta nie przestanie byé prawdziws, gdy obunizymy lab podwyzszymy
dowolnie wybrane wskazniki skiadowsj A, . 4,

W przypadku wektora twierdzenie to prayjmuje postad nastepujgcs: jezeli
skladowe spllzmiennicze pewnego wektora U{U,, U} spelniajgy zwiazki
H(U) =0, to jest takse H(U%) =0 i nawzajem ),

Twierdzenie 4. Jezeli calki

S, [V

#3 niezmiennikami bezwzglednemi ukladu Hamiltona, to wyrazenie
n -
> U—[r Vn+r]
reel

jest calky pierwsazg tegoz ukladu.
Istotnie, na moey zalozen twierdzenia mamy (ust. 6)

z réwnodei tyeh i z twierdzenia 1 wynika, ze iloczyn skalarny wektoréw
Ul 1 V{7
UV=1I¢U,V,

jest niezmiennikiem przelksstalcenia H(f): H(UV)=0. Z drugiej strony
wiemy, réwnosé (66a), ze iloczyn ten jest réwny wyrazeniu 23 Ui Virrty
rel

z ezego wynika prawdziwosé twierdzenia. Twierdzenie powyzsze zawiera w so-

bie jako szezegdlny przypadek twierdzenie Poissona. Jezeli mianowicie zato-

iymy, %o funkeje A i B sy calkami ukladu réwnan Hamiltona i jereli

przyjmiemy

to bedzie Je=8dy Fo=0uF,
UV = (4, B).

Twierdzenie 5. Jezeli calki
S4agsede, (4B, dwedu

Szezegblny prazypadek tego twierdzenia zngjdujemy w ksigice T. De Donder,
Théorie des invariants intégraunx, 1927, s 89,
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sy niezmiennikami bezwzglednemi ukladu Hamiltona i jezeli symbole 4 i B
oznaczajy afinory skoéne o skladowyeh A4,, wagl B, to iloczyny skalarne

(por. waory (68) i (69)) “

A4 = 22’[ (Ars An—}-rn-l-s + Arn+s Asn+r)7 BB =2 2”, (Brs B'l+"fl+5 + Brﬂ—HBS "+’)7
rsml rsel

AB =43 A[r[s Bn+r] ns]
rs=1

g calkami pierwszemi tegoz ukladu.
Dowéd tego twierdzenia jest zupelnie podobny do dowodu twierdzenia
poprzedniego. .
Przyktad. Jezeli n =2, trzy iloczyny skalarne wymienione w ostatniem
twierdzeniu przyjmuja odpowiednio postaé nastepujaes:
¥3+A34+A12A34+A14A237 ?3+B§4+B12B34+ BM 3235
2'A‘18‘B'13 + Z‘A"M‘BM + A]EBBL + AB4BIZ + AM BES + AQSBM'
Jest rzeczg widoezna, ze wlasnosei ukladu Hamiltona wyrazone w twier-
dzeniu 4 i b mozna z latwoscia rozszerzyé na przypadek niezmiennikéw cal-
kowych rzedu k> 2.

Twierdzenie 6. Z kazdego niezmiennika calkowego?) I,, (rzedu pa-
rzystego 2m) ukladu Hamiltona mozna otrsymaé zapomocs operacji zweza-
nia afinoréw cigg niezmiennikéw calkowych rzedéw parzystych

Iﬂm; IZm——E)"" I2

oraz calke pierwsza I,; podobnie z kazdego niezmiennika calkowego rzgdu
nieparzystego I, zapomocs tej samej operacji mozna otrzymaé cigg niezmien-
nikéw calkowych rzedéw nieparzystych

Iﬂm{-h I‘Zm-—la"" Il'
Dla dowodu przyjmijmy, ze catka

] 1
In”‘ = -/W Aaw’“"'“‘luz das dx. . . daom
jest niezmiennikiem ukladu (76). Z zalozenia tego wynika réwnodé

(82) H(4

Podajae afinor sko$ny Ay, {4y, # razy operacji zwezania, w sposéb

y=0.

AU Oy

) Zardwno w tem miejseu jak i w dalssym ciggu, méwige o miezmiennikach ealko-
wych, mamy stale na myéli bezwzgledne niezmienniki cafkowe.
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okreslony w ust. 11, otrzymujemy cigg afinoréw skodnych o skladowyeh
4 4 Agy A3

1000 Gy g LI TON-TSEUL IR RS ) t1023

wartodel tych skladowyeh okreslone sg wzorami (74). Prayjmijmy nadto
1 iy o 04 p— <
IEM-—Q/L =fz’27*m—‘:2—k)‘l' Aalﬂ'pnﬂzm_gk da® da®, .. daew—2k ( = 1, 2., . m— ]).

Na zasadzie wzoru (72) mamy

Aﬂl"'“ﬂm—? = A‘il"'“mu—ﬂ(.’ ¢
czyli, ze wzgledu na réwnodé (63h),
Agieagey = 19 Aoy goo -

Jeseli zwigzek ten poddamy operacji H(f) i uwzglednimy twierdzenie 1 ni-
niejszego ustepu oraz zalozenie (82), to otrzymamy réwnosé

H(A 00 ) = 0,

ktéra wyraza, iz calka I,, , jest niezmiennikiem ukladu (76). W ten sam spo-
s6b mozna wykazaé niezmiennosé calek I, ,,..., I; oraz funkeji I, — Ana-
logiczne rozwazania mozna przeprowadzié w przypadku niezmiennika calkowego
rzedu nieparzystego.

Zauwazmy tu jeszcze, ze niezmienunik I, o ktérym byla mowa o wyslo-
wieniu ostatniego twierdzenia, zostal znaleziony przez E. Schuntnera ),
ktéry otrzymal go jako uogdlnienie pewnego twierdzenia Th. De Dondera.
Wedlug ostatniej =z réwnosei (74) wartodé tego niezmiennika okreslona jest
wzorem

=234

by P BTy Fanbrary nr *
Pl

W twierdzeniu 6 niezmiennik ten wystepuje jako ostatni wyraz ciagu nie-
zmiennikéw, ktére otrzymujemy z danego niezmiennika calkowego rzgdu pa-
rzystego zapomocy operacji zwezania.

Twierdzenie 7. Miedzy niezmiennikami calkowemi ukladu Hamiltona
mozna ustalié odpowiedniodé taks, ze kazdemu niezmiennikowi I, rzedu r od-
powiadaé bedzie okredlony niezmiennik Ip,_, rzedu 2n—; niezmiennik I,
otrzymuje sig z niezmiennika I, zapomocs operacyj algebraicznych wykona-
nyeh na jego spélezynnikach.

Dla dowodu zaldzmy, ze calka

1
L= f Ay da™ . da

) Th. De Donder, 1. ¢, réwnanie (61) str. 29 i rownanie (318) str. 91.
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jest niezmiennikiem ukladu (76). Jest wiec
(88) H(4,.,)=0.
Przyjmijmy
— — r
(84) Aoy (— 1)" Au»--n,-" n= E%,;
il
w réwnosel tej ciagi sy,...,%, 1 #y,..., %, , tworzs pare ciagéw uzupelniaja-

cych sig (ust. 1). Poniewaz uklad (76) jest ukladem typu Liouville’s, praeto
z réwnosei (83) 1 (84) wynika réwnosé (ust. 9, b))

H (*Aw4anr) == 0.

Réwno$é ta nie przestanie byé prawdziws, jezeli w niej obnizymy wsaystkie
wskazniki (twierdzenie 3 niniejszego ustgpu); bedzie wige
H*44,.4, )= 0.

Z réwnofei tej wynika, ze calka.

1
Te =y f Mt B dens

jest niezmiennikiem ukladu (76), co wykazuje sluszno$é naszego twierdzenia.

Twierdzenie 8. Z kazdego niezmiennika calkowego rzedu » ukladu Ha-
miltona mozna olrzymaé zapomoes operacji div niezmiennik calkowy rzedu
r—1.

Zalézmy, ze calka
1
I = 1 /Aal.-.u, da®™, .. dx%

jest niezmiennikiem ukladu (76). Spélezynniki formy symbolicznej wystepuja-
cej pod znakiem catkowania s skladowemi spélzmienniczemi pewnego afinora
skoénego rzedu r; niechaj A%* beds skladowemi przeciwzmienniczemi tegos
afinora. Z zalozenia wynika réwnosé

H(4g.0) =0,

mn-u,.)
Ictérej na mocy twierdzenia 3 niniejszego ustgpu jest réwnowasna réwnobé
nastepujgca

H(Aww) = 0.

Z drugiej strony na podstawie tozsamodei (51) mamy

H(3, Amver0) = 9 H (A1),
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Z dwobch ostatnich zaleinodei wynika zwiszek

H (9, A%-er-10) = 0,
W myél twierdzenia 3 =zwigzek ten nie przestanie byé prawdziwym, jeseli
w skladowej A%-%~19 obnizymy wszystkie wskainiki z wyjatkiem ostatniego;
bedzie wige

jj(acjlél.na}_jd) = 0.
Jezeli wige przyjmiemy

(85) Bl T d, A&l---ﬁ‘.r__,lv7

to réwnoé ostatnig bedziemy mogli napisaé w sposdb nastgpujgey

H(By..a,.) = O-
Przyjmijmy teraz

1 X,
L, = (j,_:—ﬁ-l fB“l-““r—-l da™,.. dotr-1;

réwno§é ostatnia orzeka, iz calka ta jest réwniez niezmiennikiem ukladu (76).
Poniewas spélezynniki calki I, , otrzymalidmy zapomocs operacji div ze spdl-
czymikéw eatki I,, przeto twierdzenie zostalo udowodnione. — Wzér (85) na
sp6lezynniki B mozemy przeksztalei¢ w nastgpujaey sposéb; mamy

Oigovellp_y

an‘ .

13 n
mmu,.__la :‘_2: 9, A&....d,,,]l + izllan+i 'Ao'u...o;r__ln—"i'
Na zasadzie wzoréw (63) jest jednak
An‘u.‘.d,_li = Aul...a,_lfl—]-z'? Aﬁx...dr_1n+i = Aux-.‘alwl i
Uwzgledniajae te zwiazki, znajdziemy ostatecznie

(86) Bm...uy_l = aq Ao'“__,[",‘_lo = ‘21(91 Au,...u,._lnvl-i - gn-}vi Aa1...a,._._1 l)'

Przykfad 1. W przypadku catki linjowej (r==1) operacja div daje calke
pierwszg (niezmiennik skalarny) ukladu Hamiltona. Zatdimy np., ze calka

f U, da=

jest niezmiennikiem ukladu (7.6). Obliczajac wspomniang calke pierwszg pray
pomocy wzoru (86), znsjdziemy wyrazenie )

2@ Unys— Ou U3).

#) Th. De Donder, Sur le multiplicateur de Jacobi, (. R. t. 162 (1911), stx. 948.
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Przyktad 2. Jezeli calks podwéjna

jest niezmiennikiem ukladu (76), to w mysl twierdzenia 8 i wzoru (86), mo-
zemy stwierdzié, ze catka linjowa

L =f£;(91Aan+1— A pyr ) dec

jest réwniez niezmiennikiem ukladu (76). Korzydé, ktérs mozemy osiagnaé ze
znajomosei niezmiennika calkowego drugiego rzedu przy calkowaniu ukladu
Hamiltona, mozemy przedstawié w nastgpujacy sposéb. Jegeli symbole A*F
oznaczajy skladowe przeciwzmiennicze afinora A {4,.}, to w mysl ogéloyeh
rozwazal, ktére nas doprowadzily do dowodu twierdzenia 8, mamy

H(3,4%¢)=0.
Jeseli wige przyjmiemy
Be = 9, 4%,
to bedziemy mieli
HB =0

Réwnodé ta wyraza (ust. 6, réwnosé (33)), e réwnania
H(f) =0, Ba,f=0

tworzg uklad zupelny Jacobiego.

Uwaga. Twierdzenie 4 niniejszego nstepu pozostaje w bliskim zwiszku
z pewnem twierdzeniem B. Cartana ®) o nogélnieniu twierdzenia Poissona.
Przy poréwnywaniu tych twierdzed nalezy jedoak zwrdeié uwage, Ze pojecie
niezmiennika calkowego stosowane w dzieler . Cartana jest odmienne od
tego, o ktérem jest mowa w twierdzeniu 8 *).

III.

13. Niechaj % (¢ =1,2,..., 2n) beds spélrzednemi punktu przestrzeni (2n)-
wymiarowej X,, Zalozmy, se w przestrzeni tej dany jest afinor skosnie syme-
tryezny N o skladowych spélzmienniezych N, oraz, Ze ranga®) tego afinora
wynosi 2n; jest wige

Nuz + NM = 07 N = “Nnﬂ.n :}: 0.

10) E. Cartan, Legons sur les invariants intégraux, 1922, n® 127,

1) Niektére z wynikéw uzyskanych w tej czghei pracy zostaly przedstawione Kr. Akad.
Belg. d. 6. 6. 1931. (Bulletins de la Classe des Sc., t. XVIIL, 1931).

3) E. Goursat, Legons sur le probléme de Pfaff, 1922, str. 126 i n.
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Oznaczmy symbolem N** minor wyznaeznika N, odpowiadajgey, elementowi
N,,, podzielony przez wartodé tegoz wyznacznika, Wielkodei N** uwazaé be-
dziemy za skladowe przeciwzmiennicze afinora N. Przyjmujemy obeenie wszyst-
kie umowy, tyczace si¢ obnizania i podwyzszania wskaznikéw afinoréw oraz
dzialan algebraicznych na afinorach, kidre ustaliliémy w wst. 10 i 11, zaste-
pujae w nich obecnie skladowe afinora I skladowemi afinora N. Widoczng
jest rzeczs, Ze zachowajy swy waznodé wezystkie te zwiszki wspomnianych
ustgpéw, w ktéryeh nie korzystalismy z liczbowych wartodei skladowych afi-
nora I Bedzie wige np. dla dowolnego wektora U{U,, U%}

Uy = Np, U¢, U® = N U,
Migdzy skladowemi N, ,, N*% zachodzg zwiazki analogiczne do zwigzkéw (61) i (B6)
Nup = Npu NypNeo, Nt = N« NeoN,,,
1, jezeli ¢ = @
8 == B = ! 7 !
Noa N Ny, NBe {07 . akp.
Przyjmujemy nadto oznaczenie

(88) |AB| = Nes 9,49,B,

(8T)

gdzie A i B sy dwiema funkejami zmiennych x° Wyrasenie | AB| jest oczy-
wideie iloczynem skalarnym dwéch wektordw, ktéryeh skladowemi spélzmien-
niczemi sg wielkodei 9,4 wagl, 9, B (por. ust. 11, réwnosé (65)). (Zauwazyé
nalezy, 76 E. Cartan®) wielkoé¢ okreslong wzorem (88) praedstawia zapo-
moes takiego samego symbolu jak nawias Poissona w pierwotnem znacze-
nin tego slowa; symbol przyjety w tej pracy jest zgodny z oznaczeniami
S. Liego®). Ze wzoru (88) wynika bezposrednio
(89) |AB| 4 |BA]| = 0.
Obliczymy teraz wyrazenie:
W = [|AB|C] + || BC|A] + ||CA|B],
w kiérem A, B, C oznaczajg trzy dowolne funkeje zmiennych a%. Mamy na
podstawie definicji symbolu | AB|
W= Ne*N#9,9,43,89,0 -+ Ne* N4, 9,49,B3,C

+ NevN#9,9, B3, C9, A Ne* N 9,8, B9,09,4

+ NexN#9,9,€9,49,B - NeN#9,8,09,49, B

+ Nex9, N#9, A9, B9,C -+ Nexd, N* 9, B2, 03,4

+ Nevd, N4, 08,45, B.
%) B. Cartan, Legons sur les invariants intégraux, 1922, n¢ 123,

) 8. Lie, Theoxie der Transformationsgruppen, IL. Absch,, (1890), str. 235.
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Latwo stwierdzi¢, 26 we wzorze ostatnim znosza sig wzajemnie wszystkie wy-
razy, zawierajace pochodne drugiego rzedu funkeyj 4, B, C. Wetmy np. pod
uwage wyrazy zawierajace drugie pochodne funkeji A: Ne»N#9,9,A8,B
9,0, Ne*N#2,9,49,B9,C. Jeteli w drugim z tyeh wyrazéw wykonamy
przestawienie kolowe wekaznikéw niemych x, g, 4, otrzymamy Ne# N"".QQ 9,
A2,B9,C; w tom ostatniem wyrazeniu zamienimy jeszeze role wska?nlkfﬂw
niemych ¢, i 4; znajdziemy w ten sposéb N# N*09,9,4 3, B3, C. Bedaie wige
Nex N4 g, azAaﬂB 3, C -+ Nex N4, thAa,BaAO=NZM(A’9“
+ N%)9,9,49,B3,0=0,
co mielismy okazaé, .

We wzorze W pozostaja wylacznie wyrazy zawierajace pierwsze pochod'ne
funkeyj 4, B, C. Zmieniajae odpowiednio wskazniki nieme, moZemy wigce
napisaé S
W = (Ner 9¢ N - Net 9, Nux - New 9, N4y 9, A9, B3, C.
Stad wynika

Twierdzenie 1. Azeby zachodzilo tozsamosciowo

(90) 114B|C] + ||BC|A| 4 1ICA| B] =0,
potrzeba i wystarcza, azeby bylo
1) Nex 99 N |- Net QQZWM ~+ New 9? N#& == 0.

Uwaga. Fakt, iz warunek (91) jest warankiem wystarezajacym, ateby
zachodzila tozsamodé (90), zostal stwierdzony przez Liego. 81), o
Przeksztaleimy teraz warunek (91) w sposéb nastgpujacy. Przyjmujemy

(92) M = Nex9, N* - Nexd, Nex - New 3, N*4;
zgodoie z tozsamodciami (87); mamy jednak
N#4 = N N# N,
oraz dwa wrzory analogiczne na N i Nex, kire z poprzefln'iego otrzymuje
sig przez kolowe przestawienia wakaznikéw #, 4, 4. Podstawiajac te trzy wy-

razenia we wzorze na M4 znajdujemy przy pomocy latwego rachunku i przy
uwzglednieniu tozsamodel (B87), réwnosé nastgpujaes

Mt == — N*e N4 NW(Q‘,N,, + 94 Ny, -+ 2, Ng,,) + 2
czyli
’ Mrd = N"*’N""N“‘(QQ N, -+ QGN,?—{—-Q,NQ‘,).
Jezeli prayjmiemy
(93) Mgn = apNﬂ_I"aaNrg'l_arNgm

1) §. Lie, 1 c. str. 287, Satz 2.
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to réwnodé ostatnia przyjmie postaé nastepujace
M4 == N No Noo Jf, ..

Z réwaodei tej wynika, ze wielkodei Mo i My, 53 sktadowemi spél
zmienniczemi i przeciwzmienniczemi tego samego afinora M
rzgdu trzeciego (ust. 10 i poczatel biezacego ust.). Afinor ten jest oezywiscie
afinorem sko$nym we wszystlich traech wskaznikach, Wniosek poprzedni wy-
kazuje, ze réwnodei M*# =0 i M,,, ==0 sa sobie réwnowasne. Uwzglednia-
jac definicje tych skladowyeh, zawarte w réwnodciach (92) i (98), mozemy
twierdzeniu 1 nadaé postaé nastepujacs:

Twierdzenie 2. Azeby réwnodé (90) byla spelniona tozsamoseiowo, po-
trzeba i wystareza, azeby bylo

9o Ngy 4 8, Ny - 8, Npy = 0.

W dalszym ciagu bedziemy stale zakladali, ze afinor skodny N jest
afinorem rangi 2n i 2e spelnia warunki zawarte w twierdze
niu 1 wzgl 2. Jest wiec
(95) Mz, = 0,
Pierwsza z réwnosel (95) wyraza ®2), e symholiczna forma rézuiczkowa
(986) Q= % Ny dat dz?

jest formg pochodng, cayli, e jest 2'=0. Druga réwnosé zawiera 0gol wa-
runkéw koniecznych i wystarezajaeyeh, azeby skiadowe przeciwzmiennicze
N#* afinora skosnego IV okreslaly strukture (Zusammensetzung) grupy funk-
cyj Liego3%). Poniewas afinor IV jest wedlug zalozenia rangi 2n, wige odpo-
wiadajace mu grupy funkeyj nie zawierajs oczywiseie funkeyj wyrdznionyeh
(ausgezeichnete Funktionen). Poniewaz klasa i ranga formy pochodnej sg sobie
réwne 34, praeto £ jest formg klasy 22, W ten sposéh skoustantowaliémy, ze
kazdej formie pochodnej (96) klasy 21 odpowiada okredlona struktura grupy
funkeyj Liego,

Prayjmijmy teraz nastgpujace okreélenie: jeseli dwie funkeje A i B spel-
niaja warunek |4, B] =0, umawiamy si¢ méwié, ze funkeje te zn ajdujg
sig w inwolucji ze wzgledu na forme Q. Bedziemy mogli teraz wy-
powiedzieé dwa nastepujsce wnioski z poprzednich twierdzen:

Twierdzenie 3. Jezeli kazde dwie z poéréd funkeyj niezaleznyeh @,
(h=1,2,...,7) sa w inwolucji ze wagledu na forme @, to uklad réwnan

| @, f] =0 (h=1,2,...,7)
jest ukladem. zupelnym zlozonym z » niezaleznyeh réwnai.

MMrie — Q,

) E. Goursat, 1. ¢, str, 102,
) 8. Lie, L c., str. 241,
) B. Goursat, L c, str. 132.
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Twierdzenie 4. Jozeli uklad zupelny =loiony z r réwnai niezaleznych
A (=0 (B=1,2,...,7)

ma to wiasnodé, ze funkeja |U V] jest calks, o ile Ui.V sg catkami, to uklad
ten mozna zastapié¢ réwnowaznym mu ukiadem postaci
|@,f] =0

Dowody tych twierdzen, oparte na tozsamosel (90'), 88 zupellnie podobne
do dowodéw lélasycznych twierdzen tycezgceych sig nawiaséw Poissona.

h=1,2,...,7)

14, Wiadomo, iz najogélniejszy ullad réwnai rézniczkowych, dla kté-
rego cafka

I .—.-fw, 0= 3 gt dam+
i=1

jest niezmiennikiem beawzglednym, ma postaé

e T g (j=1,2.,m)
= 3"y = W= Ly s e Tl
o..H —9H

gdzie H oznacza dowolng funkeje zmiennyeh 2* (@ =1, 2,...,2n) Form¢ o

mozna jednak napisaé w sposdh nastepujacy

(97) w == § Ip, dz® du®;
podobnie wklad réwnat Hamiltona mozna zastapié ukladem
dx*
e == (.
°8) Iweg, H d

Sei i afinora I
Wielkosei Ly, 1%, wystepujace w tych réwnosciach, sa skiadowemi afino

i j iz 97) i ukiad (98) za-
t 10. Widoezng jest rzeczg, iz forma ( . )
z]ljz:vé}l(‘;:egs?qWs;:lzmienniczo przy wszelkich przeksataleeniach spﬁhzﬁq?ng:ﬁ
i sell wi i « poddamy dowolnemu przeksataic
rrzestrzeni X,,. Jezeli wige zmienne &% p y do
?)ostaci (1)1 ;eieli po tej zmianie forrma (97) przejdzie w formg

=}l d'x0d's"

to ukiad (9z) przyjmie postad
e = (.

j iz zynniki ’ i formy w ogélnoei nie beds
Ocaywisty jest rzeczs, 12 spélcayngkl Lo nowej % T oy Postona
speluialy zaleznodel zawartych w plerwszym wierszu IOW

i i 7 eprowadzié w dowolng forme
przeksztalceniem postacl (1) forme (97) moina przep N
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pochodng stopnia drugiego i klasy 24, przeto mozemy wypowiedzieé naste-
pujace
Twierdzenie 5. Jeseli forma

Q = { N,, dze de°

jest formg pochodng klasy 2#, to najogéluisjszy sklad réwnan réiniczkowyeh,
dla ktérego calka
JE

jest niezmiennikiem bezwzglednym, ma postaé nastepujgcy

dax®
(99) Wﬁ=dt (@e=1,2,...,2%),
gdzie H jest dowolns fankejs zmiennych 2,

Uklad (99) zostal po raz pierwszy rozpatrywany przez Th. De Don-

der'a’s); za jego praykladem nazwiemy go uogélnionym ukladem
Hamiltona.

Z poprzednich rozwazah i ze znanych wlasnodei kanonicznego ukladu
Hamiltona wynika automatyeznie szereg twierdzef, z ktérych kilka pray-
toczymy.

Twierdzenie 6. (Th. De Donder). Jeseli funkeje A i B 53 catkami
ukiadu (90), to funkeja |AB| jest takze Jjogo calks.

Twierdzenie 7. Jeseli calki / U, da®, / V,dz* sg niezmiennikami bez-
waglednemi ukladu (99), to funkeja "
Neo 7, 7,

jest calkg pierwszg tegos ukladu.
Twierdzenie 8. Jezeli calka

% f Am__,“r da* ., . datr

jest niezmiennikiem bezwzglednym ukladu (99), to catka

1
‘(T:—i)—l fNe“Au‘._.ur~z o0 da™. . . datr—2

jest (r—2)-krotnym niezmiennikiem bezwzglednym tegoz ukladu.
Nadmienimy jeszeze, 26 mozna takse wypowiedzied twierdzenia analogiczne
do twierdzenia B i 6 czedei IT, Pominiemy jednak te latwe uogélnienia, zwré-

-

¥) Th. De Donder, Généralisation du théoréme de Poisson, C. R. 148 (1909) str. 610;
I4d., Théorie des invariants intégraux, 1927, str. 73, :
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¢imy natomiast uwage na pewien zwiguek, zachodzgey miedzy ukladem (99)
a teorja charakterystyk réwnania rézniczkowego o pochodnyc’h cza‘st'kowych
plerwszego rzedu. Zaldzmy w tym celu, ze dane jest réwnanie rézniczkowe
czastkowe

dz
V(@ueer GoaPryeoo ) = 0y pr=755.

Oharakterystyki tego réwnania ckreslone sy ukladem

dg, Iy _ 4 ij = 1,2,...,1).
ELAnt 1anks =t
dp, g

Wykonajmy na zmiennyeh g, dowaolne przelsztatcenie
Q= Pi(qar 1 Gn-1P1y 1 Pn)y
Py = u(gsye o1 Gus P -1 Pe)
o wyznacznikn réznym od zera a nastgpnie przyjmijry oznaczenia
¥ = @, o = P, (¢ =12,...,n).
Z poprzednich wywodéw wynika, Ze w nowym ukladzie zmiennych z® réw-
nania charvakterystyk przyjms postaé
de*
Need, H ™

jezeli N“é sg skladowemi przeciwzmienniczemi afinora skosnego, ktérego skia-
dowe spélzmiennicze sy okreslone réwnoseis

dgdp + .- + dg.dp. = 3 Npodxt da’,

i jezell H oznacza funkeje zmiennych 2% w kiorg Przechidzi fankeja V(g:,p)
za posredunictwem okreslonej poprzednio zmiany zmiennych.

dt,

Zwigzki i twierdzenia, uzyskane w czesci I; i I.II tej pracy, uasu;vz:

myél konstrukeji takiej przestrzeni o koneksji afmal;lej, w ktér? IP(;ze$n£he
finox z iezy I okreélony w ust. 10. -
réwnolegle zachowywaloby afinor zasadniezy ¢ ' W e
macie IE leina»Og rtana bedzie to prrestrzen meholonoml_czna, odpowiadajaea
grupie linjowej o n(2n - 1) pai-umetrach, zachownjaeej forme zewnetrzng
Grassmanna
[ '”mi-l] “}‘ [mﬁ ’Elz+2] + o + [”nwﬂn]'

Zagadnieniu temu, pozostajacemu w zwigzku z teorjs niezmiennikéw przekszial-
ceft stycznodciowyeh, podwigeimy osobng prace.
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Résmmé,

Je traite dans se travail des questions assez variées cencernant les afi-
neurs antisymétriques et les invariants intégraux, en se servant des méthodes
du Caleul tensoriel. Dans la premiére partie jétablis d'abord une eorrespon-
dance entre les afineurs antisymétriques et les densitds afinorielles de poids
£ 1 et jintroduis un nouvel opérateur différentiel, analogue & lopérateur Xf
et déduit d’nne densité vectorielle. La suite est consacrée aux propriétés du
prolongement d'une transformation infinitésimale aux composantes des afineurs
et des densités afinorielles; jindique ici, entre autres, une classification des
afineurs relative A& une transformation infinitésimale. Je donne ensuite les
plus simples applications des considérations précédentes & la théorie des inva-
riants intégraux. La fin de cette partie contient quelques théorémes relatifs
aux invariants intégraux du systéme de Liouville.

La seconde partie du travail est consacrée b la théorie des invariants
intégraux du systdme de Hamilton. Je généralise ici plusieurs théordmes
dus & Poisson, Poincaré, Cartan, De Donder, et Schuntner.
Une partie des résultats donnés dans ce travail & 66 présentée & 'Académie
R. de Belgique le 6 Juin 1931.

La dernitre partie 4 pour objet les invariants intégraux du systéme au-
quel M. De Donder & donné le nom d’équations généralisées de Hamilton,
Je montre ici, entre autres, une liaison étroite entre la théorie de ce systéme
et la théorie des groupes de fonctions de Lie.
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Gewohnliche Differentialgleichungen
der allgemeinen Analysis?

(Rownania rozniczkowe zwyczajne w Analizie ogolnej)

yon

M. Kerner

I. Binleitnng.

1. Der Gegenstand der Arbeit. Die allgemeine Analysis besc'hﬁftigt sich
mit Operationen, die einem Elemente eines abstrakten Raumes ein- Element
eines anderen oder auch desselben Raumes zucrdnen. Is}; der Ra'um hn?ar ux?d
normiert, so kann man fir diese Operationen den Begriff des .Dlﬂ'erentxitl,s bil-
den %), Doch ist es im allgemeinen nnmoglich auch den Begriff der Ableitung

abstrakte Operationen zu Ubertragen. )
e Eilﬁ wichtigper spezieller Fall eignet sich gut zur Ei.ufuhrung des B}(jlgrli:fs
der Ableitung. Das ist der Fall der Operationen, die einer reellen Za e}x]n
Element eines abstrakten, linearen und normierten Raumes zuo'rdnenn Solche
Operationen werden wir abstrakte I’nnktionfm nenuen. .Fur.clu'ase ?e{t H;rr
Préchot ) eine Definition der Ahleitung'emgefuhrt, rhe' wir 1md o gxe]n dzx;
Paragraphen anbringen werden.hlSii is:; eine Verallgemeinerung der 1

ilbertschen CGteometrie gebréiuchlichen 4).
o I;(;itzt man den Be{ériﬂ’ dor Ableitung, so kann ‘mann a.uch. den der ge-
wohnlichen Differontialgloichungen auf die allgemeine Analysis tibertragen.
die vorli it ist eine Kntwicklung des
26 Se;)(c}x:\l}(zezoll:)lgfe:\?: (f:ﬂm%iv;‘;;e? Konre der l:’ilvischen Muthemfxtike"r gggélil-gezns wurde.

%) Fréchot, Annales do I'lcole Noxmale Supéx:laure (8) ?2 (1935% b.1232 A\ 1;7

% Loe. it 8. 312. Vgl anch Kerner, Annali d.l Maffematlca (41 1(929 )q ‘77 .

9 Vgl. 2. B. Vitali, Geometria nello gpazio hilbertiano, Bologna (1929) &. 77,

Vortrags, der in Wilno (Polen) den
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