16 H. Milloux

W szezegdlnosei otrzymuje autor wyniki nastepujgce:

19 Jest Hmi/m>0 dla kazdej calki, z wyjathiem conajwyzej dla
jednej ). P;(i;:; jest przyklad, w ktérym ta granica wyzsza jest dla kazidej
calki skoriczona i rézna od 0, w innym przykladzie istvieje calka wyjatkowa,
dla ktérejt _1}13_1@9; f/IaTt,:o

20 Istnieje czesto ,oalka szezegSlua minimalna®, ktéra dgzy do O szyb-

ciej od wszystkich innych. I tak np. calka ogélna nie zawsze dazy do 0 gdy
t— oo, zawsze jednak istnieje calka szezegdlna a, () ktéra do 0 dazy,

przyezem [im @ VA >0 i moze byé skotiezona.
> o0
30 Jesli wezystkie przedzialy pomigdzy zerami calek sy ,zwykle“, funkcja
A (f) rézniezkowalna, a stosunek maximum do minimum pochodnej 4’(f) w prze-
dziale ograniczony, to kaida calka dazy do 0, gdy ¢—> oo, szybciej niz
[A@T = (0 <a<$) ale wolniej niz [A@)]+.

!) Nie odréZniamy od siebie dwdeh ecatek linjowo zaleznych.

bé

icm

Uber vollstindige Systeme partieller
Differentialgleichungen.

(O zupetnych uktadach réwnan rézniczkowych czastkowych).

Von
A. Hoborski.

§ 1. Es sei ein System von partiellen Differentialgleichungen:

Ve _
1) X,,f_ggk.a_xi_ *k=1,2..,9
gegeben, wobei g<n ist. Die unabhiingigen Variabeln schreiben wir mit obe-
ren Indizes (2%, #2..x") versehen; die & (i=1, 2,..., n; k=1, 2,.... ¢
héngen nur von (z%, #%..., #*) ab. Die Gleichungen (1) sollen linear unabhin-
gig sein, wir setzen daher voraus, dass die Matrix

@ Il & |l

vom Range g ist in einem n-dimensionalen Gebiete @. Weiter nehmen wir an,
daff das System (1) in G vollsitndig ist, es existieren also (§).¢ Funktionen
oy (F,j,s=1,2,...,¢; k<j) von (z%2%...,2" im Gebiete G so, dab fiir
die Klammerausdriicke folgende Relationen:

q
@) (X X) f= Yoty X.f
Seml
zutreffen, wenn f eine im Gebiete G zweimal stetig differenzierbare Funktion
und £ (i=1,2...,n; k=1,2,..., ¢) in G stetig differenzierbar sind.

Auf meine Veranlassung hat Herr M. Taffet die Existenz der (n— g)
unabhiingigen Lésungen des vollstindigen Systems (1) untersucht und hat
einen interessanten, bis jetzt noch nicht vertffentlichten Satz gefunden, der
ungefihr folgendes auBagt: Gehsren die Funktionen & der Klafe (7 an im
Punkte (g7, 2% ..., 2) und seiner Umgebung und ist daselbst z..B. die Deter-
minante

&

Jk=1,2..,¢

(Fij=1,2,...,9; <))
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2 A. Hoborski

stets von Null werschieden, so existieren (#-—g) unabhiingige Losungen des
Systems.

§ 2. Setzen wir voraus, daB das System (1) linear unabhéngig und voll-
stindig im Gebiete G ist. Wenn

4 wy=0 kgys=1,2,...,q k<j)
in @ sind, so wird das System ein Jacobisches System genannt. Solehe Systems

besitzen zwei Eigenschaften, die ibre Integration erleichtern:
I. Sind:

®) X f=0, X f=0,., Xf=0 (k=1,2.1,¢—1)
% Gleichungen des Jacobischen Systems und bezeichnen:
(6) P, ety Pa, et2s+ -5 Payn

alle unabhingige Losungen des (vollstindigen) Systems (5), so sind

M Xt (94,1) (=k+1, k+2,..., )
wieder Lisungen des Systems (5).
IL Um die weitere Gleichung:

8) X f=0
des Jacobischen Systems zu integrieren, gentigt es eine Funktion I der Losun-
gen (6) zu finden, die die Gleichung:

9) X ll= 2 Katr (Pe,0) * zij =0

vl Pa s
erfiillt. Infolge (I) darf man in der Gleichung (9) die @, als unabhingige
Variabeln ansehen.

Es entsteht die Frage, ob und in welchem Falle auch andere vollstindi-
gen Systeme diese Eingenschaften besitzen. Damit befafite sich vor vielen
Jahren Herr Prof. Zorawski?); seine Untersuchungen fithrten ihn zur Defini-
tion eines in der Richtung (1, 2,..., q) integrablen Systems. Herr Zorawski
nennt das System (1) in der Richtung (1, 2,..., ¢ integrabel, wenn:

=
- o k= 27 31 ey @
a0) & Xif= g“’“ xr (i= 1,2, k— 1)
ist. s ist leicht zu ersehen, daB in diesem Falle das System (1) die obigen
Eigenschaften I und I besitzt, Das Jacobische System ist in Jeder Richtung
integrabel. Herr Zorawski gab in der zitierten Abhandlung eine Methode, um

9 K. Zorawski: Uber die Integration von Systemen partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung ete. (in polnischer Sprache). Prace Matematyezno-Fizyezne. Bd. IIL. War-
szawa 1892, Ich beniitze oben einige Bezeichnungen dieser Abhandlung.

56

icm°®

Uber vollstindige Systeme partieller Differentialgleichungen 3

jedes vollstindige System in ein #quivalentes, in der Richtung (1, 2,..., ¢)
integrables System zu iberfuhren.

§ 3. Ich mochte hier eine andere Definition eines in der Richtung
{1, 2,..., q) integrablen System (1) geben. Zu diesem Zwecke konzentrieren
wir unser Augenmerk auf die Eigenschaft IT und lassen die Eigenschaft I
fallen. Integrieren wir zuerst die Gleichung:

(1) X, f=0;
o8 seien:
(12) P20 Praseeey Pran

alle ihre unabhiingigen Lésungen. Darauf suchen wir eine solche Funktion II
der Losungen (12), dass sie der Gleichung:

: an
(13) X, H= jZ'X (@) 55, =0

geniigt. Damit die Eigenschaft IT der Gleichung (13) zukommt, geniigt es zu

fordern, dass die Verhiltnisse der Koeffizienten
(14) X, (91 J=2 3,..., n)

die Gleichung (11) erfullen. Um eine entsprechende Bedingung daftir zu erhal-
ten, wollen wir betonen, dass nicht alle Ausdricke (14) identisch Null sein
konnen; wiren némlich alle Ausdriicke (14) identiseh Null, so miisste eine
Funktion 2 («%, #%..., #°) existieren von der Eigenschaft:

X f=i-Xf,

was der Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit des Systems widerspricht.
Wir nehmen also an, dass eben

(14 bis) Xy (Pr) =0

in G ist. Es sollen also die Verh#itnisse:

X, (91, . .
15 L ie =3.4,...
(19) Xy (p1,9) U=84....m
Lisungen von (11) sein, folglich sollen die Gleichungen

X (s J)) ;
16 X(J_ =0 (j=384,..
(16) X, 1) (i ) ' 1)
erflillt sein. Aus (16) erhalten wir:
an X (P10) X1 (K3 (91,)) — X (91,) Xy (XK (@1,0)) =0 (j=38,4,...,m),
57
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4 A. Hoborski

wovon wir die selbstverstindliche Gleichung:

(18) Xy (91,9 Xs (X1 (91,)) — X, (91,)) X3 (X (10)) =0
subtrahieren, Wir erhalten also:

X, (1,2 (X XK3) 91, — X, (P1,)) (X1, X3) 01,5 =10

oder

. - X1, Xs) ¢y, .

(19) (X, X,) q;,,,:ii(;_)l’:;@ K@) (=8 4y )
Wenn wir also voraussetzen, dass:

(20) (X, X3) f= b, f + 0h X, f

ist, so ist (19) erfullt. Aus (19) folgt dann umgekehrt, dass in der Gleichung (13)
die @, als unabhéingige Veriinderliche gelten konnen. Hs seien also:
(21) Posy Poaseesy Pan

unabhiingige Lisungen von (13); da sie Funktionen von ¢, , sind, so sind sie
auch Losungen des nach (20) vollstindigen Systems:

(22) X f=0,  X,f=0.

Nachher suchen wlr eine Funktion 2(gys,..., ¢;,), die der nichsten Gleichung
gentigt, also fiir welche:

o0

=0 .
3@y,

(28) 5 9= 3% (p.)
LY

Damit hier die ¢, ; als einzige unabhindige Verinderliche angesehen werden
ktnnen, mtissen bei entsprechender Voraussetzung die Verhiltnisse

X3 (9s)
24 312
@9 Xy (9s,5)
Losungen des Systems (22) sein. Und dies ist—wie leicht ersichtlich—gewiss.
der Fall, wenn:

(J=45,..., n)

8 8
(25) (leXa)f’:vastsf? (&, Xa)f=2w53Xsf-
$m] Sl
Auf diese Weise kénnen wir fortfahren; durch volle Induktion erhiils man
folgende Bedingungen:

&
Y. k=2, 3,..., ¢
6) @ xof=Fan-xr (20 5 1),

Sl

Eben wenn diese Bedingungen erfullt sind, werden wir sagen, dass das
System (1) in der Richtung (1, 2,..., g) integrabel ist. Diese neue Definition
58
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unterscheidet sich von der des Herrn Zorawski nur dadurch, dass hier die
Koeffizienten

2,8,..., ¢ )

1,2, k—1

@1 o (f:
nicht identiseh Null sein mtssen. Sind sie es, so geht (26) in (10) itber und
das System (1) besitzt ausser der Eigenschaft II noch die Eigenschaft I,

§ 4 Zuletzt wollen wir beweisen, dass jedes ¢-gliedrige, vollstindige
System (1) einem vollstindigen Systeme dquivalent ist, das in der Richtung
(1, 2,..., g) nach der neuen Definition integrabel ist. Zu diesem Zwecke
geben wir eine Reduktionsmethode an, die im Grunde eine Modifikation der
Methode von Clebsch-Zorawski bildet.

Es sei also ein System (1) gegeben, von dem wir folgendes voraussetzen:

1) es sei linear unabhiingig in einem Gebiete G ;

2) es sei vollstindig in G (d. h. in G gelten die Relationen (3));

3) die Funktionen & (i==1, 2,..., n; k=1, 2,..., ¢) sollen der Klasse

(7 in G angehoren.
Das aquivalenete, in der Richtung (1, 2,..., g) integrable System bezeichnen
wir mit

(28) Zf=0 (G=12,.., 9.
Es ist also:
&
_ , k=2 3,..., ¢ )
(29) (Z”Z‘)f__zl‘b“z‘f (i=1, 2.0, E—1

Wir beweisen zuerst folgenden:
Hilfssatz: Wenn (g — 2) Funktionen:

(30) ¢37 WA!"': ‘pv

existieren, die im Gebiete (§) der Klasse C* angehtren und
den Gleichungen

0 fur kj (k=1, 2,...
31 Y, == !
( ) k(wj) a; fiir k=‘] j=3, 4,..., g)

gentigen, wo 0; (j=3, 4,..., g) Funktionen darstellen, die in (@)
von Null verschieden sind, so ist das in (@) linear unabhin-
gige und vollstindige System

(32) Vf=0 (k=12..,9
59
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6 A. Hoborski

(nach der neuen Definition) in der Riehtung 1,2,...,9 integra-
bel Der Beweis ist sehr einfach. Da das System (32) nach Voraussetzung
vollsténdig ist, so haben wir in G ’

” k=2, 3 q
(33) (¥, Yk)f=2'w7k v.f (i:l: 2’ 75_1)'

s=1
Nehmen wir 2<C% <{g an und setzen wir f=1,,, wo j=1, 2,..., ¢ — k%
ist, so erhdlt man infolge (31):
0=aft 0, =1 2,..., ¢—k
und da g,,,=F 0 ist, so ist
i =0 (i==1,2.., ¢—%; 2<hkg—)

und damit ist der Hilfssatz bewiesen. Wir werden ihn sogleich anwenden.
Da das gesuchte System (28) dem gegebenen System (1) in G #quivalent
sein soll, so ist

q
(34) Zr=uaXxs (k=12 9,

Sl

wobel die Determinante

(85) A

in @ von Null verschieden sein soll. Darauf wihlen wir Funktionen
(86) 5 g (j=34..,9

mit folgender Eigenschaft: 1) die Funktionen y; sollen alle in & der Klasse
€@+ angehoren; 2) die Determinante

X (w))
kj=3, 4...,9
soll ju & von Null verschieden sein; 3) die Funktionen o; sollen in G der
Klasse C7 angehtren und in G von Null verschieden sein. Sonst sind ¥, und
o; beliebig.

Wir wollen jetzt die Koeffizienten g von (84) so bestimmen, dass im
Einklang mit dem Hilfssatze folgende Gleichungen

37)

38 7 . [[=38 4.,
(38) 2 =0 (k:l, 2y g
zutreffen, wo d} Zahlen von der Eigenschaft:
o — 0 fiur ko=j
Tl fur b=y
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bedeuten. Zuerst bestimmen wir Z, f und Z, /. Aus (38) erhalten wir fiir
k=1, 2
7

(39) e X, (p)=0

sl

k=1, 2; j=3, 4,..., g).

Aus diesen (Heichungen konnen wir nur (2¢ — 4) Koeffizienten a} (k =1, 2;
s=1,2,..., ¢) bestimmen. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit A¥ die
durch (37) dividierte Unterdeterminante, die in (37) zu X, (y;) gehtrt; wenn
wir (39) mit 4Y multiplizieren und nach j summieren, so erhalten wir:

q q
k=1, 2
1 172 2 s Y — )
“’*gxl(‘/’f)“ +akgxl(wj)A +ai=0 (i=3, 4., g)-
Da wir a}, af, a}, o] beliebig wihlen konnen, so setzen wir
(40) =1, al=0, a=0, d=1.
Es ist also:
g q
d=— X )4, d=—IFXwWA (=38 4.., 9.
=3 /=3
Wir haben somit Z, / und Z, / gefunden; es ist:
34 q

Zf=Xf—Q X)) Xf,
L1

(41) 8,40, 9
Lf=X1—2 X @) 4 Xf.
L1

Um die Z,f fur k=3, 4,..., ¢ zu finden, haben wir nach dem Hilfsatz fol-
gendes System von Gleichungen

q

(42) Zaz X, (@) =00, kj=384...,9

sm=1

in Bezug auf ¢ zu lésen. Daraus erhalten wir

q q
(43) ot I'X (W) 47 + 0} J'X, () 47 + af = 0, 4.
J=eB

JmB

(k=3 4,..., ¢
Da wir o} und e} beliehig wihlen konnen, so setzen wir

(44) a=ai=0 k=3,.... 9 ot
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8 A. Hoborski

und erhalten aus (48):

(4b) af == o, A% (=3, 4,...,p).
Es ist also
q
(46) zkfza,,-z‘AsﬁXsf k=3, 4,..., g).
£=8

Sehr leicht ist auns (40, 44, 45) zu beweisen, dats die Determinante (36) dem
Produkte

L Y

v
70,j=3,...q;

gleicht und deshalb in G vo Null verschieden ist. Somit haben wir das ge-
suchte System gefunden. Ausserdem ist ersichtlich, dass durch unsere Voraus-
setzungen ither o, und o; anch dem Satze des Herrn Taffet gentige geleistet
werden kann.

§ 5. Es ist noch folgendes zu bemerken. Nehmen wir aus dem System
(28), das in der Richtunh (1, 2,..., g) integrabel ist, das System

@) Zf=0, Lf=0,., Lf=0 (k=1,2..,0—1)

heraus; es ist vollstindig und es seien @ und @ zwei verschiedene Lisungen
dieses Systems; es sei

Ziya (P) 0
in @, dann ist der Quotient
Zia ()
(48) Zpa (@)

wieder eine Losung des Systems (47). Die Eigenschaft I aus dem § 2 erscheint
also wieder, wenn auch in modifizierter Grestalt.

Anmerkung. Zuletzt wollen wir ein ganz einfaches Beispiel von zwel Gleichungen
angeben. Es sei

—onl g, 0 0
Xf=2eg +8y5 the i =0,
49)
_ af 9)‘_
X f= m§;+2y—9~—z—_0.
Da

Xy X)f =—X,f

ist, so ist das System (49) nach der Definition des Horrn Zorawski in der Richtung (2, 1)
integrabel. Da g==2 ist, ist die neue Definition belanglos, also ist das System auch in der
Richtung (1, 2) integrabel. Es sind:
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unabhiingige Losungen der Gleiehung
X, f=0;
man erhilt weiter

om oI
X, (p) e =+ X, (1) 97’——0
und es ist
Lio)_ ()"

Xy(py) V4
Man findet leivht:

p=t_1_sa—y
P Py *

Streszezenie.

Prof. K. Zorawski w rozprawie p. t. ,O calkowaniu ukladéw réwnan
rézniezkowyeh czgstkowyeh rzedu 1-go, linjowych i jednorodnyeh z jedns
zmienng zalezng (Prace mat-fiz. t. IIT, 1892) wykazal, ze pewne uklady zupelne,
nie bedgce ukladami Jacobiego, majy z nimi niektére wlasnosei wspélne,
a mianowicie wlasnodei, ulatwiajace calkowanie ukladu zupelnego. Rezumowa-
nia te doprowadzily prof. Zorawskiego do definicji ukladu zupelnego ,calko-
walnego w pewnym kierunku¥.

Autor powyzszej rozprawy, uogélniajsc definicje prof. Zorawskiego,
ofrzymuje szerszy zbiér ukladéw zmpelnych, dajgeych sie latwo calkowas.
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