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Sur une proprieté du segment
(O pewnej wlasnosci odcinka)
Par

W. Sierpinski

Le but de cette Note est de démontrer & l'aide de l'axiome du

‘choix ce

Théoréme: Il existe une décomposition de ['intervalle 10 < x < 1]
en trois ensembles disjoints ¢,, €y et &y, et deux translations (le long
de la droite) qui transforment les ensembles (¢, et (¢, respectivement er
ensembles &,* et €,*, de sorte que les ensembles &, &" et ¢y sont disjo-
ints et que leurs somme est un ensemble non mesurable contenant I'inter-
valle I,

Démonstration.

Soit 2 un nombre irrationnel donné >0 et <{1, X et y étant
deux nombres de lintervalle /,[0 < #<(1], nous écrirons xRy dans ce
et seulement dans ce cas s'il existe un nombre entier %, tel que

(1) y=x-+ko—E(x-+ka),

ot Ef désigne l'entier le plus grand <¢,

Soient x et y deux nombres de /;, tels que xRy: on a donc la
formule (1) qui donne

y—hko=x—E(x4ke),
d'oi1, d'apres 0 < x<1:
E{y—ko)=—E(x-+tFka)

et la formule (1) donne
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x=y—ka—E(y— k),

ce qui prouve que yRx. La relation R est donc symétrique.

Soient maintenant X, ¥ et z trois nombres de [, tels que xRy et
yRz, 1l existe donc deux entiers k& et [, tels qu'on a la formule (1)
et la formule

@ e=y-lo—E(y-+1a).

D'aprés (1) nous trouvons
yflo=x--kod-loa—E(x--ka)

d'oiu:

(3) E(y+la)=E(x+tko-pla) - E (x -~k ),

et les formules (1), (2) et (3) donnent
z==x-4kotlo—E(@x+ka-lla),

ce qui prouve que ¥Rz, La relation R est donc transitive.

La relation R entre les nombres formant l'ensemble /, étant symé-
trique et transitive, nous pouvons diviser tous ces nombres en classes
disjointes, en rangeant dans une méme classe deux nombres X et y de
I, dans ce et seulement dans ce cas, ol xRy, Le nombre o étant ir-
rationnel, on voit sans peine (vu la définition de la relation R) que les
classes ainsi obtenues contiennent chacune une infinité dénombrable de
nombres.

Je dis qu'il existe pour tout nombre X de /, (au moins) un nom-
bre ¥, tel que xRy et 0Ly <.

En effet, soit X un nombre donné de ;. Il existe évidemment un
entier (>, < ou =0) qui est le plus grand, tel que x-Fka<e On
a donc x-+(k-+1)az 0, doit x--kwu;»0, D'aprés «< 1 on a donc
0L x+ko<la<l1, dott E(x--ka)=0. Le nombre

y=x~+ko—E(x-|-ka)=x-}-ka

satisfait donc a la relation xRy, et on a 0<Zy<"oa, ¢. q. £ d.

Il existe donc, dans chacune de mnos classes, des nombres y, tels
que 0y <o choisissons dans chacune de nos classes un tel nombre y;
soit IV 'ensemble aninsi obtenu,

Tout nombre de /, est donc de la forme (2), ot ¥V et ot ! est
un entier,
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Q étant un ensemble linéaire donné, désignons par Q (@) sa transla-
tion de longueur @, c’est-i-dire l'ensemble de tous les nombres réals x,
tels que X —as Q.

Il résulte tout de suite de la remarque faite tout & I'heure que

=
Lc > D N(a—h.

h=—C0 l=—r0

donc l'ensemble /, est contenu dans une somme d'une infinité dénom-
brable d'ensembles, dont chacun est superposable {par transiation) avec N,
Par conséquent l'ensemble N ne peut pas étre de mesure nulle (puis-
qu'une somme d'une infinité dénombrable d'ensembles de mesure nulle
est de mesure nulle, et mes /,=1).

Or, je dis que les ensembles N(ka—Eka) (k=1, 2, 3,...) sont
disjoints. En effet, admettons, par contre, qu'on a pour deux ncmbres
naturels différents & et I:

Nko—Eko). N{la—Ele) 0.
Il existerait donc deux nombres X et y de N, tels que

X+4ko—Fko=y-+4lo—Ela,
d'ot

4) y=x-+(k—l)o—Eka-tEla
ce qui donne, d'aprés Ey=10 (puisque yeN):

0=FE(x+(k—)u)—Ekat+ Elo,
d'ott, d'aprés (4):

y=x+(k—Na—E(x+(—10)a),

ce qui prouve que X Ry. Or, d'aprés £~/ le nombre o etant irration-
nel, on a X%y, ce qui est impossible, puisque xeNN, ycN et XRy.
cO
L'ensemble S::} .‘ZIN(ka.———Eka.) est donc une somme disjointe
R
d'une infinité dénombrable d'ensembles, dont chacun est superposable
avec N, Or, l'ensemble /N étant contenu dans /,, on conclut, d'aprés
0-Zka—Eka<1 pour k=1, 2, 3,..., que I'ensemble S est contenu
dans l'intervalle (0,2). Il en résulte tout de suite que l'ensemble N ne
peut pas étre mesurable, de mesure positive. Or, comme nous savons,
I'ensemble N n'est pas non plus de mesure nulle. Done, l'ensemble N
est non mesurable,

27


GUEST


4 W. Sierpifiski »

Désiénons maintetant par ¢; l'ensemble formé de l'ensemble N et
de tous les nombres réels 23> o qui sont de la forme

(5) z2=x-ko-—E(x-ha)

ol x est un nombre de N et k=1, 2, 3,..,, et désignons par ¢, l'en-
semble formé de tous les nombres réels z2< e qui sont da la forme (5),

ott xeN et k=1, 2, 3,... Posons encore gz [ (o= ), Les en-
sembles ¢, €y et ¢, sont évidemment disjoints en on a

(6) T=¢ -} ¢y 4=y

Posons .

) He (=) e (1 =)+ G

Je dis que

(8) ¢ H

1l suffira évidemment de démontrer (d'aprés (6) et (7)) que
) 4 €a € E (o) Gy (1),

Soit done zunnombre de ¢; ¢, On a donc 0= 2<(1, d'oti 0= Z2~-a

<1+ a<2, done

(10) Elg+2)=0, si 24+2<1
et
(1) E(@-+o)=1, si z4+a=1,

Distinguons maintenant deux cas.
1) zeN. Siz4a<l, on a la formule (10), d'ot

24o==z-4o—E(z-0),

ce qui prouve, d'aprés z-o’» 0, 28 N et d'aprés la définition de l'en-
semble ¢, que 2-}ael,, dou 28l (~a),

Si z-+a3>1, on ala formule (11), d'ott
2to—1l=z4o0—E(z-}0),

ce qui prouve, d’aprés z-to—1<o, zeN et d'aprés la définition de
&, que 2+a—1e¢,y, dot ze (1 —a).

2) zeN, D'aprés 2e(; ¢, et d'apreés la définition des ensem-
bles ¢, et ¢, on a donc la formule (5), ott ¥eN et olt £ est un nombre

naturel. Il en résulte que
(12 eba= (k1) a— E (x4 ko),
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Si 2 2<1, on a la formule (10) et la formule (12) donne

0=Ex-+(-+1)e)—Ex—+Fka),
d'oti, d'aprés (12): '

z+a=x-—l—[/€+1)M‘E(x+[k+1]m)t
ce qui prouve, d'aprés z-+u>»>e, xeN et la définition de G, que
z4oaedy, dou zel;(—a).

Si z4-a2>1, on a la formule (11) et la formule (12) donne

— E(x-+(b+ 1)a) — E(x + k),
d'otr, d’aprés (12):

2to—1=x+k+1)e—Ex+(k4+1)a),

ce qui prouve, d'aprés z-+o—1< 2, xeN et la définition de 5, que
z4a—1el,, doa zeCy (1 —a).

La formule (9) et par suite aussi la formule (8) est ainsi établie,

Il résulte tout de suite de la définition de l'ensemble ¢, que
E(—a)—I=N[—a), et il résulte de la définition de ¢, et (3 que
Csl—a) T et ¢ C 1 D'aprés (7) on a donc H—I]=N{—a), On a
donc, d'aprés (8):

H=1I+N(—2),

ot N(—a) est un ensemble non mesurable, disjoint avec I,

Je dis que les ensembles &, (— ), ¢,(1 —a) et ¢; sont disjoints,

Soit, en effet, ye & (—a) et 2eCy(1—a). On a donc y-Focd et
z—1-4aeé, dot, daprés la définition de ¢; et €y y4-a<1 et
z—14a>0, dot y<1—a <2 donc y=2z On a donc

Gl—a). et —a)=0.

Soit maintenant ye&; (— @)— N(—a).
done, d'aprés la définition de ¢

(13) yda=x-+tko—E(x+Eka),

ott xeN et ot k£ est un nombre naturel, et on a o<{y-a<(1, donc
0<y<{1—ua<1 et Ey=0. La formule (13) donne

(14) y=x4(k—1)a—E(x-+ ko),

On a done y+acd;—N,
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d'oit, vu que Ey =10
0=FE(x- (k-—1)a)— E (x-}-ka),

ce qui donne, d'aprés (14}
(15) y=x+4(k—10 - Elx+ k=102
Si k=1, la formule (15) donne (d'aprés Ex=10): y=sxeN _d(')n‘c
yedy (puisque ¢ Gy =10), Si B>>1, il résulte de ‘[15] (el de lfx défini-
tion de ; et ¢,) que y& i~y donc encore ye ¢y (puisque ¢y =/
(€ + &)

On a donc [ (—a) — N (- a)] ¢y ==0, done ¢ (
que N(—a) . § CN(—a) . [=0,

Soit enfin ze¢,(1—a). Ona donc 2z -—1 J-med, et d'aprés la
dékinition de €, on a 0-Jz2—1--a< 2, d'on 0- 1 --e-"2 1, donc
Ez=0, et il existe un nombre xeN et un nombre naturet %, tels que

2} ¢y = 0, puis-

z—1ta=x-tko—Ex-}-ka)
d'ott
(16) ze=1d4x-4 (k1) o —E{x--ka)
ce qui donne, d'ai)rés Ez=10:
=14+Ex+E+1)a)—E(x-
d'oti, d'aprés (16):
e+ (k1) a— E (x4 (k- 1) 9)

-k o),

d'oti 28, -+ €5, done 2€¢. On a donc ¢a(1—a) ¢y =0,

Les ensembles ¢*=¢j(—a), €' ==&, (1 —a) et ¢, sont donc dis-
joints, Notre théoréme est ainsi démontré complétement,

Comme on vérifie sans peine, le raisonnement utilisé dans notre
démonstration reste valable, si au lieu de l'ensemble non mesurable N
ou prend un ensemble quelconque @ de nombres réels ~~ 0 et - 2, jou
issant de cette propriété P qu'il ne contient aucun couple de nombres
distincts x et y, tels que XRY, Au lieu de la formule /{==/-|
N (— @) on obtient alors la formule /7 ==/ Q (— a),

On peut p. e. prendre pour Q un ensemble formé d'un seul

nombre. 1)

Y) Ce cas était étndié par M, A, Linbenbaum dans sa Thse (Varsavie 1927,
non publiée); cf, A, Lindenbaum et A, Tarski €. R Soe Se. Varsovie CL L
XIX (1926) p. 329; S, Banach et A, Tarski Fund, Math, t. VI, p, 259 A, Linden-
bauwm, Fund. Math. t, VIII, p, 2117,
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On peut aussi prendre pour Q un ensemble quelconque de puis-
sance inférieure & celle du continu, situé a l'intérieur de l'intervalle
(0, b), ott b<1, en choisissant convenablement le nombre «, ?)

En effet, si la puissance de 'ensemble Q est inférieure a celle du
continy, il en est de méme de l'ensemble 7 de tous les nombres réels

—x
de la forme Yo /:C!” , ot xeQ et yeQ et ott £(50) et / sont des

entiers, Il existe donc un nombre réel o, tel que 0<(a<(b et a7, et
on voit sans peine que la relation X ARy ne peut pas avoir lieu pour
deux éléments distincts x et y de Q.

On peut aussi (p. e. pour ¢=1/)/2) prendre pour Q un (certain)
ensemble parfait. En effet, il s'en suit d'un résultat de M. J. von Neu-
mann qu'il existe un ensemble parfait Q (de nombres >0 et <o) tel
que deux nombres distincts de Q sont toujours indépendants algébri-
quement %), et, comme on voit sans peine, si ¢ est un nombre algébri-
que (p. e. 2=1/)/2), un tel ensemble Q jouit de la propriété P (L'en-
semble Q peut d'ailleurs étre défini effectivement). En utilisant la
notion de l'équivalence par décomposition finie %} on peut donc énon-
cer le théoréme suivant:

Il existe un ensemble linéaire parfait Q" sans points communs avec
lintervalle I'0 < x < 1], tel, que les ensembles I et I+ Q" sont équiva-
lents par décomposition finle.

Deux ensembles linéaires équivalents par décomposition finie ayant
toujours la méme mesure de Banach, *) on conclut que si les ensem-
bles / et /4R (ott R est un ensemble, tel que /R=0) sont équiva-
lents par décomposition finie, l'ensemble R a la mesure de Banach
=0, indépendemment de la fagon de définir cette mesure pour les en-
sembles linéaires, Il en résulte donc, d'aprés notre théoréme, la con-
séquence suivante:

1l existe un ensemble linéaire non mesurable, N, tel que la mesure
de Banach de lensemble N est =0 (indépendemment de la facon de
définir cette mesure pour les ensembles Iinéaires).

Quant & notre théoréme, il est encore & remarquer que le nombre
trois (ensembles en lesquels on décompose l'intervalle /) ne peut pas

%) J'apprends que ce fait était connu depuis quelques années & M, Tarski
% Voir: 'S, Ruziewicz et W, Sierpinski, Fund Math. t XIX, p. 1718,
4 Voir: S, Banach et A, Tarski Fund. Math, t, VL p, 246,
% S, Banach Fund, Math, t. IV, p, 7 ss,
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stre diminué. En effet, on a la proposition suivante, due & M. Lin-

denbaum:

Si un ensemble linéaire borné E et un de ses wrals sous-ensembles
se décomposent chacun en deux parties respectivement .s'll;n’:'pq.sjz{tl)/(’s,
il existe une une portion de lensemble E dans laquelle la densité extérien-
ve de Peano-Jordan de l'ensemble E est < 'y

La démonstration de cette proposition se trouve dans la 7:/’1{380 de
M. Lindenbaum (Varsovie 1927, non publiée) et sera publiée pro-

chainement,

Streszczenie

Autor dowodzi (poslugujac sie pewnikiem wyboru), ze isinieje roz-
kiad odcinka /[0 < % < 1] na trzy zbiory rozlacane, taki‘e, iz przesuwa-
jac odpowiednio dwa z nich (wzdluz prostej) otrzym}uemy"frzy'nm’/ve
zbiory roztaczne, dajace w sumie odcinek. I oraz pewien zbiér niemie-
rzalny, lezacy poza tym odcinkiem.

W zwiazku z tem twierdzeniem autor czyni rézne uwagi.
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Sur I'équation de Laplace dans un milieu
stratifié

par

V. A. Kostitzin

La résolution de l'équation de Laplace et d'autres équations du
méme type devient trés laborieuse et méme pratiquement impossible dés
qu'il s'agit d'un milieu stratifié. Or, ce genre de problémes se rencon-
tre & chaque pas en astronomie et en physique du globe. Je me pro-
pose d'exposer dans le présent mémoire une méthode qui permet dans
certains cas de simplifier considérablement la résolution effective des
problémes de cette nature. J'étudie spécialement le cas des surfaces
de discontinuité planes paralléles, mais la méthode employée peut ser-
vir dans des cas plus généraux.

I, Equations — Conditions limites — Transformations,

1. Equation différentielle — Il s'agit de 1'équation différentielle
oy 0ty o? o 04
() 0@ 5 FboE ) P 0 o (g5 =0,
Jx? o y* Jz* dz
Je suppose que les fonctions ©(2) et 4 (2) continues en général ont un
certain nombre fini de points de discontinuité
2y By ey B

Dans certains cas on peut se débarasser de I'hypothése de 12 find,

On cherche une solution vérifiant dans le demi-espace {2 positif)
les conditions suivantes:
3. Prace Matematyezno-Fizyezne, T. 43. 33
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