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Zur Theorie der Kreisteilungsgleichung
Kn(x)—0.

0. Hélder in Leipzig.

§ 1. Die werte K (1).

Setzt man

0 Kt = L (x—en ).

1, m)=1
wo der Index [ die zur festen Zahl m teilerfremden Zahlen <{m durch-
14uft, so stellt
) Kn(x)=10
die Gleichung 9 (m)-ten Grades vor, der die primitiven m-ten Einheits-
wurzeln geniigen. Falls m >>2 ist, zerfallen die Wurzeln der Gleichung

in Paare von konjugiert komplexen, weshalb dann das Polynom K (%)
fiir reelle x stets positiv ist.

Bekanntlich ist nun

xm— 1= I Kn(x).
dm

°

Logarithmiert gibt diese Gleichung
.
3) log (xn— 1) = > log Ku ()
- daim

woraus durch das Umkehrungsverfahren .
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m

log Kn () = X b (d)log (7 —1)

dim

“

folgt. Hier bedeutet | (n) die Moebiussche zahlentheoretische Funktion;
es ist p(1)=0, wenu # eine Primzahl doppelt enthilt, und (1) == (—1)
wenn 7 das Produkt von r verschiedenen Primzahlen ist. Damit hin-
sichtlich der Logarithmen keine Unklarkeit entsteht, will ich annehmen,
dass x reell >>1 und dass in den Gleichungen (3) und (4) die Logarith-
men reell angenommen werden,

Es ist bereits von Kronecker ") gezeigt worden, dass {tr m 1

1
1(/:1(1) b { P
ist, je nachdem m durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar oder
eine Potenz der Primzahl p ist.

Durch Differentiation der Gleichung (4) ergibt sich

m

L
K [x SO d

©) Kl D, —
K (%) aim £l

Da hier nur eine endliche Anzahl rationaler Ausdriicke vorkommt, er-
kennt man nachtriglich, dass die neue Gleichung (5) fiir ganz beliebige

Werte der Variablen x richtig sein muss. Ich setze
x=1-4-4
und entwickle fiir kleine ~ Es ist dann
mog N L P
% m l—(d 1)1'
(@) = (d) u W i
I e o T e U B
* ! d u 2 d ((i ) P

=<‘ff—)(;i‘)(1 +('Z; 1) /1.—]—,..) (1 4 ;(i’; - 1) h {) I

k1 m_ N\
=t l—zmm(d 1)+h»m).

16)

) Vgl Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 1, Bd, 1901, S, 286, Der Salz selbst ist

ohne Beweis von V, A, Lebesgue frilher ausgesprochen worden (Liouvillesches Journ.
2. Ser, 4, Bd (1859), S. 106/07),
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wo V(%) eine ,gewdShnliche” Potenzreihe von & bezeichnet. Summiert man
pun iiber alle Teiler d von m, so gibt, falls m>>1 ist, das erste Glied
rechts von (6) die Summe 0, und man erhalt mit Riicksicht auf (5) beim
Grenziibergang x—>1 oder #—0, da ja Kn(1) 5 0 ist,

Kl (1) 1 m 1" m
e e (d) - 1) = w(d)—.
Kon (1) 2%"”(¢1 ) I

d|m

Die letzte Summe ist aber bekanntlich gleich der Eulerschen Funktion
v (m), welche die Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen <l m vorstellt,

Es ist also

1
()= —9(m),
m (1) 5 ¢ (m)
wenn m mehr als eine Primzahl enthidlt, und
r’n (1) == "1‘ Pk (1) —_ 1) '
2

wenn m=p* und p eine Primzahl ist.

§ 2.

Als ,Summe von Ramanujan" wird meist die Summe der n-ten
Potenzen der primitiven m-ten Einheitswurzeln

cp (1) = Z

(1, m)=1

Die Summe von Ramanujan.

2mil

elll

n

(7

bezeichnet. *) Ramanujan hat 'den Wert dieser Summe, der offen-
bar eine ganze Zahl ist, durch die Formel

Cm (1) = 2 1 (:’;’) d
d{(m, n) !

bestimmt, “*) in welcher der Summationsbuchstabe d alle gemeinsamen
Teiler von m und 72 durchlduit,

®)

") E. Pascal, Repertorium der hdheren Analysis, 2. Aufl. d. deutschen Ausgabe,
hrsggb. v. E. Salkowski, 3. Teilband, 1929, S, 1529,

*) Transact. of the Cambridge Philos. Soc., vol. 22, p. 260, No, (2,7).
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Dieser Wert kann in eine einfachere Form gesetzt werden. Ich
will diese zunichst mit Hilfe des Ausdrucks ableiten, den (8) fir n=1,
d. h. fiir die Summe der primitiven m-ten Einheitswurzeln selbst liefert:
(9] Cm (1] = (m‘)'

Hebt man in den Exponenten der Glieder von (7) den gréssten gemein-
samen Teiler von 7 und 2 aus, so erhdlt man '

- Zr:z‘ln,
— o m'
(10) C (1) = }_ e ,
(l, m)==1

wo

m=-cm
(11)

nH==rcn

und 7" und ' teilerfremd zu einander sind. Da [/ die zu m teilerfrem-
den Zahlen < durchliuft und somit auch zu m' teilerfremd ist, so
ist auch [n’ zu m' teilerfremd, und es besteht die Summe (10) aus ¢ (m)
Gliedern, die simmtlich primitive 7/'-te Einheitswurzeln vorstellen, die
aber nicht alle von einander verschieden sein werden. Man kann, wenn
U' die zu m' teilerfremden Zahlen <7’ durchlduft.

2milt

- 2ni ..‘ .;ﬂ[ I
Cp (1) =" : apem = aple ™

{I'm')=1 (1',m')==1

(12)

setzen, wobei die ar ganze Zahlen > O und ihre Summe gleich o (m)ist.

Das Polynom K (x) ist ein irreduzibler Faktor *) von x” —1 mit
ganzzahligen Koeffizienten und mit dem héchsten Koeffizienten 1. Die
Summe cn (7) der n-ten Potenzen der Wurzeln der Gleichung (2) ist al-

so eine ganze Zahl (positiv, negativ oder gleich Null) Wegen der Irre-
2mnl

duzibilitdit von (2) kann man in (12) an Stelle von e™ irgend eine an-
2ni

2y, ) ‘
dere Wurzel e™  der Gleichung setzen, wo also /' zu m’ teilerfremd
ist. Es entsteht so die Relation
Y ani
Cp (1) = 3 ap emn
W m=1

o

*} Die Irreduzibilitit ist zuerst von Kronecker bewiesen worden (Liouville-

sches Journal, Bd. 19, S, 177} m, vrgl, auch Arndt, Journ, £ d. reine u. angewandte
Math., Bd. 56, S, 178.
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Hier lasse ich nun auch #' die simmtlichen ¢ (m') zu m’' teilerfremden
Zahlen <m’ durchlaufen und summiere noch einmal, Es erscheint dann
rechts jedes @y mit der Summe aller ¢ (7') primitiven m'-ten Einheits-
wurzeln multipliziert, die nach (9) gleich . (7') ist, und man erhilt

> a,,) b (m) .

(hm"=1

g (m_’) - Cp (1) = (

Da aber die Summe der ay gleich ¢ (m) ist, erhdlt man

Cm (IZ) = ?_(_F_Zl

o (m')

. (m'),

d. h. es ist die Summe von Ramanujan,

(13) e (1) = j’(%’) " (%) ,

T

T

falls (vgl. (11)) = den grossten gemeinsamen Teiler van m und n bedeutet,

§ 3.

Man kann die Formel (13) leicht unmittelbar, ohne Benutzung
von (9), herleiten und ihre Uebereinstimmung mit der Formel (8} von
Ramanujan zeigen. Es seien m; und m, zwei zu einander teiler-
fremde Zahlen. Wenn nun die Zahlen /; und [, unabhingig' von einan-
der die zu m,; teilerfremden Zahlen <(m; und die zu m, teilerfremden
Zahlen <{m, durchlaufen, so nimmt bekanntlich der Ausdruck

my by -+ my

Neue Herleitung der Summe.

jede Restklasse des Moduls m m,, die zu diesem teilerfremd ist, ge-
nau einmal an. Es ist deshalb

2md(mle-mgl)

Q L n
Crt,ng ()= ‘> e

"y My
st Y
Indy

oY 2, 2,
= 2 PR 2 e m
2 Iy
= Cp, (1) - Cm, (1),
2. Prace Matematyezno-Fizyczne. T. 43, 17

(14)
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i « (1) zu bestim-
handelt sich also nur darum; den Wert‘von cpo >

men E;en;npe eine Primzahl ist. Wenn ! die nicht durch p teilbaren
Zahl,en < p*, aber Vv innerhalb der jedesmal angegebenen Grenzen alle
Zahlen durchliuft, so ist

; - Pt =1 anipy
— Pl [l -~ (L "
LS SN
(15) Cpa (1) = et = L e
- — e

% tei o ssste gemeinsame Teiler von
Falls n durch p= teilbar, also p% der gross ' .

pe und n ist, sind alle Glieder der letzten beiden Summen gleich 1,
und es wird somit

(16) Cpo (1) == po - Pty

Ist aber 7 durch pe—! und nicht durch p» teilbar, so ist von den b.el-
den Summen die erste als Summe einer geometrischen Reihe gleich

2min pot
1—\er*

1—er”

and die andere besteht wieder aus lauter Gliedern 1 und ist deshalb
gleich po—1, Es ist also in diesem Fall

17 epn ()= —p1,
Ist jedoch @>>2 und 2 nicht durch pr—1! teilbar, so sind in (15) die
beiden Summen gleich Null, so dass also

(18) Cpa (1) =0
ist, . .
Wird nun der grésste gemeinsame Teiler von p* und 7 mit © be-
zeichnet, so dass im ersten der drei genannten Falle ©=p*, im zweiten
£ = p#—1, im dritten © gleich einer niedrigeren Polenz von P (bzw.
gleich 1) ist, so stimmen die drei Ergebnisse (16), (17), (18) mit dem
Ausdruck

(19) e, (111)

fEhE
T
iiberein. ")

9 (p*™) p) = 7

S == e 1)
s F O

und fiir den Fall, dass p* den Factor p mindestens zweimal biufiger enthilt als n

kommt 0 heraus, g -
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Hieraus ergibt sich nachher die allgemeine Formel (13) und die
Uebereinstimmung mit dem von Ramanujan gefundenen Ausdruck
(8) dadurch, dass die Funktionen © (7) und @ (#) ,multiplikativ” sind,

v

und auch die Begriffe gemeinsamer Teiler und ,grosster gemeinsamer
Teiler” sich in gewissem Sinne multiplikativ verhalten.

Ist ndmlich die Zerlegung von m in Primzahlpotenzen

m=p“p, 2, . . p

und bedeutet allgemein t; den gréssten gemeinsamen Teiler von 7 mit
pii, so ist der grésste gemeinsame Teiler von 72 und m

(20) ‘ f#T]T»...Tr

und es ist nach Gleichung (14)

enl)=c 0 (MC, 0 (n) ... c, o (1)

und somit nach {19)

@1) ol =P e . 0 p™) (52"

R o)

T Ty T,

Es ist also

_elm  (m
cm(n)—?(ﬂ)»(t).
T

womit (13) unabhéngig von dem fritheren Ergebnis bewiesen ist,

Auf der anderen Seite verwandelt sich die Formel (8) von Rama-
nujan
> v
dj(m,n) d
in das Summenprodukt

o (Sl (o)) (S0

dlr, PALA a4,

denn es durchlduft das Produkt
d=d, d, ... d,

alle Teiler des Produkts (20) jeden einmal, wenn algemein d; die Teiler
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von % durchlauft und die Werte aller d; beliebig kombiniert werden,

Setzt man nun . B
ng=p't B,

o hat man bei der Erbrterung der Summe

- i
(23) PN (%,ﬁ“) &

di|®

die drei Falle zu bedenken: fr==0i, pi=0o;—1 und B um ‘mehr als
eine Einheit kleiner als o;, lm ersten Fall sind nur zwei Glieder der
Summe (23) von Null verschieden, fiir dy=p und fir di==p ~1 und
die Summe gibt

i LG , P .
b ( ffri )m“" +v (pgiﬁi) pii =t plt T
. i Wi

Im zweiten Fall liefert nur di=p ™' ein von Null verschiedenes Glied

i - wie
> (p’;wl)p‘m' b=t
und im dritten Fall verschwindet die Summe (23), da sie kein von Null
verschiedenes Glied besitzt. Man kommt also auf die obigen drei For-
meln (16). (17), (18) zuriick, diein (19) zusammengefasst werden konnten.

Deshalb geht auch der Ausdruck {22) in (21) und somit auch in
(13) iiber.

§ 4. Die Konvergenz einer Reihe,

R?.manuian hat ftir m>1 die Formel
4) e (1) +—;— @)+ e B4 = A ()

aufgestellt *), in der ¢x(n) die obige Bedeutung besitzt (Gleichung (7)),
und A(m) die zahlentheoretische Funktion ist, die den Wert 0 hat, falls
m durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, und den Wert logp
falls m==p*, Diese Formel ist annihernd gleichbedeutend mit der
Gleichung

(25) log Kin (1) == A (m),

") a. a. O, p, 276 unten,
20
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d. h. mit dem in § 1 angefithrten Kroneckerschen Ergebnis, wonach

Kn()=]1
lp

ist, je nachdem m keine Primzahlpotenz oder p* st
Es ist ndmlich fir |p|<1

[ 2zl Wl e L, e 2mily
(26) log(l __qpem):___(()em_%__ n _I__3_em __|_“')-

2

Summiert man hier {iber alle ganzen Zahlen /, die teilerfremd mit m
und < m sind, so erhilt man mit Riicksicht auf die Bedeutung von ¢m (17)

2mil
@7 logIL (1 —p e—”‘_)=-jp o (1) + L gt an (2) L g (3) .
(=1 | 2 3 /
Da auf der linken Seite von (26) der Logarihtmus durch denjenigen
Zweig der betreffenden Funktion des komplexen Arguments p zu deuten
ist, der im Einheitskreis regulir ist und mit p—0 in Null @ibergeht, so
ist aach in (27) fiir ein reelles p zwischen —1 und 41 der reelle Loga-
rithmus des positiven Produkts

I (1 g )
({, m}=1

zu denken, der fiir p—1 in den reellen Logarithmus von K (1) iber-
geht (Gleichung (1)). Der Abelsche Hilfssatz ergibt also die Gleichung

—logKmm:cmu)+§cm[z)+§cmtal +o

vorausgesetzt, dass die letzte Reithe konvergiert.

Ramanujan hat die Gleichung (24) mit Hilfe der Zetafunktion
bewiesen, Man eckennt aber jetzt, dass sie auch aus dem genannten
Kroneckerschen Ergebnis, d. h. aus (25) gefolgert werden kann, falls
man die Konvergenz der Reihe gesondert beweist. Dies geht aber leicht
mit Hilfe der elementaren Analysis, nachdem man die vereinfachte For-
mel (13) fiir ¢ (7) hat.

Nimmt man ndmlich die endliche Summe

(28) Z —’11— cm (1),

niEx
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wo X eine positive Zahlgrbsse bedeutet, so hat man nur immer die
Glieder zusammenzufassen, deren Indizes 7 denselben grossten ge-
meinsamen Teiler © mit 7 haben, Beim Addieren dieser Glieder erhilt
man mit Ricksicht auf (13)

plm)  (m\ 1N T
(29) ﬁ—(_m) W ( c\) T 2," n'
(P o an' X
T
Man hat sich hier ,
m==1tm
n=rn

and #* teilerfremd zu # zu denken. Die lelzte Summe aber, in der

. X « . p .
n die zu m = I teilerfremden Zahlen < durchlduft, ist gleich )
. T

(30)

wobei C die Eulersche Konstante bedeutet.
Jetzt hat man in (29) fiir © alle Teiler von m zu setzen und zu sum-

mieren, um (28) zu erhalten, Man kann aber statt dessen auch

m , m
==, T ==

3 m’

setzen und dber die Teiler 7/ von m summieren. Abgesehen von Glie-

") Formel (30) wird am besten so bewiesen, Man betrachte die Summe
. v ()

. dy '
d\m, dviiy

in der d die Teiler von m, und v die ganzen Zahlen durchlaufen soll, die der Unglei-
chung dv<C x geniigen. Nimmt man nun einmal die Glieder der Summe zusamen, in
denen dv=r denselben Zahlwert hat und ordnet ein anderes mal die Glieder zusammen,
welche dasselbe d besitzen, so ergibt sich

X
d
2 :_1__ Z‘ﬁ AR N 2""’ L@, & :
I i A V d ((‘ - log d)“lmn(x)'
rEx dim y=1 dlm

wobei in der linken Summe # nur die zu m teilerfremden Zahlen durchliuft,
22
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dern, die einen bestimmt endlichen Wert haben, und von solchen, die
mit unendlich werdendem X verschwinden, hat man dann nur noch
einen mit logx multiplizierten Teil, Dieser wird mit Beriicksichtigung

von (30) gleich ) [d)]
N {w_”_l_ NN ()
b w[m’]p[m]m% d Ilogx.

m'im \Y

Der Factor von logx kann aber auch in der Form

bl

(31)
L | () e af

geschrieben werden. Die innere Summe ist hier ¢ (m') und man er-
kennt, dass far m>>1 der Ausdruck (31) gleich Null ist. Es strebt
also in der Tat die Summe (28) bei unendlich wachsendem X einem end-
lichen und bestimmten Grenzwert zu.
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