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Zur mathematischen Theorie der Gestalt
des Weltmeeres.

Von

Leon. Lichtenstein .{. 1)

1. In dieser Note werden die in einer ebenfallsvon Lichtenstein
hinterlassenen Arbeit *) dargestellten Methoden benutzt, die freie Ober-
fliche des Weltmeeres in der Nachbarschaft einer als bekannt anzuse-
henden Gleichgewichtskonfiguration zu bestimmen. Dabei wird von der
stbrenden Wirkung von Sonne und Mond abgesehen.

Es sei (vgl. Glfig. S. 83 {f) T ein starrer, von einer analyfischen und regu-
liren Fliche © begrenzter gravitierender, der Wirkung 4usserer Krifte ent-
zogener Kérper, (s. Fig. 1), der um eine im Raume ruhende Achse mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit © rotiert. Die Achse sei die 2-Achse eines
um diese mit © rotierend gedachten kartesischen Koordinatensystems
(%.3,2). Setzen wir voraus, dass die Dichte in T4 & analytisch und
regulir ist. so ist das Gravitationspotential in dem Gesamtraume nebst

) Ausdem von L. Lichtenstein hinterlassenen Manuskript sind die Formeln
(1) =~ (42) ohne Anderung abgedruckt, der wenige dort vorkommerde Text ist durch
Kursivdruck kenntlich gemacht, Die iibrigen Erlduterungen sollen das Verstindnis der
vorliegenden Arbeit erleichtern, Sie sind zum Teil woértlich aus dem Buche Lichten-
sleins (Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten, Berlin 1933, S, 83 ff, zitiert als
Gliig.) itbernommen, wo sich ein #hnlicher Gegenstand behandelt findet, Im iibrigen
wird auf die ins einzelne gehende Einflihrung der krummlinigen Koordinaten wie auch
auf niihere Erklérungen bei den Beweisen fiir die grundlegenden Abschitzungen verzich-
tet, da sich a, a. 0, alles aufs genaueste durchgefiihrt findet, Wir begniigen uns daher
6fters mit Hinweisen, — Von den im Manuskript enthaltenen Figuren habe ich drei
zum Abdruck bringen lassen. e . Karl Maruhn.

% L, Lichtenstein, Zur Theotie der Gleichgewichtsfiguren homogener Fliissig-
keiten, Math. Zeitschr, 39 (1935), S. 639—648.
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seinen Ableitungen erster Ordnung stetig und sowohl in T -|- & als auch
in dem Komplementirbereiche ¥, & analytisch und reguldr., Das mit
T léngs eines gewissen Flichenstiickes von € zusammenhéngende Ge-
biet T mit dem Flichenstiick S als freier Oberfifiche sei mit einer ho-
mogenen inkompressiblen Fliissigkeit der Dichte f== konsi, erfiillt. Ferner
soll S der Klasse Ah angehéren und © nirgends beriihren.

Y

Fig. L.

Wir verstehen ferner unter © ein um S gelagertes Gebiet, das von
einem Teile von &, von einem in dem Aussenraume von T-- 7" gelege-
nen Flichenstiick S° und einem in 7 verlaufenden Flichenstiick S* be-
grenzt wird (Fig. 2). §° und S* werden spiter noch genauer charakteri-
siert werden. Die Lage der Punkte in ® werde auf ein krummliniges
Koordinatensystem £,7,{ bezogen, unter &7 irgend ein System Gauss-
scher Parameter auf S verstanden, Wir nehmen noch an, dass in ®
und auf dessen Berandung die Schwerkraft von Null verschieden'sei,

Es sei weiter 7 ein System analytischer und singularitétenfreier Kur-
venstiicke (Koordinatenkurven, vgl. Glfig. S. 84) mit folgenden Eigen-
schaften: Durch jeden Punkt (%,y,2) in ® und auf dessen Berandung
geht ein und nur ein Kurvenstiick (g) des Systems; () durchsetzt so-
wohl § als auch alle anderen Niveauflichen der Konfiguration in © in
einem einzigen Punkte uud zwar unter einem von Null verschiedenen
Winkel. Die einzelnen Individuen von Z sind durch ihre Schnittpunkte

mit § vollstindig charakterisiert. Diejenigen Kurvenstiicke aus %, die
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durch den Rand von S hindurchgehen, liegen ganz auf €, Der zu &
gehorige Teil des Randes von © besteht also aus lauter Kurvenstiicken
des Systems.

Es sei jetzt ¢ die Linge des von (x,3,2) und (& %} begrenzten Bo-
gens von (g), positiv im Sinne der Aussennormalen zu S in (£, %) de-
rechnet. Die Gréssen &, 7,{ sind die erwdhnten krummlinigen Koordi-
naten, Wir nehmen ferner an, dass die beiden ® begrenzenden Fl&-
chenstiicke S° und 8" die Gleichungen (=8 und {=—Q (2 konstant)
haben. (s. Fig. 2).

Wir setzen nunmehr voraus, dass die gesuchte freie Oberfliche,
das Flachenstiick S;, sich nur wenig von S unterscheidet und die Glei-
chung von S sich in der Gestalt C={(§,7) darstellen ldsst, unter £(§, 1)

gi, g%braucht

eine auf S stetige Funktion verstanden. Die Existenz von

dagegen hier nicht vorausgesetzt zu werden.

Es bezeichne weiter 7, denvon S, und €, ¥ den schalenférmigen, von
S, S, und einem Stiick von £ begrenzten Raumteil.

Sind X,, Y;, Z, bezw. X, Y, Z die kartesischen Koordinaten des
Schnittpunktes eines Kurvenstiickes (g) aus Z mit S; bezw. S, a, b, ¢
die Richtungskosinus der Tangente an (g) in dem auf (g) zwischen
(X, Y., Z) und (X, Y, Z) gelegenen Punkte (X, YV, Z)=(§ 7, L),
a, b, ¢ die Richtungskosinus der Tangente an (g) im Punkte (X, Y, Z), so ist

X, =X+'f5d3——- X+a:+j(5—a) a4z,
0 0

6 Yi=Y—4bi4 ‘M(b‘ﬁm de,

0
Z,=Zctt ] (¢ —¢) d&.
0 ‘ ‘ -
Es bezeichne weiter V:(x, y, 2) das Newlonséﬁe Potential von ':‘I.,

V. dasjenige von 7T, und V dasjenige von 7. Es gilt zunéchst
w2 g2 Vs

'ﬂ"(‘) gn + nee

@ VilX,, Y., Z)— Vi(X, 7, Z]-——-’;d—% Vi(X, Y, Z)+


GUEST


icm

4 I Leon Llchtemtem Zur mathematischen Theorie der Gestalt des Weltmeeres. 5
: iterhin ist 5 0
Weiterhin is ) ® _aiVI(X’ Y, 2) ___39_ V(X, Y, Z)+EE Ve(X, Y. 2),
@3 VilX,, Y1, Z)=V(X ¥, 2)=Vi (X, I, Z) g 4
—ViX Y, )+ V(X Y, )= VX, Y, 2) ©) ‘5% Ve(X, Y, Z]L<[%|d?\= f%\d?g + j%]d?l_—:Ll—f—Lg.
- . Jp JOPT o
wobei sich fiir die erste Differenz rechter Hand, unter (X, Y, Z) cin P o P
Punkt (§ 7, &) auf (g) zwischen (X, ¥, Z) und (X, ¥;, Z,) verstanden. (10) Li=m9
C P %4
(4) Vl (Xl' Y] ' Zl)"" Vl (Xv Y. Z) :‘—”'v’ ()Aé; Vl ("‘(1 ,Y' [)dc (11) L2 < B:f% r]d’t’lf\;ﬁi 0 ["Jf}idgl < m Q \log m’
. . ’ S=p — <D
¢ L v . .
=j% ViIX. ¥, Z)dt+ | l-(% ViX. Y. 2)— 2 VX, ¥, 2)]dt P=(X = X (Y — V2 (Z— 2V
0 0 ° ’ Biv Bas By Ba. konst, wie spiater By, By, ...
=C-di V, (X, Y, Z)+R, (vgl. hierzu Glfig. S. 86).
g
1y 7
ergibt. Mit S d
(5) Max |{|=2Q, @=¢, (2>>0, hinreichend klein)
findet sich wegen
© | Lvix ¥ 22 ¥ 2w tegt) <o 2 l0g @l
ag1f» ' & 0g1 ' ' J——L_} Il R e ’
o, konstant, wie spéter auch o,, o, ...,
fir R, die Abschétzung .
(7) IRy = 0 Q%{log Q.
Wir grenzen nunmehr um (X, Y, Z} auf S ein Flichenstiick D (s. Fig. 2}
abdurch den Kreiszylinder, der die Normale in (X, ¥, Z) zur Ackse und
den Querschnittradius @ besitzt. Die durch den Rand von D verlau-
fenden Kurven (g) schneiden aus © das Gebiet ®* aus, Es bezeichne Somit ist
weiter Vy das Newtonsche Potential des ,schalenférmigen” Kérpers ¥, :
wobei zu beachten ist, dass die Volumelemente d«’ positiv oder negativ (12) |9 Ve(X, 7, Z]%;j B, & [log |,
zu rechnen sind, je nachdem UZo0ist. Wir erhalten sd, unter © den dg !
Integrationspunkt in @, unter dv" das dort gelegene Volumelement und d ) ; ' a0 Q
unter p die Entfernung der Punkte () und (X, Y, Z} verstanden, (13) :‘E ViX, ¥, Z)=L‘Fg VIX Yo )4 Ry R =6 22 [log @)

4


GUEST


6 . |lLeon Lichtenstein

darum

(14 V, (X, Y. Z)-—- Vi (X, Y, Z) = C()(;, VX, Y, Zy-+ Ry - Ry
|R,~+ Rl = By @*|log @],

(g

" Para //ez//.aw/m« !

Fig. 3.

Nun zu der zweiten, in (3) rechter Hand stehenden Differenz, Wir

denken uns durch den Punkt (X', ;’, 2 =¥, 7, T) auf (2) (& =200,
0=9%=1) diejenige ,Parallelfliche” zu S gelegt, die durch die Glei-
chung (=71 = konst. gegeben ist (s, Fig, 3.), Es sei do’ das Flichen-
element auf dieser, ¢’ der von (g') und S, ¢' der von (g') und der ,Pa-
rallelfliche" ecingeschlossene Winkel und p der Abstand der Punkte
(%, ¥, 2) und (X, ¥, Z). Jetzt bekommen wir

U5 VX, Y. 2)—V(X, Y, Z)=Vi(X, ¥, Z)= ff o sir;L v
4

S
+(w X, ¥, 2)— J e Si‘;»'*" d)
S

“

¢ . .
(16) Vi (X, 7, Z)—ff’f;ri‘li do' = f‘dcr {le_l.f_ dur (f%rﬁ, 1)
P o 0 4 ({G
s N 0
o v
-+ IdG'J f* (sin ¢' — sin ¢') d & - fzicx’ {f’ sin 1 L dor
3 P : PP
¢ N 0
=K+ Ko+K,.
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Es gelten dabei die Abschétzungen
Q

v 4 ’ _
1"Eii—1l§%9' 1K1\§aaszf4pi,fffd:r§m4gn'
s

1 o
0

sin e —sin g = 0, @, G = 2 0% Ky o 9 [log @ 9.

Somit erhalten wir

W18) V, (X, ¥, Z)— VIX, ¥, Z)= j‘f's"‘r;—’f Cds Ry, RS 2 9 [log @,

und schliesslich ist wegen (14), (18) und (3) alles in allem

(19) Vit %, Z)— VX, ¥, D=5 VX Y.2)

+ [ EE A £ R R = 2 2 llog O

s

2, Die Gleichgewichtsbedingungen, denen die gegebene und die
gesuchte Konfiguration unterworfen ist, lauten auf S:

»?

(200 Vi(X. Y, Z)+ V(X Y. 2)+ = (X*4- V) =C, (C konstan),

auf S;:

1) Vi(Xy, Y. Z)+ Vi(X, Y, 2) +%(X12+ Vi3 =Cy, (C; konstant),

unter % die Gaussche Gravitationskonstante und unter ©; die neue Win-
kelgeschwindigkeil des gesuchten Systems verstanden, Mit &, —C=s
fassen wir (20) und (21) zu der einen Gleichgewichtsbedingung

(2) A ViKY Z) Vi VG Z) 4 (e T

2 Vi (X, V. Z)—% VX, Y, Z) - i;i(X:’-|- YY) =us
zusammen. Mit

- 0? . re o _aX|bY

(23) S =1 X2 V2=R? t= -0 B

%) Vgl. hierzu die in *) genannte Arbeit.
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findet sich mit Riicksicht auf (1)

a~|b

O ek V) S X V=R R

20 Ret A (@002 20 (X2 ) jq(

(; ’

@ —a)di-2)0 (Y4-bE)

U)

2((\ |- at)

—a)d L,)

o finsef |-
0

24 [hb »—b)m+>~(‘(:(a-~a ) +>(ftb——b)d )'I

0

o

f(a—a JAT 42 (Y - b J b b)dg—ku

0

Wir bezeichnen nunmehr mit %¢ die Komponente der Schwerkraft in
der Richtung von (g}, positiv im Sinne der Aussennormale gerechnet,
und nehmen an, das in ® und auf seiner Berandung $<0 sein mége,

Wegen

(25) /l‘J—V-ClV (X, YZ+/ V(/YYZ)*—*U)“R‘C

und mit Riicksicht auf (2), (19) und (24) schrelben wir jetzt (23) in der
Form

(26] La' o Vs

¢C+J f'ipsinCP'dd’=s—~Rﬂ). —

3 e TP

S

I, ) =R, —11, 0,8,

womit wir die Integro-Ditferentialgleichung des Problems gewonnen haben,

Ist nun

(27) sl [N == (¢, >0, hinreichend_klein),
so erkennt man aus (19) und (24) leicht, dass

(28) P8 SA@0) @42,

lsst, unter A eine in dem Bereiche 0= Qe 05 =¢, erkldrte posi-

icm

" gehaltenem 2 in Abhingigkeit von

Zur mathematischen Theorie der Gestalt des Weltmeeres, "9

tive, der Beziehung A—0 fiir Q222
verstanden, die bei festgehaltenem 2, im Abhdngigkeit von €,
Q, nicht abnimmt. *)

sei eine ebenso wie & beschaffene

—> 0 geniigende stetige Funktion
bei fest-

3. Wir nehmen jetzt an, &

Funktion mit Max |5 =9, von der iiberdies
{29) —i=0
gilt,
Dann ist mit X,=X-aiL J'(Eua)a!’c‘, o lvgl ()
¢

. - ; ;! ;

of — bty = [Vl 6, ¥ Z) = VX V.2 =2, VX, Y.2)

_J‘f, C’si(n of dgr] _ [Vl X, Vi.2)— VX, Y, 2Z) — 35% VX, Y.2)
(30)

o ’ ) . . . .
“ff'fvsﬂ{q“d’” J= Vi(X, Y, Z)—V (X, Y. Z)
3 4
— = 5‘3—\/(): Y, Z) Jf’ ¢ sincp’dc’, D)
¢ P
Wir machen die Umformung
(1) Vi (X, Y Z)— Vi (X, Vi Z) =V, (X, ¥, Z))
— VX, ¥y, Z) — (Vi (X, Y0 Z) — Vi (X, Y Z)).

Bezeichnet E%V‘ den Wert von Odg VI in einem gewissen auf (£) zwi-

schen (X, Y,, Z) und (X,, Y, Z,) liegenden Punkte, so ergibt sich
‘ . S .
(32) Vi(X,, Y1'Z1)—‘“Vl(Xuyanl]:("—“-)b’é V.
Weiter ist

4 Vgl hierzuL,Lichtenstein, Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer In-
tegralgleichungen und Integro-Differentialgleichungen, Berlin 1931, S, 14 £

%) i {,} ist daher mit dem in (19) eingefithrten Ausdruck R, identisch,
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~ o~

Jd o d
dg ' dg

(33) (-9 Jdg V,—(— i)a% VX, Y, 2)= (- 0)

/
- - ()N () “ P2 " s
He— V= VI Y 2] == 04— L.

Wie bei (8) und (6) iiberzeugt man sich, dass

(34) ) 255 040 2 | Log 2],
(vl. Glfig. S. 84 if),
(35) . []1‘ oy 4 ilog 8|
ist. Also findet sich
PN PN oo
(36} (E— 5]@ Vi—(E—19 o8 V(X Y, Z)| = 0, B8 flog @,

Die zweite Differenz in (31) rechter Hand ist, unter p, den Abstand
von (X, ¥, ') und (X;, Y, Z,) verstanden,

or
&

@) V(X Y Z) = Vil Vi Z = [ 7ol [ a8 sing - *
. . ' &

s %
Es gilt ferner wegen
P
. o (,;', " 1 .
[f"' o sing’ do’ = — J(iﬁ' sin g’ . 3 ’ ae
§ s o

die Beziehung

. WG m
V(X Y0, Z) - Vi (X, Y, 2) - ‘ i > b -~ sin o da’
s

& ] s &
(e g (A sing’ " sing’ - sin g
@38) = | frds | d? G 1) |I frdat fd g Sin g P
J . d R . p
N s S o :

b

i

&
+ ff’dc’siw’jd’i’ (,1,_”__ ! ) ==Ly Lo
- PP

¢
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Wegen
do ‘[ = Q
(39) do 1“:2 iy
ist
(40) I <o, 208, (vl Gliig. S. 84 if).

Weiterhin findet man, dhnlich wie bei Untersuchung von (16)
(41) ol Sy, 0, L] = oy, Qlog & B
Insgesamt ist daher

(42) 162} O (5] S0 Q log Q.

Wie man aus (24) leicht erkennt, ist wegen (27)

(43) TP -0 8 = 2 (24205, 9

somit auch gewiss

(44) WP U E = 89,20,

wo B(2,8,) eine ganz wie A(®,%;) beschaffene Funktion ist. Die zur
Sicherstellung der Anflésbarkeit nétigen Ungleichheiten fiir die rechte
Seite von {26) sind daher gewiss erfiillt.

Hier ist (wie auch Glfig. S. 83 ff) stillschweigend angenommen
worden, dass die Umdrehungsachse x=y=0 eine Haupttriigheitsach-
se von I T wie auch von T-+7; ist. Im allgemeinen wird dies nicht
sutreifen. Uber das hieraus sich ergebende neue Problem vgl. Glfig.
S. 88 1. '

Zum Schluss sei noch darauf hingewiesen, dass sich auf dhnliche
Weise folgendes Problem behandeln lassen dirfte:

Gleichgewichtsfigur einer ,feuerfliissigen Masse”, worauf sich eine
starre ,Insel" befindet. Man betrachte efwa: Ein Jacobisches oder Maclau-
rinsches Ellipsoid als Ausgangskonfiguration, von dem ein Teil X bei un-
verdnderier Dichte starr geworden ist.

%) Die Beziehungen (43) und (44) sind nicht im Manuskript enthallen, sonderm
nur der Vollstindigkeit wegen hinzugfiigt worden,
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