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Uber einen Satz von A. Khintchine.

Von
Vojtéch Jarnik (Praha).
§ 1. Problemstellung und Resultate.

Ein wohlbekannter Satz aus der Theorie der diophantischen Appro-
ximationen einer reellen Zahl 6 (alle Zahlen dieser Note sind reell) be-
sagt: zu jeder Zahl 6 gibt es unendlichviele Paare ganzer Zahlen g, p mit

1
t]>0.|qﬁ—pl<?

Mann kann bekanntlich diesen Satz auf zwei wesentlich verschie-
dene Arten verallgemeinern. Es gilt nidmlich erstens folgender Satz:

Es sei s=1 und ganz. Zujedem System von s Zahlen 6,, 6,, ..., s
gibt es unendlichviele Systeme ganzer Zahlen ¢, p;. ps,..., Ps mit
1 R
(1) g>0.]q6:—pi| << 1/5(121'2""'51'
q
Zweitens gilt der Satz:
Es sei s=1 und ganz, Zujedem System von s Zahlen 6;, 6., ..., bs
gibt es unendlichviele Systeme von ganzen Zahlen Xy, X;,...,Xs mit
. 1
2 Max Xii 0, %o Y x,-fii E -
@ Max| >0, +i_=: | Max [ 5]
=1,2,.0..5
Bei einigen Systemen 0,,8,,...,0; kann mann die durch (1),(2) ge-

lieferten Approximationen noch wesentlich verschérfen; zur niheren Un-
tersuchung dieses Umstandes fithren wir folgende Definition ein:

Definition. Es sei s=1 und ganz, 9,, 6,, ... ,0; reell. Dann sei
By (6, 6o, ..., fs) die obere Grenze derjenigen Zahlen o, fir welche die
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Ungleichungen
Xi 0 X )Cl ST "‘“—‘a
Max| 5[ >0,] +Z St
i=21,2000008

unendlichviele Losungen in ganzen X,, X, ..., Xy besitzen. Ebenso sei
Bs (6, By, ..., O5) die obere Grenze derjenigen Zahlen o, fiir welche die
Ungleichungen

7>0. =P <=1 2, 9

q S
unendlichviele Lésungen in ganzen ¢, P, Ps. ..., Ps besilzen,
Nach den angefithrten Sétzen ist stets

(3) 0=0; (61,6, ..., )=, 0B (0 0nvn, 0] =

Diese Definiton hat Herr Khintchine aufgestellt. )

Fiir s=1 ist offenbar B, (0;)==0, (0,). Fiir ganzes s >1 hat Herr
Khintchine folgende Ungleichungen bewiesen?), welche fiir alle Sy-
steme 0,, 0,, ..., Os; gelten:?)

- B (04 0y ... 0y)
5 10’,02,...,05-}_:20-921't-1-5__._ T
(5) Bl ) =B (0 ) 1) By (00n s 00) - s

1) ‘A, Khintchine, Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen,
Palermo Rendiconti 50 (1926), S. 170 — 195, vgl, insb, S. 189 — 190, Die Definition lautet
dort etwas anders als bei uns; beide Definitionen sind aber #quivalent, Z, B, laulet die
Definition von £, (f;, 6. ..., fs) beiHerrn Khintchine so: & (0, Oy, ..., Ug)seidie
obere Grenze derjeningen Zahlen a, fiir welche die Ungleichung

xo—{—Zx,fJ, —-r;———( —I/ZM >o>

bei jedem ¢=>0 in ganzen Zahlen x,, X, ..., Xs l6sbar ist, Man beachte erstens: ist
(4) fiir jedes ¢ >0 in ganzen x: l6sbar, so gibt es offenbar auch Lésungen mit beliebig

—

(4)

grossem r; zweitens: es ist r 2= Max \ xi |z r. Aus diesen Bemerkungen folgt
z——l 2.
offenbar die Aquivalenz der beiden Deflmhonen von B (0. Oy, vyuy U5 )t analog far

Ba (00 By 0y ls).
%) L. e 1); vgl, insh, S, 189195,

3) In dieser ganzen Note soll

aco+b

a
cookd '“‘fur c5:0

O g =0

gesetzt werden,
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In dieser Note wollen wir unter anderem zeigen, dass die zweite
Ungleichung (5) scharf ist; d. h. wir werden folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Es sei s >1 und ganz, 0=8, =occ. Dann gibt es reelle
Zahlen 9,,6,, ... ,8; mit

(31(61,62, ) =38, 32(61' 20 ey S]_[?Tl—]ﬁ—lﬁlv—*{——sz

Wir wollen aber noch einen schirferen Satz (Satz 2) ableiten,
welcher den Satz 1 enthdlt. Zunichst aber einige Vorbemerkungen. Die
Zahlensysteme (65,85, ... ,0;) werden wir stets als Punkte eines (s— 1) —
dimensionalen Cartesischen Raumes deuten; mit W bezeichnen wir dau-
ernd den Wiirfel 0=6;<{1 (i=2,3,...,5).

«Fast alle Punkte einer Punktmenge M" bedeutet: alle Punkte von
M, mit Ausnahme der Punkte einer Menge vom Lebesgueschen Mass
Null. ,Nahezu alle Elemente einer Menge” bedeutet: alle Elemente
dieser Menge mit h&chstens endlichvielen Ausnahmen. Das #ussere
Lebesguesche Mass der Menge M soll mit p.M bezeichnet werden. Nun
Tautet der

Satz 2. Es sei 6, reell, s™>1 und ganz.

Behauptung 1.
a) Fiir alle reellen 6., 8;, ..., 6 ist

B (6,0, ... ,0) =Max (0,14 B, (6,) —s).
b) Fir fast alle Punkte (85.0,. ... ,05) aus W ist
(6) By (61.6y, ... . 0s)=Max (0,143, (6;) —5) .
Behauptung 2.

a) Fiir alle reellen 6,,0,, .... 0 ist

B(0)—s41
s (6, B, ... ,ss);Max(o.(s_l) , (61)4—25—1)'

b) Fiir fast alle Punkte (0,,0,, ... ,0s) aus W ist

e Bo (6))—s+-1
(7) By (6, 6z, ..., 6;) =Max (0' (s —1) B, (6) 25— 1) '
Behauptung 3. |

Fiir fast alle Punkte (95,6,, ... ,05) aus W ist

By (65405, .. . 65) .
(s—1)B; (61, 0z ..., B)F 87

(8] Be [31, 62, ey es) =
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Die Behauptung 3 folgt aus den Behauptungen 1b, 2b. Denn fiir

B, (0,) =s—1 ist nach (6), (7) fiir fast alle (0,0 ... ,0s) aus W
B, (0,05 ... 05)=Dy(0;,0,, L0 =0,
also (8) wahr. Fiir B, (0,) =co ist nach (6}, (7) fiir fast alle (0,,0,, ... )
aus W ‘
By (0, 0as ... 05) = 00, By (O, O ... .05) = 8_1_1 ,

In den iibrigen Fillen ist endlich nach (6), (7) ftr fast
,05) aus W

[32 (01) == ﬁl (Olv O:Zv s

also (8) wabhr.
alle (05,0, ...

) +s—1,

By [01103. ‘e ,()3]
=06 00 0 Fs—DF 25— 1

B2(0,,0s, ...

V05 =

also (8) ebenfalls wahr.

Um den Satz 1 aus dem Satz 2 herzuleiten, brauchen wir noch
folgenden (trivialen)

Satz 3. Es sei 0SB =co; dann gibt es eine Zahl () mil B, (0)=. ')
Es sei nun §==2 und ganz, 0 =B, =co, Wir wihlen By==f -s--1
(also By=s—1>>0). Nach Satz 3 gibt es eine Zahl 0, mit f,(0,) ==fy

1) Beweis: Es sei

1
5+ 1
5T

die regelmédssige Kettenbruchentwickelung einer Zahl 0 p,, ¢, seien die
Néherungszéhler und Niherungsnenner dieses Kettenbruches, Bekannt-
lich ist

Gn 1= byt1 qu+ qn—1, — P

In

-’” . 1
'
f]/l 41 f]n

el

(QH +1 "|“ ) qn

1 ‘OM!]_Q <, s

U |

304 1(]11<! qn

beachtet man, dass fir die Approximierbarkeit von 0 durch rationale
Zahlen die Briiche p,q;"' allein massgebend sind, so sieht man: wihlt

man sukzessive b,,+1=[‘],§] fir B<l oo, byypi=qy fiir B==co,
B 6)=f

154

so ist

icm

Uber einen Satz von A. Khintchine. 5

dann ist nach Satz 2 (Behauptung 1b und 3) fiir fast alle (65,84, ..., 65)
aus W

By (6,8, ... ) = B

(s—1)B+s"

womit der Satz 1 als eine Folgerung des Satzes 2 erscheint.

Wir wollen noch eine unmittelbare Folgerung des Satzes 1 explizite
anfiithren : '

Satz 4. Es sei s=1 und ganz, 0=}, =oo.
Zahlen (8,.8,, ... ,05) mit By (8;,0, ... 6s) =§,.

Fir s=1 ist ndmlich dieser Satz mit dem Satz 3 identisch, da
B(6,)=85(6,). Fiir s>>1 ist er im Satz 1 enthalten (man beachte aber,
dass zum Beweise des Satzes 4 der leichtere Teil des Satzes 2, nim-
lich die Behauptung 1 allein, hinreicht).

Unsere Aufgabe besteht jetzt noch in dem Beweis der Behauptun-
gen 1, 2 des Satzes 2. Wir werden bei diesem Beweis keine Vorkennt-
nisse voraussetzen; der Leser braucht nicht einmal die Khintchineschen
Ungleichungen (5) zu kennen. Mit der Benutzung der zweiten Unglei-
chung (5) wiirde sich allerdings der Beweis der Behauptung 1b noch
vereinfachen lassen; wir werden aber zum Beweis dieser Behauptung
1b einen Hilfssatz (Hilfssatz 2 mit Zusatz) brauchen, der vielleicht auch
an sich ein gewisses Interesse beanspruchen darf. Wir zitieren hier den
Zusatz zum Hilfssatz 2:

Es sei s=2 und ganz, 0, reell
(62,85, ... ,0) aus W folgende Eigenschaft:
gleichungen

) =1-+F—5=F F (6,6, ....0

Dann gibt es reelle

Dann haben fasi alle Punkte
ist >0, so haben die Un-

Max %[>0,/ %+ yxtal‘<

1 §+a
i=2,3,.0,8 =1 [x

i=1 2

héchstens endlichviele Losungen in ganzen Xo, %, ,... ,Xs.

Dieser Zusatz ist besonders interessant fiir B, (;) >s—1; dann ist
némlich nach Satz 2 §,(8,,6,, ...,0) >0 fiir alle 6,6, ... ,0s. Ist also
0<a<lf (0.6, ... ,05). so haben die Ungleichungen

Max |1 >0, ‘x0+2x16 <gororT
i=1,2,. a ‘ \: |
i=1,2,.
unendlich viele Lésungen in ganzen Xo, X, Xs, ... ,%;. Fiir fast alle

(65,65, ... ,8) aus W ist aber nach dem Zusatz fiir nahezu alle diese
Lésungen X,==X,==...=x;=0, sodass nahezu alle diese Lésungen
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durch die- Lésungen der Ungleichungen

1
¢>0 g0 —p|<Fa
(in ganzen p,q) gegeben sind, welche ausschliesslich von 0, abhéngen
und mit 0,,0;, ... ,0s nichts zu tun haben.
. Was den Beweis der Behauptung 2 des Satzes 2 betrifft, so habe
ich bereits im Jahre 1932 eine Methode publiziect %), die fahig ist, den
Beweis dieser Behauptung zu geben, Damals hatte ich aber ein ande-
res Ziel, sodass ich diese Methode nicht in der Form ausgearbeitet
habe, die ich heute brauche., Aus diesem Grunde wird der Beweis
der Behauptung 2 im § 3 in allen Einzelheiten durchgefiihrt,

Zim Schluss dieser Einleitung moéchte ich noch folgendes bemer-
ken: Wenn B,(0;, 9,,....,0)=0 bzw.=c0, so ist nach (5) auch
B, (6;, 65, ...,0)=0 bzw.=020; in diesen beiden Fillen ist also
B, (0, 05, ...,05) durch die Angabe von B,(0;, 0,,...,0) eindeutig be-
stimmt, Und man kann auch zeigen: nur in diesen beiden Fallen ist
B (0, 6y, ...,05) durch die Angabe von By (0, 0,,...,0s) eindeutig be-
stimmt, wenn $>1 (fir s=1 ist freilich stets {8, (6,) =p,(0,)). Der Be-
weis dieser Beauptung soll in einer anderen Arbeit publiziert werden f),

Beweis der Behauptung 1. des Satzes 2.

Erster Teil. Gegeben sind 0, 5. Es sei a<[f (0;); flir beliebige
reelle 0,, 65, ...,0; ist dann die Ungleichung

ww+0ﬁﬁw-%+.u+n-m—ﬂ=wm~m<;L

14a
fiir unendlichviele Paare ganzer Zahlen p, ¢ mit ¢7>0 erfiillt; also ist
B O, Oy v B =10 —s
ldsst man @ gegen B, (0;) streben, bekommt man wegen (3)
B Oy, 0o 00 2 Max (0,146 (0) —s),

womit die Behauptung la und fiir §,(0,) = auch die Behauptung 1b
des Satzes 2. bewiesen ist.

%) Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen, Prace
mat.fiz, 39 (1932), S, 135—144,

% O simultanich diofantickych aproximacich, Rozpravy Ceské Akademie (im
Druck); ein franzdsischer Auszug soll im Bulletin international de 1'Académie {chéque
unter dem Titel ,Sur les approximations diophantiques simultanées” erscheinen.
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Zweiter Teil. Wir beweisen zunéichst zwei Hilfssdtze.
Hilfssatz 1. Es sei s=1 und ganz; S sei die Reihe

1
2 M (log (i -9)°

S
wo iiber alle ganzen x;(i=1, 2, ... ,5) mit 2x,-‘-’>0 summier{ wird, Be-
=
hauptung: die Reihe S konvergiert.
Beweis. Es geniigt, die Konvergenz der Reihe S; zu beweisen, die
aus denjenigen Gliedern der Reihe S besteht, fiir welche [xl]ZMiax 5|
i=1,20.008

ist. Fasst man die Glieder mit demselben Wert von .X;| zusammen, so
bekommt S, die Gestalt

S (2% 1)
2o (5 73

woraus die Konvergenz folgt.
Hilfssatz 2, Es sei 6, reell, s=2 und ganz. Es sei E die Menge

derjenigen Punkte (05, 0y, ... ,0;) aus W, welche folgende Eigenschaft ha-
ben: es gibt unendlichviele Systeme von ganzen Zahlen X,, X;, ..., Xs mit

R t -
O Max >0 5+ ) i< Max (b log? (v +3))

Behauptung: . E=0.

Zusatz. Alle Punkte (6,, 05, ...,6;) aus W—E, also — nach
Hilfssatz 2 — fast alle Punkte (9,, 65, ...,0s) aus W, haben folgende
Eigenschaft: Ist 2 >>0, so haben die Ungleichungen

ot S !
i ! 0 < T T
Il\ézal;ims]xl\ >O' ‘xo e ; X b < {\23;{ SIXAST(I

(10)

héchstens endlich viele Lésungen in ganzen X,, Xy, ... ,%s.
In der Tat: es sei @ >0; dann gibt es eine nur von @ abhéngide
Zahl £>>0, sodass
1 1

11 =
o ' log? (x3) X

fir x =t.

Es sei nun (6,, Oy, ....0;) ein Punkt aus W, fiir welchen die Un-
gleichungen (10) unendlichviele Lésungen in ganzen X,. X, ...,%s be-
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sitzen; dann besitzen die Ungleichungen (10) auch unendlichviele Lésun-
gen in ganzen X, X, ... .%s mit Max || =1 diese L8sungen erfiillen

i=1,20000,8
aber wegen (11) umsomehr die Ungleichungen (9), also ist (6,, 0y, ... ,0y)
ein Punkt aus £, womit der Zusatz bewiesen ist.
: 8

Beweis des Hilfssatzes 2. Man setze fiir Zx,'ﬂf/\o

s
(X, Xy, X) = 1‘ e
Max  ([" log? (| +-3))
Bei gegebenen ganzen X, X, ..., %s mit }leatsx\|x:l >0 sei E(x,, X,
... %) die Menge derjenigen Punkte (0,, 0y, ... ,0,) aus W, welche die
Ungleichung

Xo —}—2 Xi Oi’

=1

(12) Loy %)

erfiillen. Tst %% = Max |%/] und soll, bei gegebenen

i=22,3,..01,

Koo Xpa v 4 Xy OL(L=1¢ 2, ... N l’:ﬁk)

die Ungleichung (12) erfiillt sein, so ist dadurch 0, auf ein Intervall der
Linge
EAI UV TRITNED

]
beschrénkt; also ist
WE(Kgs Xy000v X)) = g:c-()cl'“fh WL
Max |x]
1=2,3,,0,8
Soll nun, bei gegebenen X, Xy, ..., %;, die Menge E(x,, %, ..., %)

nicht leer sein, so muss nach (12) (man beachte ©(%;, %y, ... , %)< 1)

Z [JC;‘ T+, PPN | CL:SM&X
=]

6, %, 0] = Xi
= 23008
sein, sodass h&chstens
(2s-1)Max |¥/
15=32,3,0,.,8
Werte von X, ein nichtleeres E(x,, X;,..,,%,) liefern, Die Reihe
(13) ZIJ‘E(x()r Xiyen  Xy)
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— wo iber alle ganzen X, X;,...,% mit Max |4/>0 summiert
22,3008

wird — wird also sicher konvergent sein, wenn die Reihe

27(%,, Xo, ... ,Xs)

2(25 + 1) Max e

Max |x;
i=2,3,...,§
mit dem Summationsbereich
w X10 X3, ..., %5 ganz, Mzaax lxi>0"
I=2.3,000i8

konvergiert. Diese Reiheist aber — abgesehen von dem Faktor 2(2 5 - 1) —
eine Teilreihe der Reihe

(14) Zr[xl.xg.....xs).
s

wo {iber alle ganzen x,, X,, ..., Xs mit in2>0 summiert wird; (14)
=

ist aber genau die nach Hilfssatz 1. konvergente Reihe S.

Die Reihe (13) ist also konvergent; andererseits ist £ die Menge
derjenigen Punkte (6,, 6, ... ,06;) aus W, die in unendlichvielen Mengen
E(xy, %, ... ,%) liegen; also ist BE=0 w. z b w7

Beweis der Behauptung 1b des Satzes 2 fiir {, (6,)<co, Gege-
ben sind 6, §; es sei B;(8;)<co. E sei die Menge aus Hilfssatz 2;
(65,05, ... ,05) sei ein Punkt aus W— E, Essei oo >0 > Max (8, (6;), s — 1).

Fiir nahezu alle Systeme ganzer Zahlen X,, %;, Xy, ... , % mit X, %0,
Xy=X,= .., =X; =0 ist dann — wegen 2 >p, (6;) —
Y 1 1
X, X 0f == |x, -+ x, 0, = = .
o 2O =y 3 = e e T
1=1,2,.0s,8

Ebenso: fiir nahezu alle Systeme ganzer Zahlen x,, %, ..., x; mit
Max [x{>>0 ist nach dem Zusatz zu Hilfssatz 2 (wegen 1-a>>s)
22,3008

) Ist ndmlich N;, N,. ... eine Folge von Punktmengen, ist N die Menge derje-

jose)
nigen Punkte, die in unendlichvielen Np liegen und ist Zp-Nn konvergent, so ist fiir
=1

f=e) o0
jedes ganze £>>0: NC Z Nu, also }LNgZ wNn, also o N =0,
n=k n=~kr
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(15) S S :
Y- R Max it

I=1,2,000,8

Insgesamt sehen wir also: fiir nahezu alle Systeme von ganzen Zahlen
Xo, Xy, ... ,%s mit Max le!>0 gilt (15); also ist

i=21,2) 00008

_l-ﬁl ' 2«-v-q0s]§1+d,;

indem man hier ¢ gegen Max (By(0;), s—1) streben ldsst, bekommt
man fiir jedem Punkt (05, Oy, ...,0) aus W—E, d h. fiir fast alle
Punkte aus W, die Ungleichung

B0, 0y, ..., 0 = Max(0,B, (0) 41— 5).

Nach dem ersten Teil dieses Paragraphen gilt hier aber notwendig das
Gleichheitszeichen, womit die Behauptung 1b des Satzes 2 auch fiir
B,(0,) < oo bewiesen ist.

Beweis der Behauptung 2. des Satzes 2.

Erster Teil. Gegeben sind s, 0;. Es sei — 1< a<(B,(f,); dann
gibt es eine Folge von untereinander verschiedenen Paaren ganzer Zah-
len Pny qn (rn=1,2,..,.) mit

! " 1
6, —Pric—— g, >0
|

qn q112,+a
Offenbar ist g,— oo, Es sei (0, 0;,...,05) ein beliebiger Punkt aus
W, es sei n”>0 und ganz. Nach dem Dirichletschen Fécherprinzip
gibt es dann s ganze Zahlen ®w,, vy ({=2,3, ... ,5) mit

a1

Iwn‘Qn.gi—'vln[<¢]rz“T[i=2'3, coea S),

Dann ist
f 9 PnWa 1 )
17— ] ey 9)e
Gn Wy []/|2+a '
Nun ist
) =1 |\ (at)s (at2)s

gptte = (qn s } als=1125=1 "= (2~s+1 qu, qn]' als—1)F25=1 ;
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atst1 (oF1) (3—1) | a1l _ lats
Wn Gn =Wy « Gn s als—142s—1 . Qn als—1+25—1

a+1

{a+2)s
”) a(s—1)+25—1

< g 512 s—1

= W (2_S+1 w

(s—1) (a+1}

G 1 (a+2)s
a(s—1)+25—1

:2_ . (’Zﬂ),, qf.)—“[s‘”"'”"l :
Bedeutet also # eine nur von s und o abhédngige positive Zahl, so ist
fir jedes ganze 72>0

__le=2)s
( 61 prz wy, < b (l]n wn) ==, ;
n Wn
'Ulll ’ _i_‘_ZJS
'9; — <k [qn rwn afs—1)+25—1 [i: 2,3, ... ,S).
qn Wy |
Daher ist offenbar
e

(9—1]—'—25——1

+2 S“ (1——5—|—1
a{s—1) —l~2$-1

Bal00) By, ..., 00 =

/i5~—1)+25—1

wegen (3) folgt daraus, wenn man « gegen [, (6,) streben lisst,

Balp) —s+1 )

B (614 62, fs) = Max <O. —

(s—1) . (6) +25—1

Damit ist die Behauptung 2a des Satzes 2. bewiesen.

Zweiter Teil,

Gegeben sind s, ;. Es sei

By 2s s 1‘
(16) 1> Max(— SEt2s Vi
- (s —1) & (5) +25—1" e )
{16”) .[,> ul . Y\yén "‘j 61]'—\ .
s—1

Es sei /=0 ganz. Unter einem ,ausgezeichneten Zahlenpaar der Ord-
nung " verstehen wir jedes (geordnete) Paar von ganzen Zahlen p, ¢ mit

2= <2t |01*—£‘\/i
i q ‘ q'

11, Prace Matem -Fiz. T. 43. 161
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die Zahl ¢ heisse dann ein ,ausgezeichneter Nenner der Ordnung ¢,

Zu jedem ausgezeichneten Zahlenpaar p, ¢ der Ordnung 7 gibt es
genau ein Paar von ganzen Zahlen ¥, @ mit

w™>0, (v, w)=1, =;]H(also w < 211

es ist dann

v 1
o-2j<t

w\ q
also umsomehr ‘ .

vl

:» O' ((U' w) == 1

ausgezeichnete Zahlenpaare p, ¢ der Ordnung !

Umgekehrt, zu jedem Paar ganzer Zahlen v, w mit w
ottt
gibt es héchstens o

. 20
(es muss nidmlich ¢=aw, p=av sein, wo @ ganz, e =a

p

L v
mit — =

<-~—). Es sei N(f) die Anzahl der ausgezeichneten Zablenpaare der
w

Ordnung ¢ und fiir ganze #=0, £220 sei N(f, u) die Anzahl aller Paare
ganzer Zahlen 7, w mit

1
ity

. v .
—_— < gy < QU —_—— e T
(v, w)==1, 2¢ = w 2", ‘01 w| <o

Dann ist also

N(f ______ 2 N(t [l] plag el

u=0

(18)

Fir jedes ganze £=0 bezeichnen wir als einen ,ausgezeichneten Wiir-
fel der Ordnung ?" jeden Wiirfel

lo""‘&\(l. (i=23,....9)

ql g
der mit W einen nichtleeren Durchschnitt hat, wobei ¢ ein ausge-
zeichneter Nenner der Ordnung ¢ ist und py, py, ..i \Ps beliebige ganze
Zahlen sind. Bei einem solchen Wiirfel ist offenbar g« pi<l 2¢;

also ist die Anzahl aller ausgezeichneten Wiirfel der Ordnung ¢ héch-
stens gleich %)

%) Man beachte stets, dass bei einem solchen Wiirfel 2/ =< 2/-+1 ist,
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Uber einen Satz von A. Khintchine. 13

N{). (3. 2M1)—

Wir wollen nun zeigen: die Inhalte aller ausgezeichneten Wiirfel aller

Ordnungen £=0 bilden eine konvergente Rethe. Dazu geniigt es zu
zeigen, dass die Reihe

=)
(19) Z N(t] . (3 . 2!-,12)5'*! . Zth s—1) | 2&—1
=0
konvergiert. Zu diesem Zweck schitzen wir N (£) nach oben ab. Je

. . v,
zwei verschiedene Zahlen — mit (17) haben voinenander einen Abstand,
w

der grosser als 2-%-2 ist; im Intervall (5, — 27, 1 +27") konnen da-

2%+2 41 solche Zahlen liegen; daher ist
(20) N(t, n)= 23+t 41,
Es sei nun erstens {, (j,) = >; dann ist nach (18), (20)
!
N (1‘] E v (24——!1 1ly—1) + ott1- u

lz"—l)

< 25+ 2—) + 21+2 ;

es geniigt also, die Konvergenz der Reihe

{21)

L2 = Y51

o)
Z(zs-H e—p 2442 . (3
=0
zu beweisen; es ist aber nach (16")
2—r+ls—1)(1—9)=s5s+1—s57 <0,
1 (s — 1) (1 —9) =5 —(s— 1) 1<0,

woraus die Konvergenz von (21) folgt. Es sei zweitens (s (g} < >o; also

gilt (16’). Dann wihlen wir ein = mit
SJ~25
22 N o 5o (p ——
{22) >0 > 8 (6,), S—l it 2s—1 <x:

das geht wegen (16'), Die Ungleichung

‘ b — ' L
]‘ \ bot2
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hat héchstens endlich viele Ldsungen in ganzen @, & mit 6°>0; es gibt
daher eine nur von g, und ¢ abhingige Zahl ¢ >0 mit folgender Eigen-
schaft: fiir ganze 4, & mit & >0 ist stets

‘ al._ ¢
ft b Ty

Soll nun fiir ganze v, @, u, t mit £:20, £720 (17) gelten, so muss

1\\ ;.C.\ c;;.
21 gtz ) e
sein, also -
LI

o ‘7:_, Zoent2 wt2
- .

Wird also die ganze Zahl #, durch

1 1

{23)

definiert, so ist

(24) Nt u)y=0 fir w u,.

Wegen (18), (20), (24), (23) ist also (man beachte, dass die Rechnungen
auch fitr #,<0 und fiir #, >? gellen)

Nt = Z (23+20H . 1) g1

gl
L g (1 T )
<25+f(27-v{)_l_22+l——nn<25»(<f(2-w[) —|—c a2 7 a2/ ¢
Um die Konvergenz der Reihe (19) zu beweisen, geniigt es daler, die

Konvergenz der Reihe

O

1 T
Z (25+/ @ o ¢ a2 P ("‘ M‘z‘)) J3.2r s

1=0

(25)

nachzuweisen, Es ist aber wegen (16')

2 gl (=) = s 1570
weiter ist wegen (22)

S S . - ” .
No-2s—1

}.

S N ) T e
1 a_{_z—}(s Nt =<t (S
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Uber einen Satz von A. Khintchine. 15
+ (S — 1] (1 _,.,__M—) ES 0;
(s—1)a-+2s5s—1

daraus folgt aber die Konvergenz von (25). Die Inhalte aller ausge-
zeichneten Wiirfel aller Ordnungen {Z=0 bilden also eine konvergente
Reihe. Es sei My die Menge derjenigen Punkte (§., s, ... ,6s), die in
unendlichvielen ausgezeichneten Wiirfeln liegen (M; hiéingt nur von
Y. 6, S ab); alsdann ist . M;=0 (vgl. die Fussnote 7})). Es sei nun
(621 031 ... .6s) ein Punkt aus W—M;., Wenn fir ganze p;(i=1, 2,
... .5}, ¢ die Ungleichungen '
i
g>0, g — <L.,
i 7 q!
gelten, so ist nach der Ungleichung mit i=1 die Zahl g ein ausge-
zeichneter Nenner irgendeniner Ordnung f=0. Nach den Ungleichungen
mit i=2, 3,...,s liegt der Punkt (g5, g5,... .65} in dem ausgezeich-

(26)

neten Wiirfel der Ordnung f/ mit dem Mittelpunkt (&, }f, ;q)s> und

q
der Kante 2¢—1. Da aber der Punkt (g,, s, ... .s) héchstens in en-
dlichvielen ausgezeichneten Wiirfeln liegt, sind die Ungleichungen (26)
héchstens fiir endlichviele ganze ¢ bei geeigneten ganzen p; erfillbar;
und da bei jedem festen ganzen ¢ die Ungleichungen (26) fiir héchstens
endlichviele Systeme ganzer Zahlen p; erfiillt sind, so besitzt das Sy-
stem (26) iiberhaupt nur héchstens endlichviele Lésungen in ganzen Za-
hlen py . ps, ... . ps, q. Daher ist

1
s

T4+ — (183080 62y .-

J6s) ) =

Es sei nun 7y, 7., ... eine abnehmende Folge mit

( 5Bylp) -2 s 413
(s—1)Bs (6)F2s—1" s

lim n= Max fir

n=zd

Ba (6:)<=>, bzw.

, N
hm = —

Ba (1) =~
ne=Ta s —1

fiir

Es sei M= ZMT”, also p M=0. Es sei (gs, 63, ... .6s) ein Punkt

n=1

aus W— AM; dann gilt
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1+"’1 (1"[_[32[01 I/ ERER y()s]):[u

N

fiir jedes ganze 7 >0, also auch

L Bl ) SMax [ ROIEE S

(s—1) 8 (o) 25 —1" s

fir B, (1) < oo, bzw,
1 +i" (LBa(6rv B2 vne s 0s)) = 5 q.l fur By (0)) == oo

Daraus folgt aber . ]
fo(ga)—s-1 . .

2 v D20 v re SSM e e e -",0 f 3, <,

Bals, 0 0s) = Max ([s B0 25 1 ) e By (g) <~

Balbrs Bov o 08I far By (gy) ==~

5—1

nach dem ersten Teil dieses Paragraphen kann aber hier das Zeichen
< nicht gelten, Damit ist also auch die Behauptung 2b des Satzes 2
bewiesen.

166

Sur deux connexions affines généralisées*)

{O dwédch uogélnieniach koneksii afinalnej.)
Par

W. Slebodzinski.

En 1915 M. Zorawski a publié deux Mémoires consacrés aux
invariants différentiels du systéme suivant

a2 X
ae?

[ dx d x,)
= [t X, e, K2, L, —2
( ! " dt dt

(i=12,...n (a)

qu'on peut encore remplacer par le systéme équivalent du premier
ordre ’
dx; ay; .
L S 5 S ) CN

Dans le premier!) de ces Mémoires il est question des invariants du
systéme (a) vis-a-vis des transformations

}i=;éi(x1v sy xn)
du groupe général & 7 variables, le deuxiéme?) a pour objet les in-

variants simultanés du systéme (a) et de la forme différentielle

n
/; aij(t, Xy .00, Xa) 0% 8 X7

i=j

") Un résumé de ce travail a été objet d'une communication faite le 15 sepiem-
bre 1933, au XIVéme Congrés des naturalistes et médecins polonais & Poznan, 1) [7] Les
chiffres entre crochets se rapportent a l'index bibliographique placé a la fin du Mé-
moire, 2) [8},
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