Teilerprobleme. Fiinfte Abhandlung.
Von

Arnold Walfisz (Radosé).

Es sei (1) die Summe der reziproken Teiler einer natiirlichen Zahl

sl =)

dln

Ila(ll):Ed.

dn

also nc{n) die Teilersumme

Ich betrachte ferner die beiden summatorischen Funktionen

Sy [x]=Zc(n), S(x]—_-—z;m(n)

nsx n=x

(falls die untere Summationsgrenze nicht ausdriicklich angegeben wird,
ist sie stets Eins) und setze

=2 1
So)="x—log £+ Ty (),
TEE
Sx)=--x2- T(x).
() 12)5 ~+- T (x)
Es sei v eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4;
(1) v:[x1=f'r(zvu) Twdu.
§
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A. Walfisz. Teilerprobleme, V'., )

ich die quaterniren quadratischen

Mit Q,, Q,, Q, bezeichne

Formen ‘ }
Qo == n* - ny® -+ 1?4 1%,

Q="+ 1 -2 -2 1%,
Qo=n>-F2m2- 21244 n?.
S QuEX
W‘

Tt W (x)==" a2
4 8

seien Py (x), P, (x). P;(x) die entsprechenden Gitterreste

Py (%)= Z 1 — W (x)

Qm =¥

vierdimensionale Ellip-

Es

Dann sind 0= Q,=x, 0= Q; X

soide vom Volumen W, [x]:_’;xﬂ, W, (x) =

I3

(m==0,1,2),

Im folgenden sei stets x==3, Mit B bezeichne ich unterschiedslos
Zahlen, deren absolute Betrige unterhalb numerischer Schranken liegen,
C sei die Eulersche Konstante. )

Das Hauptziel dieser Arbeit besteht in dem Nachweis der folgen-
den Abschétzungen:

1

e de Clog2)’ __5_1”“”)v,...5_‘;2
0 170 (u]riun(( T )
0
’AE. 36457 2
) d g = =2l S |-Bx
() j I (wdu o
0
he 5 5
am J P du=" x4 Bx’,
4]
» s
(1v) ] P2u)du= 6 x*-Bx?,
§
A Po2 () d u == ﬁﬂ.\f“.-- H.\"; ,
(V) / Sl du= " g
4]
Gemeinsame Quelle fiar (I)-— (V) ist
2. (5 4--3‘«):2) .
V)= |2 D02 pyt
(VD ) (12‘ 432 ]
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Teilerprobleme, V. 3

Zum Beweise von (VI) benutze ich im wesentlichen die Methode
der dritten gleichnamigen Abhand]ung (Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 169 (1933), 'S, 111 — 130). Dabei mache ich auch
von der zweiten und viertep Abhandlung (Mathematische Zeitschrift
34 (1931) S. 448 — 472 und Annali della R. Scuola Normale Superiore
di Pisa, serie 2,5 (1936) S, 289 — 298) Gebrauch, sowie von der finften
Abhandlung ,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden®
(Acta Arithmetica 1 (1936), S. 222 —283), Ich nenne diese Arbeiten
kurz 7w, Tu. 7y und Ey.

Ich méchte noch erwihnen, dass (I) — (VI), mit den etwas ungiin-
. 5

stigeren Restgliedern x” log x und Bx’logx in 7 () — () und
Ey ((II) — (VI}) stehen,

Bevor ich zur Sache ttbergehe, schalte ich die folgende Bemerkung

zu Ly ein:
Es sei

4
Q== Z Qi g1l (@gn == ayy rational)
1

Bl
eine positiv definite quadratische Form der Determinante D,

g

L,

= X
2VD

o

Po(x) =
o

der Gitterrest des vierdimensionalen Ellipsoides 0= Q= x.
Ich brauchte in £y die Abschitzung
X
’ ot (1) d 1 == (x%)

.

0

und gab daftir einen langen und sehr umstdndlichen Beweis. Einer
freundlichen Mitteilung Prof. Jarniks entnehme ich, dass diese Ab-
schitzung bereits bekannt ist und auf ganz einfache Weise in wenigen
Zeilen erlecigt werden lann, Vgl V. Jarnik ,Uber die Mittelwertsitze
der Gitterpunktlelire.L* (Mathematische Zeitschrift 33 (1931), S. 62—84),
S. 83, ‘

Die folgenden Festsetzungen mégen fiir
Arbeit gelten:

9 Prace Matemnlyczno-Fizyeance, T, 45,

die genze vorliegende
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4 Arnold Walfisz,

Fiir reelle u sei

R(@) = — [a], b (1) = b, (1) = R (&) ~;
@)

O, ()= R? (1) — R (u) + _é

Die nicht kleinere der beiden Zahlen 7 und w heisse Max (v;w), die
nicht gréssere Min (v;w); dagegen bedeute (v,w) den grossten gemein-
samen Teiler der beiden ganzen Zahlen ¥ und w.

Ferner sei

1
E, =0 oder 1, E,=0 oder 1, 0 ="~
(3) oder oder 00

Die fetten Zahlen geben Nummern von Formeln an, die an den
betreffenden Stellen benutzt werden, sind also als Hinweise zu verstehen,

Hilfssatz 1:
1

(4) Tw—uT, (u]_~—[C-]— log2=—1)z ~[—Bu (w=1).

Beweis: E.Landau ,Uber einige zahlentheoretische Funktionen”

(Géttinger Nachrichten 1924, S. 116 — 134) und etwas einfacher in Tiy.
Hilfssatz 2:

B)  — Tyl

SCtogza - 2 a4 L )3 ns (2]

nsyu 1 U opzyu

9 u 2 o 1
E g | —) 4= by (Vi) -
(‘})2( Il) |//ll P2 [‘ ) { 12 /l

n=Vu

n=).
Yo (=1

Beweis: Das ist Tiy (4).

Hilfssatz 3:

6) —TW= —lzi +u Z L b (”) -+~ Z ng ( ’> -2 u b, (V)

nEye

+'”+Bu (1= 1).

Beweis:
130

Es sei u=1,

icm

Teilerprobleme, V.

0 =Tw=n 3 () D (4 )2y ()

= n nzyu

/ 1
+* 11; + évii ;x’ 7y (71) + By’ (4, 5).

9 }: n*o, ( Z) =Bu’ (8).
iy u
(6) folgt aus (7) und (9).
Hilfssatz 4: Mit

(10) ¢z, m=1tg, z =! Zhur B, =0, £,=0 oder firr £, =0, E,=1

| Lfiir £, =1, Es=0 oder fiir B, =1, E,=1,

(11) r, —~Max(mu 119)
2v
ist
1 .
(12) V., () =~ )J - Z CE, E, ZA mAEt 7125”“1J q»(z—il) ¢(£) W E Ry
12 E/To0 sl m n
1 kS 3
T T N S A
[-2 % -~ f L])( )%(; W) u’ du
mzif vy 4
Max (’; H 1]
2 . \m‘ 5 u 8 5
+-2 j ‘P( )rpg[ﬂzvu]uzafn—}-sz.
" )/\ I] e n
Beweis: Es sei #>1,

13 —TEo=2-tute Y Ly (%5:‘1)%' Z m (zmu)

mz) 2vn mes ]/ 2
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6 Arnold Walfisz, B Teilerprobleme.. V. 7
vy RS x
Lt o g 3 s
+2° Yy, (v’z-*u)—%z Vit Bu (©). D Y B J wdu
12 + ZM pa —f— Zm p u du
m:;’l/z X Max [:;gi‘“) m, 2 x Max (w 1)

n

(14) 1 . ) 21 u .
ot 3w 3 w22 M nn

3 v 3 B
20\ (2, 5T 1 (It 5y 2 sV 2 w Vs
-1 o RN 2 G-V W20 u Ma !
SNt o N VA M TG T (E20 ()
s I’ 2V niVa s
. L By?
tot ¥ Ly (Hedot T m(Lerz T L2 FBxt (4, 10)
L '\ n - m L .
niV neli mzil 2u und hierin sind nach (2) die sechs letzten Summen, wenn iber geeig-

- nete Strecken integriert wird,

3 £ 3

2 1 PAR/ANCY 1 2u .2 1 u\ %
il P Y w? = m w20 NY g Sy
+12 ZA m(‘J<zn> I—z Z 4)< ) f 12 =t ztl)</z)

m :__;1/2"1: m=) 2'u

3
-+Bu’ (13, 6, 10)

1

=B x*? -

Z n

. Y ' -+ B x? ’f (2—55)(11:1
/,“. m

+Bx n

i

5| ffz)e

—[—Bx m;l/{; (f z u)du

ng I/J-‘

Vi) = f @0 Twda-t+B (1) e
1
| ue 3 oo 3 2
2 W 2 . Z 2t et f‘ (2“&) d ({{) 1 —E—Is d 1 ms lfzv m nzls n n
12 E,Em=0 o Yo m n
ms /Zg r, 3
B = B x® Z 1--Bx Z n® - B x? Z 1—|—Bx2 Z 1
3 nsl/ 5 wzVs msVavx m=V 7%
421 Z f (———)u, Va)u? du
i " g +BxY. m4Bx’ Z 1——Bx
e I/Z“ v
“FZZ#1 lf l‘( ””””” ) 9, (2" 11] u (iu o o ind [t dem Intervall 1y = = e die quadratisch
oy integrierbaren Funktionen g (1), h(u), sp(u), tx(n) (RZ=1) gegeben, fiir die
=V T bei wachsendem &
X X
—t 1 u — Y[ ( (
+2 ;v;fq, (;) wtdyd-2 ;‘”,,’] b (”) wdu dw)du, [tk? (1) du  beschrinkt,
nV x A Ve I
N uy
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8 Arnold Walfisz.

f(g(u) — 5, (1) )mu—»o,f (h()— 1t () ) du—0,

. so ist

(15) fg(u] A{yda=lim Js/, () tr (1) du.
k=00
1, 1y
Beweis: Das ist Hilfssatz 10 von Tu.
Hilfssatz 6:

3

e 711;;;;—2\7; ’]; f ¢ (Hﬁﬂ) b (1/”) du

&
A3 . -
—_ 1 lim Z 1 ; Jﬁ( u Zsin{21r<-%- fZ{f»}«b‘/zz)}.du

27 h=co Vo MO m

+ ’ u sin{Zw(Ei“_”_.bl/'ﬁ)}du),

m

(17) Zlftb( ''''' )%[lzvzz)u du

3
% si .211:([13[{——17]/27&)]‘d‘u).
I |

-+
2
j=3
—_

Beweis: 1) Mit ll1=Max<—"§:;1>, Uy == X, g(n.)zdg(-z IL)'
v m

)= (Vu)u
134

Teilerprobleme, V. 9
1NV1 |, 2ma2u wgi’“1
18) sp(u)=—— — gin 222 Ve (1) - /
(18) s () Za b Zb s(256)a)

sind wegen (2) die Bedingungen von Hilfssatz 5 erfiillt. Daher Hefert
(15) fiir die linke Seite von (16)

= M

1 Y 3
— — lim Z 2_4 L. f u? sin git-iz«z—ﬁcos{.%:by u}a!zz,
m

g8 k=00 e 1/2‘ m b=l g B
n
Max (;1]

was der rechten Seite von (16) gleich ist.

3
2) Mit uy=n? u,=x, g(zz):_-ap(-» ) h{w) = b (V270 ) u
n
& i k
1\"1 , 2nau ? 1
19 Sp i) = —— - gin ——— t —_ T b v
(19) s (n) ﬁn=1asm p 2 ( Zb cos{2nby2u}

sind wegen (2) die Bedingungen von Hilfssatz 4 erfiillt. Daher liefert
(15) fir die linke Seite von (17)

I3
1 .. A A 1 5 o2
— — lim - u ? sin
T kool = nn(;lab-
n

Wa[jcos{ZT: by2uydu,
n

was der rechten Seite von (17) gleich ist.

Hilfssatz 7: Fir v=0,1,2,3,4 und v =1, 2. 3, 4 ist

o0

(20) Sv:’t, Z 3 Z e j 5l Sin{Z’ﬂ (2 au

mV2vs ac ab® m
m?
Max (;. 1)

ibl/m)}du

9

1) =B x*,

Beweis: Es sei zur Abkiirzung (nur fir den vorliegenden
Beweis)

A"
-1 22 bm
22) M= Max(m >,M>O;p=2 T2 w= :
VAl m a
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10 Arnold Walfisz,. o Teilerprobleme, V. 11
(S5} 123 o 1 &0 3% 7 ca
4 1 1 | (2au® )1 § = B x® Z m ZZa 22[,—2 Bx? . -
o - i 1t Jom | e _1_1]2 u)ldu| (20,22 + x* 1 (ab)—2
S 2/}1‘;-; m nbzx ab? L\ / Sml ( m f | ( ! ms¥ 2 ! = mVovy @0
9
o Vi (28) =Bx* (23, 24, 27
za)
=2 v ! L»l— rlt"exp[Z’ct(zau-'l‘lz >].du i L
e 1/2, mat=1 ab® | | m | ; /3 1
‘ “ ) (0=2V/2%) [ 11,4a’ﬂ(":l;"'lydzt.:le_» [ B e (i)
- Vi W 2ip AR T
—> Lyt j wh ety g (22) 2L :
eV avg Mo b=t a bt by ' ' (29) =Bp'x *=Bx*ma (22
N Y ol I T @ et Y 1S enees
— ) 1 + + . . . =r AEER ab)?=Bx* (23,24,29),
23y =2 ]Z_ P a;;l {;;l ﬂ;l Py ut oo kol gy weVovy =
" B T i !
s (21) folgt aus (24}, (26), (28) und (30).
[24) ::SI__]_S‘H'__I__SIH’ HllfSSﬂtZ 8:
. ) (31] 1 x
- Ve . VE 2 N >
s V,(x x’~~ Cp K 28,1y 2E,—1 ! ) 2—E,—E,
(m = A f ut e lobol gy == ~——1-~ e d efe le-t ol b= | 5l B Z 'm . pr ( m ) i ( n “ i
2 . 2ip,) vt o C r;
- W
5
2 2 2
[25] B.f\l_ Bx =§.’Y_ (22)' —|—Bx 2 .
oM pm a
o Beweis: (12), (16), (17), (21} mit v =0. (21) mit v=0, V'=y,
n=—n, . -
(26) S=Bx 2 LD L _proigx  (23—25)
melzsy Mab=ta® b Hilfssatz 9:
Ve Y %3 &
( Lo 2x> { ut g lelutol d = f -+ f 42) m%"l m? /z“__ '''' '
Y o/ {m, n)=1
M M, Mo,
il V% ool -
Ve (33) > : f ,=2,
= B (o' 4~ x%) ( fcos put)du|--|sin (pu)du ) J- ! f W g ey . ol et oany TEE
o 2 rp b o
uu,ru 8 T
, T N
F e = 2 =
(27) =Bw*+xY)p *+Bpix *=Bxtm? 2 - B.x ma-1(22), (m )4 .

136 137


GUEST


12 Arnold Walfisz,
l LlJ(s]frIl“l(mod2
%8 sin
(35)
(w1, et {mod 2) ] = el fiir n==0(mod 2),
6 4 s?

(36) i oo =

= 58 75(3)
s==1 (mod 2)
co
P () 1
37 S e
7 ; s 76(3)
5= (mod 2)
S (m) w2
(38) DI

m=1 ’nﬂ 6 Z{3) '

S olm) L
39 B e
(39) ,,; m? 7¢(3)

m=1 (mod 2)

N e2n) _ 4+?

40 _——
( ) n=1 A 21¢ (3]

Beweis: (32) ist 7u (39), (33) ist Tu (115).

Alle Kongruenzen im folgenden seien mod 2 gemeint, p mége iiber

Primzahlen laufen.

-1 —1 2 3
Yol (1 — ,,1;) zn<1 — ,1A> T (1_&‘.1.«):?.?,2!’1@,
=0 m?  pin P ) P o » 6 G st
o0

]
(n=1) Z 1_= 1] (1 ——~v»1-_;) = (1 —_ 1“) I (1 1‘}) ' | (1 —-—~1Q)
=1 m ;ﬁnz P 2% p pElopin 14

75 6)
8 sin s*
(2] 1 1 1 -1
=0 =0 (1——_,;) — i <1__--1;.) 0 (1 ~_‘1,.)
=\ mt o\ P » P pin p*

(m, m)=1, m=1
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R (s)

PO

6 sin S
<)
—1

2 (:]____ 11 (1—“13)—:—(1-“1) [1(1_1)2_8 '
:, ) P2 23 pi 7 'é [3)
S 18 1 g
= st L@3) TL(3) 7¢(3) '
o

R I (e s
=omr P P! 8L(3)

2 elm) _ (1 — ,‘..1_0,)“(1_‘,14)

m=omt 2 P P}
it

T (1 — ,_1,)_1 (1 — __1_) — i
70 P P TE(3)

) O
N7 p(2n) X"ﬂp[n] on) _ 9 (n) Y (1) 472
e 2y ¥ S S —
,,Z{ nt o + Z“ nd Z nd ,;, nd 21 ${3)
u Nl
(38, 39)
Hilfssatz 10:
O (m 27
#— m®n?
ml2ve
" ,?I/z
: 2 ~L
=3 1~lﬁ?’+.x._» 272 logx
12 4 l‘. [3} 28 42 Vx V,x

Beweis: Ich bezeichne mit m,, m,, ..., m, die Restklassen

(42) my =0 (mod 2v); m, =201 (mod 2°) fir 1:=pSv,

Kongraenzen, deren Modul nicht angegeben ist, sind mod 2 gemeint.
p sei eine ganze Zahl mit 1=5p=v. Dieselben Festsetzungen

mogen auch beim Beweise des nichsten Hilfssatzes gelten.
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14 Arnold Walfisz, e I‘ederprobleme V. 15
Z _1 1 \ﬁ O 1 | 2"
= ). e — -
m* n* X el ied omRp A
m;i,l/z“r n 1/& v iV aven-sy ¥ o
(m2"n)=r (m, nn=1)
. B =)
v -
W =3 Rt +2 Ny LBy,
. m 1 o X mb o x W= mE T
Vi ! ml/zu. n V K e
" (. n)==1
(m”, 2Mm=r
. /2 0 1 o« 1B
=Y »Y 1 = Vi3S !
So= ). 2 e (42, 43) Vx A_J ‘L e ], P S }__, mz+y’2
rsV2vy mezV2ve, n v Vs ’""" 5 wiV iz maVas
r==0 (mod 2¥)  (m, 2*n)==r, m==0 (mod 2) - },12;‘1 (m, my=1
2 8 Y’ 1 . : . : .
= 2% 2 2, S (im zweiten Glied habe ich m, n durch 1, m ersetzt)
r;‘y"x/; mfil/.;,:;v n v e
(m, n)=r el /
1 A L ‘Y’ 1 - %O‘ J.,_’_B + B
(ich habe m, n, r durch 2'm, n, 2'r ersetzt) 1 x 4_/.) n\ &= m L mr g VX
iV (m, my==1 (m, m)=1 ]
L o R
rfr? mzby rim? nt oy 1 () /? 1 w(s) , B
=)/ X S—1 af2Y Kl N v T
o7 =1 =) N e l h Z D M (34)
. : 6 X Al 11 ol P 6 X o 1L G §° Jx
(ich habe m, n, r durch rm, rn, r ersetzt) nVo nzy xpy

= X 2 :
= . s
— m?n? —
mgl/x/z”  nstx ’Mm( ¥ .1/2“ : ]‘, >
[

1 1
— m? ;ﬁ; " Z

/2%, nsy mé]/x/Z“ s 1) 'k
(m, n)=1

(m, n)=1
(45] = SD! - S()g .

GO ~a 1 X
..... - 1 i 5wt
(46) Soy=-~ v TR 42 ) T
" ", /z:.;1 m* n? ’ ”2 n n 12
(m. n)=1
W

(1, n]~1

140

o
mynyis

...... 22 5 tee s

58 Vx

l 1,2‘

(ich habe #n, s durch sn, s ersetzt)

"N el oy l/2 Nl : 1.5
6)x &d 8 Ld g v s VX
o n;‘)‘.\’/,\ l 2 1‘ "zv
LB (44, 45, 32, .
yx =T N\ (s ]< Jog & -} b’logZS) |-
X
6 ’ § 'Il",c ’
1 Max (m*;n® .
LA ax T 2 v b (s)(yl‘ L 1B
m*n® X e V o x }_,,, ¢ \2 log v+ Blog2s) VX
s Lsiz
(44, 45)
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16 Arnold Walﬁsz.mw - o
= log x e) 5 ps), B (50)
—_ > 7 &9 2 VAT e
12 Vx (\21/ s Y Z/___ s8 _i VX
s=V x } xf2
cQ
o logx L e ( p(s) E_), B
1+72") R o s
12 VX ¥ ;:: s8 X VX
w? 5 logx , B
47 K (1 2 2) — (51)
“7n =50 + Vx | e
5 m2 n® “\logx |, B
w =T T [y iflax By
48 S== 124(3) k Ve | yx
1
e Ty e 43
f Z___r Z ——_— m2n? “43)
r;:]/z"x mp _] 2vx, n=l
(m, " » 2)=r
1
2 e 42
4 r Zv ﬂZ /1“ ( )
2 —F+1], v ms ;E et ‘I/\ n=Vs
. (m, m)==r, m==1
(ich habe m,, n, r durch 2¢=tm, n, 2¢=1r ersetzt)
— 1 1
Z;; bt r? Z et S Mt
re2 2 . fx— ;2 Va —— e o 1
r=l (/m n)=1, m=1

Teilerprobleme, V.

SF1 = 41;2 Z “‘73‘" ""')

21/.\:

2yx Ly on

S 17

(49 .50)

R ax I
m: 2 I/v P
(e, w)==1, meot

drmsed
my re==
(g w)=1, me

. Q T3
Sy y == }_‘ _
S, 2)/x
me2? Ve | N Vy
()=l mueat
B Y
= = Max (m%n3) (49, 50)
X nty, 1y 1/2 Y me
p— e =1
e D
o v m*n mn? Vx
mew Vo n: 2
(/n )1, me

(m. n)=1, me=1

Z 1 Z RN .

1 Z 1

- m? VX Y on Loy m
ms 22 nz=2 Vs m ’2 n
== y _N_E____ Z WI (m, n)==1. m= 1 m=1 (2 m)=1
-~ m? e
—e Yy T
m=2 ¢ 1/.;,11 Vi rEMi (2 1”'1\ H ]”\ ,_{B
(m, n)=1. m==1 rasl X
'(‘17 (5] fr- '} [a)
(49) = Z e >__‘ 1 1 X 1 2: 1 | 2 2 Z 1N 1 }_B
mint o mme e e s A T
5 et - /x 1 m* X now=r omE Y
N ne Vx et 2yx w ¥y [ll//rf, IS AT i I ; - 11/ . (m, 1)=:1 '
ns  x
st
— Z 1 Z 1
e : N C
Y m . 2"‘2“"'(‘“ 7o L. \j 1N ps) 4
m2? ’ Vi ns=Vs =V Min m lll. o 12 X R é\"lf $* w16 ) s*
(m, n)==1, m==1 e e ) n: I/ : v 13 X .
w0
142
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18 Arnold Walfisz,
2 w? 1 0. (8 B
FEALED BN S TTUNEY .
24 Vx RANVESNS (I [
ns2 Ve
re=zl
- 1. B o m 1wl
12Vx 7, s 6Vy oyy 8
st s
27 T Y 1 p(s) B
MEIES) o
24 x I nost [
w2 2 Vs
sn==1

=N rE
12 V’jcs;z 53 ( 2 log‘ x+810g ZS)

S==1

—_— /7__
121 Z;, (logyx ]—Blong)
=)

L v ()

L™ Lo i

! 16\,&@_:,21/;“ s ( ogVx+B 10g29>
Sa=sl

2w Bls)

() ( j; log % - Blog z‘s) o

L = B’
24yx v §8
2

KX

144

. Teilerprobleme, V,
TR ) NI N
484 88 2464 §? 645 s
50 gu=l
— 5, oo
L2 e | logx B
96 =i s Vx Vx
gea]
(52) (36, 37).
S, f,gt (50 —52)
Vx
O v 2 vl 2— Zr2 logx , B
S, s e e e oA | T, ) B et -
;-1‘ ! 4 ( 286 (3) + 84( (3 )[ ) VX +1/x
o T W
yw? T v — 3 og X
(53) = e — e 5 - .
s el 84 Ve T

(41) folgt aus (43), {48) und (53).

Hilfssatz 11:

(m, 2 n)* ‘ 2 VT
54 N
o4 nrr;zhﬁ m? ( 12£(3) + 28L(3)

)1/36 log x+ Byx,

nVx
3 v
< Lo v . S
(55) }__‘ (m, ‘29’.',)«?_: 2 u37° 2 Vxlog x -+ BYVx .
mesV 20 n 285(3) 425(3)
Vs
Beweis:
z (rm,2*n)* _ Z e Z 1
BT = — 2
ms I/ZH m? r:;.-{l/z va m,;;;]/z vy, n;’:,i]/x m
ns !/ (m, 2 m)=r

10. Prace Matemalyczno-Fizyczne, T. 45.
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Arnold Wallisz.

v

ZZ ,,22

=0 Vv

(56) =

(my, 2V m)=r

Sy = Z re Z

r;D (moad 2)

= > e Y

o . 2v m..
ry/ 32" mis 1/x/zvv nz |/
(my 7)) =r
1
=2 X
rgv/;;‘ mg—:—ylﬁ m "S] ;>
(ny m) =1

oy
m® rm
re)x ms % ‘/ w2

mn»J/zf\ n ’l/e

111:.,’.1/2";‘.“\'4. n:;“]/;

(m, 2° n}==r, m:=0 (mod 2"}

=2 2 )

= Z_" Z . ~ﬁtp[rn)+3 2

v

I ’“2 S (42).

==l

S (56,42)
e

/o mt
N O I v M
(/n, n) r

Nt
5 m
R
rs) x ) x
metel
;

(jedes Intervall der Linge m enthilt ¢ (m) zu m teiletfremde 1)

=% Z Z (m)—|—B;/;c

r 8
rsy e L a

7:2
r=y \:/2* r,il/r

(57 _Tﬂ( 3)

D>
> — 7-9*!1

m
[m.n):r,mzsl

Vxlogx--Byx.

1/2, (=S V/x
146

?(m)
DI

et 2L TR Y

~

m?

'l
- m
m> Ly V .&/2‘
r

(56, 42)-

icm°®

Teilerprobleme. V.
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. Lt m?
& et - ey
7522 ],/x m=2 z rE NS I
r r
r=1 (m,n)==1,m=1

= 1 m
=l/x rz@fﬂ:)+3 / 2
FoeH e —
Efz i ! =V e
+8 Y L
. m
vy me V2%
=
= / —+Byx 39
700 Vx Z + By (39)
<22_ —r ]/’T
= ¥
=——— VY log x -+ B /.
8L (3)
(54) folgt aus (56) — (58).
(m, 2 n)? -, 1
Vi e re .
n® Z/l_ Z__.. . n?
ral vx m.:gl/r xon $J/r
(2,2 n}=r
[ P
I I o
p==0 rs l/ 2% m, ;1/2“ £ n= Vs =0
[m 2 n)=r
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) \ | 1
Sr=3 ry i (89, 42)
7_1]’/:7.:{ :}1;7/;“_;, 115]/:
r=0{mod?2” ) {m,2" n)=r n==0{mod2”)

= Z 2¥r? ?

y z/z’ mz) X
(1 n)=r

1
=2}, X e 1

£ gLy
r

Txp meg LY w2

(72, n] 1

Ve 1
P

4
rE ¥ xpy n=

(n2,1)==1

r\l/\”ﬂ ns ’\'

3
S = 1 o (1) o 1 r
=22 yx ) — ; L2t L BYx e = By x
[ Lol + By Z/{ r 1/36_4 '

= SRy __—+B/x (38
6(3) r) a2
3
(60) 22w o BY
=——-——- )C 0g X - ’\‘
126(3) ‘ gx-By
r 1
S = 22y 59, 42
; Zv N Zv o 69 42)
rE2 ! Vo m,r.'«zz ! Vo ne ']/.v
ras] (2 )=z asad

v v
e R S W /
s ? Vi mz? ‘!{:3. , ,,;_;vl/,

re=1 (mn)=1 e

icm°®

R Teilerprobleme. V. 23
- 1
- 0t b 1
m;‘—ZT ——:J‘—l—'E
{m,2n)=1 ’
'(22' ~+‘A21 ©(2n1) —l~Bn)
o
iz - 155 2021
T N SN IE
et
rE2 Vi
r=t
2(:—{—%11:2 — -
=T ) +Byx 40
21L(3) o
=2 2 ' l/.v
r=1
o+ -;“
{61 = ‘xlog x--B)'x.
) saz( | Clog +By
32,
v 2 2 2 2 w2
D (.2 n ( T +—2- (2 +1—2))1 *logx--Byx (59—61)
— 120(3)  844(3)
mzV 2% x
ng}fx
2‘2 Y .3 ﬁﬂ 2? =2
(55) =< — )uclogx—rB;x
28£(3) 42 (3)
Hilfssatz 12:
1w (mn)?
{62) ";41 ab 6 mn +x3
an==bm
Beweis: Das ist 7y (18).
Hilfssatz 13:
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X
2y 1 1 J C e
63 — — § utdu
(63) 27:22‘/7, mn;#ﬂ ab
m“sjlfl * 2¥ an=bm Ty
n=V

v

(64) =

B30, w14
42

432 30¢i3)\ 12 28

Beweis: Der Ausdruck (63) ist

for v 212 F

5 5
) x2log x-{-Bx?

2 1 (% (m2np ) f \

— & _ utdn 62, 11

Zﬂzzwmn(6 2’mn +x9 ( )

m = \1/2 r

=1 Z !ﬂv.zv_.”]' d u+ Y‘ R

12 / m?n? i

m=) 2 x "v m.nz ’] 2w
x [ >

1 m, 2 n)?
=1 u? == 1 Bxlog?x 11

12f Z — min? + ¢ (n

1 m_<_:1/ A3
1 (572 - T 2227
5% vz . n v —_ |

= — |t dy — ——— (1= R U

12(12+ 4)_[ 12C[3)( +28}~ 42 )

3
X
3 5
X [zﬂ logudu-+Bx? (41),
3

genfigt also der Abschétzung (64).
Hilfssatz 14:

X
(65) ZZ 2y L J Hdu
=Vaovx abzixt ab;
;T 1/.— 2V an=bm v
nizmb x
(66) i 5 :
— x?logx~-Bx?,
30t, 3) (12 " ) °%
150
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Beweis: Der Ausdruck (65) ist

29‘
Z»WS’

6 22mn X2

ﬂ,(f%%zvnlg-g-g‘) {‘udu

m’]/Z" r.J
nil/—_ ’
1 (m, 2”11)2f B n
== — | ndu- = -
122% me . +x2 —m
msl s r, mng Vv x
n=V x
:f_[u Z m, g—-fl] du-+Bxlogx
12. ——
1 m=V 2’u
1/]/11
=2 1 v A3 . A
= [ L u? logudu--Bx?
12¢(3) (12+28)f ¢ +
3 .

geniigt also der Abschdtzung (66).

Hilfssatz 15:

(62, 11)

(11)

(54),

67 - L f wdu
ab
m= 2 x a,ng2 r,
/1(1/1, 2¥ an=bm
3 T -7\ 8 s
(68) == (2 3 _2 )x”ogx»{—sz,
30£(3) 28 42

Beweis: Der Ausdruack (67) ist v

X
1 m (=2 (m, 2 n)?
e — ez ndu
2::22,_. n (6 2xmn +x2)f

2% ry

2 ﬁ (m, 2“71)2
= ndu
P2 f +53]
m(l/ZV m nsV 2Vx
n<Vx

m

n

(62, 11)

x2?
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=2 lez (2 ) - Bxlogx  (11)
wvze "
'T_ l/ll
n? i, “a
S (——2'— 32 ) f u‘ log udu - sz (55),
126 (3 ) 28 42 ;
geniigt also der Abschitzung (68).
Hilfssatz 16:
_ N
(69) 1o mny —yjdumlﬁxz \
2 o ab=x? ab
el ¥ 2 an==bm 7y
Beweis: Die linke Seite von (69) ist
=B mn (w'—ﬁ]— ) K== B;VZ (m, n)* (62, 11)
mun
mng nn 1/2"
:sz ; 1'32 kwlexZ /'ﬂZ 3 1
r= l/zv X lll‘ll:jf;l/ 2’y r;g;;‘l/Z" e ]/ 2y
(e n)==r b
-\ 2 5
re le) =B x?,
r

&»

- - 1 ’ 3
- mAE— rzZL'a—‘Z nb /tﬂ-'Lr““cos {21:11 (2”? |- z)}dzz

@,
* r\l‘

S 1 1
=B Z -1 ]‘LZET“:I Z R e TET i - b

Bt s dheab” 0

&
ol
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1

—B 2 s2—E—E, Z

E, E = P
1 Ea=0 m.n;_:ivfz" x
1

. 2E— - 2F,—-
=B 2 x2—ﬁ:—fez m Zp

Ly I5=0 o
R m‘nj,;;l/ 2V

Hilfssatz 18: Mit

m2E—1 j2Ea-1

1
(12) SW=Y. gy, miiphe

B0 m l"f 2y
uzl x
L [ 2a b\
ut—EE: 2nu (= ——\ldu
X(;;\ abr,] COS[ (m /z)f
’ 2 anz=bm v
ist
5
(73) v =(2 B3 ) Bt LS4 Bt

Beweis: Fiir reelle v sei (nur fiir den vorliegenden Beweis)
(74) (o) =Min (v —[]; ]+ 1 —2)
{(die positiv genommene Entfernung von v zur nichstliegenden ganzen
Zahl). Dann gilt bekanntlich fiir jedes natiirliche %, ‘falls Min (1;‘5)—)

Eins bedeutet,

oo .
(15) Sin279% _ pMin (1, ------ )
q=k-+1 q /‘( )
0 .
(76) b (0) = — I»Z—?lfﬁ?’ﬁﬂ- (@ nicht ganz).
= q

((76) wurde schon bei (1

Es sei ferner

8) und (19) benutzt.)

(77) k== [x%,

1 2na2u 141 . 2=bu
78) sp(0)=—— o ) =—— Y — sin ——
(718) si(a) S_‘a e ;b -
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(19 splw)=B,t (W)=B (78, 75, 76, 2},
(80) <?3—) — 54 (#) = BMin (1 x (2 ”) ) (75— 78),
m

(81) $ (-”—) —ty (1) =BMin(1;x—2(—Z~)—l) (75— 78).

n

fcp(?‘:@)np<u)u2“5t—1=cizz—— {m (@)t () 2~EFad g
m n

v Ty

X

- f (4) (_23”211) S (“)) tr (@) ur~ B du - f (‘1’ (Z) — L (l"’) sp (1) w? B gy

Iy
v

X

-+ | f (q, (i—f) — sk (u]) (np (Z) —t (u)) W-EFa g g

0 = fn e (Y
—!-fMin <l;x—z (%)“1)du) (79 — 81),

2Yx
x m
. a2 uyT! m \
fMln (l;x 2(m‘ )dusz.Jr-fMln(l;x”z('v)‘ Yduv
r, s,

"

Zs : 2 ™

(83)=Bm f do - x—oH [ dv |=Bm ("' ! 4«1"“) w3 (11,74),
¢ y mx xm
o=+ @=L )
(89 ' f Mi (1;' 2 (Y du—
in (1;% (ﬂ) du=B (11, 74),
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(85) f i (%_u) i3 (éi ) WE—E dy f sp(82) by (1) u2=E—E: g g = B x2—E—F:

\ m
Ty Ty
(82— 84).
1 X
Z CE, E, Z m2E—1 2Bt f o (2_“) ! (”) w—E-Edy
E;, E,=0 mgl/}l—x 7 ! m ) n
ltf_ilf.\?
1 X
=3 s Z mAE— ppE f su (1) £ (@) ~E—Brd
El B0
m= I/ 2_ x r,
n= ]//),
1 3
— 2—E,—FE, 2E,—1 y2F,—1 2
(86) B z X Z  mEtn Bx (85).
£ui E=0 m, nél/z vx
x X
fSk (@) tx @ uEFdu= —1—,, Z L ?—E—L gin Zrazu sin ﬂud
T 4= b m
v r‘l
(11, 77, 78)
1 Z 1 -
87 = w—E—Ldy
&) = . ) +
zvarz:bm
X b
+_ Z "l*fuz—fl—ﬁﬂ COSIZTUL(Z a——*) ]-du
2752 ab | m nll
2%ans=bm Ty
! Z fuz’f‘_b=cos [Zﬂlz Za ~—|——b— }du.
2m2abEe g p 1 m n
1 £
V. (x)= —2~x5+ z CE, E, Z mFe=1 2Bt f Sp (1) 4 (W) P—E—Ead
12 By B0 s : :
ms 2_ x r,
sV
5
+Bx? (31. 86)
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1
=~2—x3—lo-1--— Z Cr, By Z mAE—t 2=t
127 2w el _

X

- l—b» J Bty
a

5

WTE Ly=0 a
2 an=hn ry
1 1\
() . 2B 2lie—1
2 2 2 2 gl e
! B =0 s 1/2*
n: | X

L u +Bx?

J

(87, 72)

)(\
N
21
& |

=

b
i

kel
1

o

Q

o

o

—_

M

a8

=
—
|

|

i

i
=

=<2,1+(5+3v)7:2)x3_ - (H_zz

12 432 305(3)\ 12
i . ‘5 5
2.3 2 ? :
P e X logx-} u[x] +Bx (10, 64, 66, €8, 69, 71)
28 42
5
2 (543v)=® 1 . :
(73) :(~~ A e S () - B X
12+ 432 }—27:” ()
Es sei i eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4; ferner
(88) r=ru..=Max (f’-lf Ay
2
(89) Cr = Cr p e ==, 5, 0 0 s
1
(90) &,y (%) == G WO N o e o
meaVavy
e, 1/2!".16
Ul [, (& 2¢b
X m-‘J W—E=F oog 27-u( l‘dzz,.
HZ‘ ab 1 m nl|
2Yan>>2"bm Ty
156

icm°®

Teilerprobleme. V. 31
Hilfssatz 19:
2 (54 3v)x? 1
91} V.(x =(7— — (X B.x
) Ve \12+ 432 = ) Son ()

Beweis: Ich ersetze in (90)

wov, By Ey,mna,b durch v,p, E, E ,n,mb,a.

Dann folgt aus (90) und (88)

(92) ., Z ko Z 2B ppE
ELE=~0 =
— ‘[ w—E—E: cos 2 u (2%-—?{&) | du,
a, b\ I
2“ml<2!lbm Tugw
(93) Cr, 00 =G m0=ts.5 (89, 10),
(94) ro,v =7, (88, 11).

(91) folgt aus (73). (72), (90) und {(92) —(94).

Hilfssatz 20: a, &, ¢, m, n seien natiirliche Zahlen.
vorgegebenen Tripel a, b, ¢ gibt es héchstens

B (L‘?':‘?l 1
Vab

m<;x n=

Zu jedem

X1 )
Paare m, n mit

=yx, an—bm=c,

Beweis: Das ist Ty, Hilfssatz 9.

Hilfssatz 21:

1

S lx) = L Z G‘E‘, £, Z m2E; 2B }: (ab(2an—2rbm))t
2 T, By oo a, bixt
[95) ) * 2van> 2bm
5
X xz"E’_E*sinJZRx zv—a——z-J—Lb) | ppsi, sin IZ’:I’(Z a_2b )] )“*‘BJC .
| m nl| \ m |

157


GUEST


32 Arnold Walfisz,

Beweis:
. v
A . s sin [2 7 1 (2 vvvvv 2 ) L7
{96) | u*FFacosi2mu za_ 24| du= | mn J
m n)l (2” a Zthb)
4 2 T e e i
m n

— 2 TLEA AE _ f yi—E—E gin [2 T (g.iA —_— ?.[Ib_) l du
on (zv znb) S m nlf
m n

97) ="1" S — ()c2 By E!stZatx( 24 21‘1])'
2m (2“afl~2"bnz) | m f

— 1 EE i {2 Tr (Zv - 21?) ! ) +-Bx\"EEmd nt (2 an — 21-bm)-?

J

(fir E,=E, =1 ist 2—E,—E, =0 in (96)).

m 1

Z mPEt 2t Z (@ byt x0—EEs 2 g2 (2 @ 50— 2t b m)~2
Ey, E;=0 me= ‘/T’—A a, bExT

1/2 " ¥ an>>2bm
n= X
1
=Y xi-EE Z mPEA p2Et Z (@b (2an—2-bm)?
-
By £=0 - a, b=a?

m/;//_:,‘;’ 2Yan>bm
[é

= Bx? Z Z {ab)y'(ran—2+ bm)—2
/v 5 @ D=0
m=) 2y s 2Y an>2'bm
n= 1/2'”

(98) ~= Bx? Z = Z ------ > g

ms I/Z".\MI ]/ZH
2¥ an—3¥ bmsae

. 1 N1 (ab
== B x? —ie L\
{99) i L_lcg(v

p’;€~}—1)

(Hilfssatz 20 mit 2+ x, 2 a, 246, ¢, m, n statt x, a, b, ¢, m, 1)
158

B Teilerprobleme. V. 33
3 o b
=55t Y 4 | pe 1
4=t ¥ 2. @b
v (a b] v 0=
5o o0 oQ 3 5 3 % o
=Bx? d (@b) *++Bx” =Bx?® d—? ab) *
dezl (a. g]:ld l_ (7.::1 a;tl ( ]
a, b)=

5

100) +-Bx®=Bx?
(95) folgt aus (90), (89), (88), (97) und (100).
Hilfssatz 22:

1

{101) 6»,“(:6):1 Z G, 5 Z LZ 1 L

2% E L E=0 ab=x® @b 5+
ezt (2% g, 24b)

% Z m2E B B Eagin 2TXC _ app G 2TTC

J— S mn
m=V2vx | n<V 2b% mn
2¥an—2"bm==c

5
+Bx?
Beweis: In (95) ist
{102) ran—2bm=ran=2 #Yrx =2+,
. 1 )
1 - 1 1
(103) G =L X Gn 2 LN
2T ELE=0 a3 ab ety s €
X Z mPEs g2 ( PEBagin 27%C o gy 2F1C >
m=V2vx , nsV v mn mr

2Yan—2tbm=c
5

=Bx® (95, 102).
Behalte ich in (103) nur die @, 5<<x® bei, so ist der Fehler

1
=8 > [ X . X |1 X YmweEerecs @)
BRI wome T w0 G | St vy, nsi/iie :
= 2Y an—2t bm=c
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I DI o N VN VI

x <b=xt ab ety c om l/é;x ' n;;-‘/ 2bhx
= 2Y an—2tbm=c

ey

(e )

(Hilfssatz 20, wie beim Ubergang von (98) zu (99))

5
(a, ) ~ 1 i

- B x Z g S.' m.'i3 ;—JVV Xl _”Lv: | B -&
= [a b] 2 =27V

__Bx‘f (a,b) + Bx? 3)
(@d)®
545 3 3
—=Bx"® d3a *b6 "4 Bx®
bz
shoo 3 s
=Bx’ d“zz a *+Bx?=Bx?,
d=1 o {?:
d
Also ist .
9 1 Y 1
o=t 3 pnY LY 1
v ~
2% B E=0 abed @b it €
5
C TXC ., 2Wre 2
X Z maE: 28 | sp—Ems gin 270 pamtimy g 2T ) Bt
mi mn

171;%;]/er;, n=) ;P:;
2V an—2tbm=c
und hierin ist wegen
1
| i
e B e Ay e &
c=2an—2rbm=2van=2 X"k 2y x

s
. b ey g 2
die m-n-Summe fitr ¢ 5201 x leer,

Bevor ich weitergehe, schicke ich einige einfache Bemerkungen
voraus, die sich auf die in (101) auftretenden «, b, ¢, m, n und r
beziehen.
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Es sei

(104) @a,2b)=g 2a=oag 2b=pg.

Ist die m-72- Summe in (101) nicht leer, so muss g in ¢ aufgehen:

(105) c=r1g.
Die Lésungen von

(106) Zan—2bm==c,

d. b. von

(107) an—fBm==r

sind

(108)  m=my=m'-tah, n=m=n-4sh (h=0,1,2,..),

wobei m=m', n=rn" die Lésung mit Ikleinstem m' >0 bedeutet, Es
ist also

(109) an'—Bm =,

o ’ N
(110) 0 m =a, o<,v,r=i_v|:ﬁﬂ.<,__|_g.
o o

Von jetzt ab bedeuten 7, 1 die durch (108) gegebenen Funktionen
von /; damit hiingt auch 7 nach (88) von % ab,

Firr das folgende wird es nétig sein, m und 1 als Funktionen
einer stetigen reellen Verinderlichen zu betrachten. Um aber Missver-
stindnissen vorzubeugen, will ich dem % seine Bedeutung als ganze
Zahl lassen und lieber

(111) my=m'-oau, n,=n-4gu

schreiben,
p — -

Hilissatz 23: Fiir a§2<‘2‘“b ist m =

2

n Fir a>27% b st

Y,

=2 * p dann und nur dann, wenn =5 und nur dann, wenn

By oty ( =y

Beweis: Fir az52 % b ist c=2 P b\n—2? m) (106), also so-

vl ] vt v—jt

gar m<2% n Ftr a>>2 2 6, dh. o2 p (104), ist m=2 °® 1 mit

11, Prace Matematyczno-Fizyczne, T. 45. 161
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v v )
3 __22n'\a22 8

22 n'—m_ .
- - 2 A2 — A [’j..

e

o 1 o 2 (g Ao B) gttt (- ad) (110, 104).

Ich setze jetzt zur Abkiirzung

Min (}@?:ﬂ( JBE=)
[7A

(112) ! B
Dann ist
/x ., oy < 7= 1),
(113) X:BUT}B—I—:].[] eine beliebige Zahl des Intervalls 0:=:j=:1)
Hilfssatz 24: .
1 2 :
(114) G =71 >, Gr, Z,_ ,abg v T
g, £y=0 bz’ ) '21"{"%2' o
) Y E

e 2B 2 | x2—E—Es gin S
: mn
4

£9 ghsX
Beweis:
1 1
N 1< . 1
{115) &, (x)= Z O,z Z b L .
2= Lhey=0 absix? avg . Lo l
2wl

. 2TXAG Bl 1 2T

{ 28, 2B | 2= EiBagip 20006 bty gin © 7
>\Z A R\ X S mn

Ozntzis N
5
+Bx? (101, 105, 104, 108, 112),

4
Tasst man in (115) die £<(x? weg, so ist der Fehler

1
Y 1 Z 1 M5 s gl (88)

B 1
TE=0 a, b=t ab R ]
e b 7:§52'L+'"x2+ 1 o<y ?

162
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m
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t L
—B Z Z LN eiptess
E =0 L, aby = 4
. by 3 r o
a, by g2t T2 0zhx 9
25+ =
=Bx =Bx (3).

Hilfssatz 25: Es seip——v;‘ und q—é ganz, 0 =p<Tq; f(u)

im !ntervall P =0 q reell und zweimal differenzierbar : J" (1) dort bestin-
dig==owund=Bo, wo © eine von unabhéingige positive Zahl bedeutet;
F{u) dort positiv, F' (1) vorhanden und stetig.

Dann ist
q
F(#) sin {Zﬁf(h]}=B(F(p)+f[F’(zz)fdlz)((”fu‘+-%),
PERZg Vo

»

also, falls noch F'{u) >0 vorausgesetzt wird,

(116) S Fiysin {27:f[/z)}=BF(q](q;x"E +}J_)
0]

p=hzg \

Beweis: Das ist 7y, Hilfssatz 15, der eine leichte Folgerung
-aus dem van der Corputschen Hilfssatz 14 von T ist.
Hilfssatz 26:

1
{117) & W= > Unsz 1 1
o=

E., Ba=0 = ab T
s a, by g T 43 7

: . . 2TX
X Z m2E: p2Es x—Ei~Fagip ST 2VE
4 mn
x 9 =hEX

5
{118) =Bx*,
Beweis: Es sei
4

(119) ¥’ SH=H=2H=2X, H und H' ganz,

1 1
120 s=H——, g=H = .
1120) P S 9 + 2

Aus (111), (120), {119), (112) und (110) folgt
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1\ - , 3 —RBux
(121) my = mpy=mg= m'+"‘<H’ +- )% 3(m’ 4o Hy=3my=Byx,

(122) mpy Snu=ng=3 (W -+8H =3nr=BVx,

1., .
my =m' - o <H- ;) = % (' 4w HY 22 4 (m' -} 0 H')

(123) 1
=t (H )= g
(124) np = — (W+BH) = =1y,
1 1 1 __ 1
125 o < L= 0
(t25) my m-aqg aH 4
%X
1 1
(126) " =
q Bxg
1 E R —_1
(127) qg=m, ngtu g %

(128) ) = X8  Fo()= i 2Es 12
Iy Ha
(129) [OH :fl” (L]].
Dann gilt
(130) Aw=—-"T8 an,sm) (128, 110),
(1)
S )= [“2} ,Yf’;‘ (et 12 - B 1) == o0 oty 1)
My Ily)?
2 x Y g 2 A p
= [“1-’-1—]3 (et 12— B ) = 3 o my 1)
sren fiy
(131) - "(if;f« (e 3abmm) (111, 109).
wiey
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Mit wachsendem u nimmt f,"(z) ab (131), da m, und 7, zuneh-
‘men (111). Also ist

o =A"O=L"W=A")=Bf"(g)=Be, (129,131,123, 124),

F'y (4) ist stetig und positiv (128, 111, 3); p—~——;». q—% sind ganz,
0= p<¢(120,119). Also darf (116) auf die durch (120) (128), (129)
gegebenen p, ¢, f;, F;, », angewandt werden:

. [ - 1
132) D' F(h)sin (25, (k) =BF, (g) (gvor-+ *~) ,
pPEI<g \ oy
N 2 1 |
{ E, 112Es o Y18 __ ‘ = 132, 120
{133) mE 2 gin S8 o By 2B g 25—‘(6]1. [ "_—:) (132, '
“ mn oo ‘+w1 128, 108).
. ot 1ot 3 3
mPEnt gy o =Bm@tnEme gt e B Fxlyigim, ‘n, °
R T
X\r+a’g m,?n, 2) (127, 129, 131)
1 3 1 1 1 1 1 1 1 1
= S : 25—~ 2E~-1 1 1
=Bx® my i, iy gty 2g 2 LBy, % n, gl
1 4 4 3 1 2 2 1
B pE— L 5 B 2L
=Bx? ® * - Bx? ’ ‘vt (121, 122, 125, 126)
7 3 1 1
Etb k3 EtEd g -
{134) =B=x ®eyv” +Bx Boy?,
1 O S T S S S ¥
Mg e~ == By 2Eipg 2o, ny® x Py g o 'p Pmy, *n, °
o)
b (129, 131)
.‘_1 _ 1.7 _'-17 . 1
=Bx Pmpbtigpiity Py tg 2
1 mpl L L1 RN
=Bx "myxtix *y %o ' P=Bxfifiafy o *p ?
(121, 122, 110)
1 1 1
(135)  =Bxithalg 2y 'H
H 9w 2L 3
(136) Z IR 12E 2~ EiE i ST TE g 1 g y?
=k mn
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1 1 1 1

1
2+
+Bx ®gy*-FBxa’p 'y *H (133 — 135).

Ein bekannter Kungstgriff ergibt jetzt

27y TR

Y s ebgn 2518 _p gy
sl

4 min

29 <h<x

AT S S S
+Bx ® T gyr L Bx2aTE 24 TxZgt (119,136, 113)

7., 3 oL, L 5t 11
(137) =B x° ‘5+g72 —}—szl—“‘_* g1t +Bxra 2 2y 7,

Setze ich (137) in (117) ein, so folgt

7. S

S ()=Bx ®7T D (@b Z 7

a,l:,gx"' e .1, -+
152 xz
T 3 :; _3
BT N @yt Y ST BT Z (@b 2 'y (104
(l‘l/;j.\ra e _E. +a a.b==1 ]
1252 x2
szz 1 a+ +2+Bx2+ 13+H+ !”sz
5

(118) =Bx? (3.

Hilfssatz 27

(138) S W= Y GCaz Y ig‘,}: L

p?
p—y =yt
a2 2 b =
X P2 ks pr—ti—ti g 2T E.
“ mhn
19 <heEX
5
(139) =Bx2,

Beweis:

e
(140) (a§2 z b) m %2 n r=—~ [Hllfssatz 23, 88).
166
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o\ -1(”Z >2E‘ , 2TnYg
) nt{—} sin —=- 138, 140).
oy n 20 m ( )
X o hEN
oo —r
(142) (a=27? b) o2 B (104).
nop 4 1 . ’ !
ag) P =T p T ™% T _ BT (107,108, 110)
m o am a*l n B B n g2h

G =)o)

(3, 140, 142, 143),
3 3
(145) nt—pth'=Bn—BH)n =B x* =B (1+ B x? (108, 101, 110),

2rmnyg _2mib_ pie
2tm o u?

(146) sin CLLAT . sin gir;ib == B Min <T,£;r;, 1) = Bl'ﬂ/—g .

(143, 104),

2F, 2E, [
(M) gin 2T — Bt at (i> s'm2 b

n 2rm B o
25, -

"(34]24(&) (sinzqt’”gwsinzlfb)
[ 2+ m o

o (nt —pt Ay [ P n 2ETE s (T M [E\E g 2R e
g C2rm n B 2tm

7 1 3 -
(147) =B A% 1g? a~t-- B+ x? |- Bx? 55;2- (142, 146, 145, 101, 144),
Ersetzt man in der /2-Summe von (141)

28 « 2
nt (i’i) sin 2218 qureh pt 4 ( ) Lil)
n 2tm g o
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so dndert sich nach (147) &,(x) um

h=X

7
h? »}—Bx

12(7‘,_ a biosh

s §

=82, ab;rZ 2

1
1+ Bx? Z ,,,,,,,,
Py 2t a, bigad

vE

: 5 oo 1
=Bx? Z (aba’* e

T
A )

abZ’ Z

I l/zl x

ER L 9 4
) +Bx* 4 Bxti-Bx* *
ab=1

_5 3. 5
(ab) ¢4 Bx? =Bx?

1
2(x]=2 QMEE-D Gy g 2 L !

Lili=0

ab=ixt Ll[]g i

ShEX

1

25,
(149) = Z WEAED G Z _L Bt (ﬁ)

le

K :_;x E 9

Vorx —n

/5% o ot
(150 V2xE—m
a g

“f

168

(104, 3).

(141, 148)

_WZe—y2rayxty oy

erY =0
(109, 142),

icm
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5% —
(151) X:L—’;—i (151, 150),
. Al 2
{152) 24 - By g. (151, 110).
T :
x o

{man beachte, dass die letzte 4-Summe nicht von 1 abhidngt und

Ty b
Z L sin—zri('f)'ZB

(z. B. 75,76,2))
1 7 @

(104, 3)

: Bxi—Bxt .

(149, 152)

(142)
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Hilissatz 28:
1
N 1
(153) &= Grg Y. :
Ey Ey=0 = . 4
Y Z 2 B g2 Br p2—E—Es gjp £
4
<7 shax
S.
(154) =Bx"’.

v—u v

Beweis: Fiar #<2 Poa, k>4 (- ab) st mT>2 2 (Hilfs“

satz 23), also r="—721—— (88). Ersetzt man daher in (153) r durch _,smst

der Fehler

(155)

(156)

(157)

(158)

170

-5y 2 Ly Xt (101, 88)
a, b=x ab - lz*14‘L+l'+1(7+ﬂl'J
Z Z 4B Y] Z -
a, b, \ a, b 5
' w'c T‘—:.-
%—\—a 2435 %
=Bx +Bx =Bx (3).
1
€, ()= 2 DUEAED Gp, g, )
E, E==0
b2 zra
X > ¥ 28 1—Bx§ (153, 155)
: Z m 2'n ’ '
t'g;f;h;fg\
b > =y
<b<22a p<i2 e (104).
n g =
»—:B(———[——f—-):B(M_ a)::B([a-—}-x“ 9>m35 (143, 153),
m o ath V/
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g \ 2Ea o\ 25, 3 2 3 -
(159) ('?) — (x’) - 3( (.”) _ ( 9) )__: B gt (3 143
m o L\ m o a2 h ah 158, 157),

3

3
(160) m*—o'lt==B{m—oah)md=Bin' x> =Bo x>

(108, 101, 110),
2rmig  2mya

e
- 143, 104),
2'n ] g2 h [ 104

ALY SN /g
(161) sin 7 sin 5 ——BMm(JJ/ ; ) H
2E, . . 2F, P
m? (—’—l ) sin 2FMUE i (B—) sin2 " 12
m 2'n o &

— i (Jrj )2E;I (sin 2% an 18 sin 2%y a)
@ 2'n B

2E, - 2E, G \2E; P
=+ (m*—at k) (—ﬁ') sin - 2rmig -+ m* ( (i) — (—‘—) )sin 2zmig
o 2n m o 2'n
71 3

(162) =Ba'h’1g’ 1+ Bux® - Bx? Lh (157, 161, 160, 101, 159).
o

Frsetzt man in der %-Summe von (156)

2E, = 2, -
mt (‘—’E-) sin 2778 Gurch ot 114( ; \) sin QAB{_E'
n

m <A

so &ndert sich &; (x) nach (162) um

L
TR +x~~)
ah

a, by abgy\xlx [BRIEES
o
-Bn%‘?ﬂbﬁtg 2“ Zﬂh +B"x Z: ab Z h;ﬂii&

a biEs sV ave

+8e Y AN Y L g

sab 1 — f

ot
R =22
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Arnold Walfisz. ] Texlerprobleme V.
5 o ( 111 )“ 9 4 [ 4
— B 1 2 igt o2 x| 4 - 2 *— 5 8) V% — 1/ %
Bx® Y laba'pte?] +Bxt-|Bx = V2te—y2B)yx—yx (109)
a, b=:1 of
&) 2 *2‘ 3 1 L 1
_ _ —p—yeml e — B L - —3
(163) _ Bt (@b) 4 Bx?=Bx (104, 3). ey =L (2 E “x‘,):x‘ (2 — ?1)\}0
a, b=1 . f’ﬁ o [3 -
. 1 1 (166, 165),
- - o '
(x v (EcHE—2) (§ Eo L L S - ¥ 2 x—m'
Ry ,Z abg “ (t68) X 3 (112, 167),
T e
2 —
bz ? a (169) Y. mi= > ht BT (168, 110),
5 4 4
28, - 3 >
% Z it (S) sin 2',},@ 4-Bx? (156, 163) x % max x?
Py o 3
xgighi«}\’ ’1—\ . 1 @ 2E,
&, (x) = v (Evt-E—2) (§ %3 L
3 Ezf-o E“E’Z ﬂbg” (0)
% Z 1 yn2tia
17
.\‘“‘i
Im weiteren Verlauf des Beweises von (154) soll
-8y - £
fadan o . ab
_L_;, a, biix
(165) x>2% L3 e
b2 a
angenommen werden (rechts steht eine absolute Konstante) - 5 & 2 2
=Bx® Y L Bx?=Bx" 2 @b) -;_szszz (104).
0 — v 2 H (L a, b=l
¥ 21\ o— | zvﬁ 2' at 2(1 - I 1 oy (157) ah -,-f-;m )
V2ra V2B pa B
i 2 I
1 . 1 .
166 == 104, 164). Hilfssatz 29:
(166) 2 (@ - B) T et g (104, 164)
PR . _ ;
(TEJC”Z> V2t —n' Y2 x— m_ (V2ra—y2p) ) —7 ‘ (170)
g o o f
172

S, ()=

Grm 2 2
1, Ty=0

abx

1
g T oy ; 42 1

sty s

173
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% Z ks b Bl gin 27T T8
. min
x 9 X
ngv n
5
(171) =Bx*-

p—

Beweis: Fiir Iﬁ 2y ist /::’?ll (88), Nach {170) ist also

%

1
B G U1X 1
72) & x)= Z 2UEALD G, L =D

B\ =0 atah & b &7 pl s ! i /
x4 e 2"y 2

m\£. | 2mnyg
nt sin ~———— =
X 42 (”) Ry

x9shEX
iy

m=2 2 n

Ich mache wieder die Annahmen (119) und (120), setze jetzt aber
tiberdies voraus, dass

(173) m=2?ntir HSh=H

ist. Es sei # eine beliebige Zahl des Intervalls p=:u

719) fol) =218 By (@) = 2B s,
2t my,
{175) wy == f,"" (q).
Dann gilt .
(176) £ () = l@’?%?i.fo.?l!l.T & Tfﬁ.; (174, 111, 109),
2% 1m,,? 2,

) frrw=2T28 (17, 111),

20 my®

Mit wachsendem & nimmt f,” (#) ab (177), da m, wichst (111).
Also ist

o, =L" () SLH" W=f"p)=Bf" (@y=Bw, (175, 177, 123),
174

©
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Fy () ist stetig und positiv (174, 111, 3); p-—é-, g— 1 sind ganz.
2

0=p<q (120, 119). Also darf (116) auf die durch (120), (174), (175)

gegebenen p, ¢, f,, F,, ® angewandt werden:

(178) > R (ysin{27f, () =BF (g) ( g Ve + {/1,_) ,

palsq

)
>

Kl

Al mA\Ee | 2wy 7, \ 26 p—

> n“<~ ) sin ~~—3~l—f‘§~=B/qu(’:J») (q ! mg-}mﬁf) (178, 120, 174,108)
1 Vo,

W= n q

1 1 3 1

o[ Mo \2Es vy, a1, 3 ~%~) (121,122, 119
= B x* Hyuo ’ -+ m, ) ! ' !
( /zf,) ( T8 my Lmglnmyy a g 120, 175, 177)

3 2 1 1

}_ e - el .—7)
=Bx3(H7a2 go *x *Lx*aHy o %] (173, 108,125, 121, 110)
4 ! 9 1 ‘

— i ,,,1
(179 =Bx*gyH--Bx*a’y H

Ist fiir ein gegebenes Tripel @, &, v die #-Summe in (172) nicht
leer, so lduit 2 iiber ein Intervall (Hilfssatz 23), Zerlege ich dieses in

\ Y m\2E. 2m 3 %3
> ﬂ‘(f) sin 228 =Bx} gy X+ Bxtaly X
£ n 2t m
(113)
1 o141
(180) =Bx'gy+Bx*e g "y .
T U s -
Cu=Bx" D L 3 14Bst 3@t Y
a b @b oot !

74‘22!“I Yx? . T>xﬂ44
(172, 180, 104)
51, ) 5 :
=Bx> ¢ 4Bx'=Bx’ (3.
175
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Hilfssatz 30:
t

. 1 1
181) @M= D Crm D, o :
£y ;;0 n;xa abg 1 ” 1,.¢_,',‘ 1
o4 <2 oot x?
ki . 2mr g
\ 2k pfs pr— B gin S22 18
X 42 min
xﬁq X
v
m>zeD 2 p
3
182) =B x®.

vt

Beweis: Fiar m™>2 * n ist r={g; (88). Nach (181) ist also

1
~ R . 1 1
W83 Syr= N 2EEN g Y
E, £y20 a, bzad ab g 7 U
L s . e o
vhagrn o 2
n\2E | 2mmn
e Z mil " S‘n,z‘ﬂ.‘fg,
4 m 2'n
x9 shaiX
il
m>>2 2,

Ich mache wieder die Annahmen (119) und (120), setze jetzt aber
iiberdies voraus, dass

v—p

(184) m>2%nfir HSh<H

ist. Es sei # eine beliebige Zahl des Intervalls p=Susq,

(185) folwy = — 2 ) s o
201y
(186) oy = f," (9).
Dann gilt
(187) £ (W) = _}(ﬁ_}g»z’,,_:_—"m»/g‘,y,“] 8T g’: (185, 111, 109),
2V 1~ AN
(188) Arw="2"PE g7 1),
2vn,}
176

icm°®
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Mit wachsendem # nimmt f£,” (u) ab (188), da n, wichst (111).
Also ist i

oy =f" () = f,"" (u) =H"p) = Bfy"(q)=Bw, (186, 188, 124).

Fy'(u) ist stetig und positiv (185, 111, 3); p——-—lf, q—mi sind ganz
2 2 '

=p<q (120,119). Also darf (116) auf die durch (120), {185), (186)
gegebenen p, ¢, fy, Fy, v, angewandt werden:

= : ; /= 1
s 3 AW sl =EAG) (qVe+ ).
z w g 2L,
n 57 T ~ 5 J—
S ( ) PELIIT I ( /z,, ) ( gy r L) (189 120, 185,
=H m 2'n g Vo, 108)

1 1 3 1 1 1
o[ na ZEQ( T 7,5, 3. o5 —3) (121, 122, 119
==Bx?| X Hyg 7 ne’n,y B 2 2 1SS S
( mH) B g Ttn et BT 120, 186, 188)

ks 1)
X 3 Xt (y+EH) B 2)(184,108, 126,122, 110)

13
=Bx”(!—[~{(52 e

z..

4 9 9 1
(190) =Bx3 gyH 4 Bx® +Bxt g2 4 H,

Ist fiir ein gegebenes Tripel @, b, 1 die #-Summe in (183) nicht leer,
so lduft 2 iiber ein Intervall (Hilfssatz 23). Zerlege ich dieses in Teilin-
tervalle /=A=' mit (119), (184) und wende (190) an, so folgt

25, R 4 9 9 1

n . 2T my e et i
> m"(’—ﬁ) sm-—i”z—rg——-Bx:‘ g1 X+Bxt L BxT T 1 x
4
X 9. his X

=
mi2 2 n
4 r L 9 1 11 _3
=B x3 gyx? -Bxt  fBxt flylxta 1§ 4 (113)

11 LN o1
(191) =Bx® gy-+Bxt "4Bxi a4

N v 1 x 5,
& () =Bxi Y, LY 1485 Y &17)- L
¥ 1 1

ab g s ab=xl
= =+
et bzt

L
Ty

12, Prace Matematyeczno-Fizyczne, T, 45. 177
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—_— Ss) N
+BxCY @by f D (183,191,104)
5t 9 g 5 S
=Bx? ¢ L Bxt L Bx? =Bx? (3).

Beweis von (VI): (91), (114), (118), (139), (154), (171), (182).
Beweis von (I} (V) mit v=0 und (1).

Beweis von ()i Zur Abkiirzung werde gesetzt

(192) )\=—;—(C—Hogzﬁ—1),1L:-3»6£25W.
fToz(lz)dzz=f’!‘02(u]a!u+B
0 1
- f (ﬂ”—)—-l)zdu + f (T‘,l () - (T[ >2> du-|-B
/3
(193) = F f””] du-+ x4
u]—|—)\HT (@) 4 T(‘” 2| du-B.
(194) fz%@du chfTﬂ(u du—k—zj {Iz(l(]lill 3px—1—8x2
l 1 (11, 193).
g TE_ 1 L (5 U 0 g
le=1) u 2+%"/ n P(n) I u LV nl)(n) B (6).
— XZ@ =>_ K u L u\du
[Tfanmit s L o{r] oty Sl ) B

1178
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1
(195) _“+S“ =3 n+Z nmn—l—Bx '=.§+Bx“z‘ (2.
n=V ;n— ’Vr;. 2
.\.‘ 2
J Ty (4) — T(” +>l T ( ( cizz—BJ W 5 logudu—
1
i
{196) =Bx? (4, 192).

X

f TEwdo=@p+r+1x-+Bx? (193—196)

o

0 _ ( (9:’;;%2 1) g :4 )x BT (192).

Hilfssatz 31:

(197)  Py(x)=8T(x ( 4 >
(198 Pi(x)= xl-“() (’“)“3’”(8)

(199) P, {x)=2T(x)—2 T( )+8T( »-)—32T(%>.

Beweis: (197) ist 7u (106), (198) ist Ev (219), (199) ist Eyv (220).

Beweis von (III)—(V):

(200) fl*oﬂ(u)du-:z“ Vo ()21 V, (%) —ouy, ( ) LB (197, 1),

g
(201) zfl’“(u]dn-—z‘ V, ()25 V, ( ) o2 vo(m>+zwv ("g)

_x v( =2 VL( 4)“2“ Vl( )+2W(4)

L2 Y, (“é) 21V, (_)4-3 (198, 1),
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Arnold Waliisz,

x

o [ Pew@dn=2 Vo4 vl 3 )2 (5] vl %)

180

2,_

~ EAVEPITRVN IR PP RV 28\/‘(,{)
’*2‘\/1(2)' 2 V1(16) 2 2(8 + g

21V, (1%) —2u VY, <12) +B (199, 1),

0

1
(II) — (V) folgen aus (200) — (202) und (V).

Rados$é, den 1, Juli 1936.

(Eingegangen am 8. Juli 1936.)

Tadeusz Rakowiecki.

Détermination des orbites des étoiles doubles
spectroscopiques d’apres les positions opposées.

Nombre d’étoiles doubles forment des couples si serrés, qu'aucun
télescope ne peut séparer leurs composantes. Clest 4 l'aide des obser-
vations spectroscopiques qu'on démontre leur duplicité. Les lignes du
spectre de telles étoiles se montrent déplacées de leurs positions nor-
males. Ce déplacement pourtant ne reste pas constant, mais il varie
reguliérement pendant une période déterminée. Les raies du spectre
font des oscillations de part et d’autre d'une position moyenne. Confor-
mément au principe de Doppler- Fizeaux, on explique ces déviations
périodiques des raies par les variables vitesses radiales des composantes
du couple dans leur mouvement autour du centre de gravité commun.

L'intervalle de temps pendant lequel les raies font une oscillation
compléte, c'est la durée de la révolution des étoiles ou la période de
leur mouvement orbital. Quand la distance entre l'étoile et I'observatoire
augmente, les ondes de la lumiére émise par l'astre, deviennent plus
longues, quand elle diminue, celles-ci deviennent plus courtes que dans
le cas d'une distance invariable. Il en suit que dans le premier cas
les raies du spectre sont déviées vers le rouge, dans le second, vers
le violet. La grandeur du déplacement est proportionnelle & la vitesse
radiale du mouvement rélatif de I'étoile par rapport  la terre. Entre
la vitesse radiale W d'un astre et la déviation observée de la raie
du spectre il existe la relation suivante:

N—
W=299860 * -y L kilométres par seconde (1)
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