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TEORIA SPREZYSTOSCI W PRACACH
WLADYSEAWA GOSIEWSKIEGO

W artykule przedstawione sa wyniki W. Gosiewskiego z lat 1872-76. Przy
zalozeniu ciagtej struktury o§rodka sprezystego, autor wyprowadza réwnania
klasycznej teorii sprezystosci, rozpatruje posta¢ zalezno$ci tensora naprezen
od tensora deformacji, jak réwniez pokazuje, ze lokalny ruch osrodka spre-
zystego opisuje — podobnie jak ruch ciata sztywnego w znanym twierdzeniu
Poinsota — toczenie jednego stozka po drugim. W pracach z lat 1875 1 1876
autor, w oparciu o mechanike newtonowska, wyznacza sily miedzyatomowe
molekuly.

1. W latach 1820-1850 i péZniej panowato duze zamieszanie i toczyly
sie gorace spory, szczegblnie zywe we Francji, wokot podstaw mechaniki
oSrodkéw ciaglych — zaréwno cial sprezystych jak i cieczy. Pierwsi meZowie
nauki jak Navier, Cauchy, Green, Poisson postawili jej gtowne zasady, a Cau-
chy wzbogacit jq jeszcze nowemi odkryciami. [...] Pomimo to wszyscy prawie
wymienieni geometrowie jak i ich nastepcy wyszli od odmiennych wypadkow
pisze Gosiewski w [1]. Wszyscy byli zgodni w jednym, Ze znane wtasnosci
osrodka wymagaja przyjecia, iz sklada si¢ on z nie stykajacych si¢ ze sobg
i oddziatujacych na siebie molekut. Cauchy, Poisson i Saint—Venant podali
dowody, w ich mniemaniu poprawne, niemozliwosci istnienia oSrodka ciggte-
go (Cauchy siegnat nawet do argumentéw teologicznych). Przyjmowano, ze
wzajemne oddziatywanie molekul ma charakter newtonowski — zalezny od ich
odlegtosci i majacy kierunek taczacej je prostej, kolektywne ich oddziatywanie
wyrazalo si¢ sumg nieskoficzong, ktérg na rézne sposoby aproksymowano
catkg —1i tu pojawily si¢ spory i niezgodnoSci wynikéw. Sam Cauchy, ktéry
wyrazit sity wewnetrzne z pomocg tensora naprezen, nie zrezygnowat z préb ich
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obliczenia w oparciu o oddziatywanie molekularne. Ciekawy opis 6wczesnej
sytuacji mozna znaleZé w pracy O. Darrigola [5]. Dodajmy, ze Sciste wyni-
ki dotyczace wspomnianej wyzej aproksymaciji, i to jedynie w szczegdlnych
przypadkach, np. struktur okresowych, pojawity si¢ dopiero w ostatnich latach,
por. np. [6].

W dwoéch obszernych pracach ([1], [2]) zamieszczonych w I tomie Pamigtni-
ka Towarzystwa Nauk Scistych, Wiadystaw Gosiewski pokazuje, ze podstawowe
rOéwnania teorii sprezystoSci mozna wyprowadzi¢ w oparciu o zatozenie, ze
osrodek jest ciagly i ze jego wtasnoSci mechaniczne w petni opisane sa tenso-
rem naprezei bez uciekania si¢ do molekularnej struktury oSrodka. PéZniejsze
prace Gosiewskiego ([3], [4]) zamieszczone w siddmym tomie Pamietnika,
zawieraja pewne wnioski o strukturze i wielkoSci wzajemnego oddzialywania
czastek osrodka sprezystego. Wnioski te, cho¢ catkowicie zdezaktualizowane,
sg ciekawg ilustracja 6wczesnego stanu pogladéw na ,,mikrostrukture” materii.

2. Do opisu chwilowego odksztatcenia oSrodka sprezystego stuzy tensor
deformacji D = D(x). Jego skladowe D;; = %((’)ui/axj +0u;/0x;), i, j=1,2,3
s sklfadowymi czeSci symetrycznej macierzy pochodnych I-rzedu Vu funkcji
u = u(x) wyrazajacej lokalne przemieszczenie punktu x oSrodka: x — x + u(x)
pod wplywem dziatajacych sit. CzeS¢ antysymetryczna Q = (£2;;) macierzy Vu,
ma postac ;; = %(814,'/ 0x; — O0u/0x;). Zdefiniowany przez nig jednoznacznie
w oparciu o rownosci Qx = wx wektor w opisuje lokalny, sztywny ruch obro-
towy otoczenia punktu x; Gosiewski wykorzystuje go w swoim opisie ruchu;
klasyczna teoria sprezystosci pomija wektor w.

Drugim z tensoréw stanowiacych podstawe opisu oSrodkéw sprezystych
jest tensor naprezen, bedacy wielkim odkryciem Cauchy’ego. Z jego pomoca
Cauchy w pelni rozwiazal problem sit wewnetrznych w oSrodkach ciagtych.
Z problemem tym zmagat si¢ caly wiek XVIII, a pierwszy krok uczynit Eu-
ler definiujgc pojecie ciSnienia w cieczy. Wyraza ono wielko$¢ sity z jakag
dziata (jednostronnie) na element ptaski o sasiadujaca z nim ciecz. Euler
zakladat, Ze kierunek tej sity jest prostopadly do o, co zawezilo jego stoso-
walno$¢ do przypadku znikania sit wewnetrznych stycznych do o, a ktérych
istnienie w osrodkach sprezystych (i cieczach lepkich) bylo oczywiste. Do
ich opisu nie wystarczat jeden wektor prostopadly do . Cauchy zastapit go
tensorem naprezen T drugiego rzedu, ktorego sktadowa T;; jest rowna j-tej
sktadowej sity dziafajacej na element ptaski prostopadty do i-tej osi. Istota od-
krycia Cauchy’ego zawiera si¢ w fakcie zatozenia jego tensorowego charakteru;
umozliwilo to zapisanie jego postaci w dowolnym uktadzie odniesienia.

3. Punktem wyjscia rozwazan Gosiewskiego jest szczegétowa analiza lokal-
na chwilowego ruchu ciala sprezystego. Wyraza ja w jezyku geometrycznym,
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wzorujac si¢ na znanym w mechanice ciata sztywnego twierdzeniu Poinso-
ta; pokazuje, ze lokalnie ruch ten mozna opisa¢ z pomocg dwéch stozkéw
o tym samym wierzchotku. Jeden z nich ruchomy, zwigzany z cialem, toczy
sie bez poslizgu po drugim nieruchomym, ich wspélna tworzaca w kazdej
chwili ma kierunek wektora w okreslonego macierzg Q, patrz p. 2. Tego ro-
dzaju obrazowy opis ruchu osrodka nie mogt sta¢ si¢ podstawg jego anali-
zy, wlaSciwym jego opisem sa rownania. Gosiewski nie szuka ich rozwia-
zafi (dzi§ w wickszoSci robia to komputery), poprzestajac na ogélnej uwadze
o warunkach brzegowych.

4. Do wyprowadzenia (wczeSniej znanych) réwnar ruchu Gosiewski stosuje
metode Lagrange’a prac przygotowanych. Punktem wyjScia jest wyrazenie
energii potencjalnej E odksztatconego osrodka w postaci catki z formy kwa-
dratowej sktadowych tensora naprezen. Zaletg chetnie wowczas stosowanej
metody Lagrange’a byla mozliwo$¢ znalezienia przy jej wykorzystaniu postaci
sit powierzchniowych, ktére pojawiaty sie w wyniku catkowania przez czgsci
rownania w wariacjach 6E = 0.

5. Pytajac 0 0g6lna postaé zaleznosci T = f(D) tensora naprezen od tensora
deformacji Gosiewski jako jeden z pierwszych wkracza na teren nieliniowej
teorii sprezystosci. DziS jest to jedna z najbujniej rozwijajacych si¢ dziedzin
z uwagi na praktyczne znaczenie r6znego rodzaju tworzyw, o z géry okreslonych
wiasciwoSciach mechanicznych. Klasyczna, liniowa teoria sprezystosci, oparta
jest na zatozeniu liniowoS$ci funkcji f:

3
T;; = Z @kt D (*)
k=1

co stanowi uogdlniong posta¢ prawa Hooke’a (wsp6fczynniki «;; sg stale, jesli
oSrodek jest jednorodny). Rézne rodzaje symetrii, z ktérych najwazniejszg
jest niezmienniczo$¢ relacji (x) wzgledem obrotéw (przeksztalceri ortogo-
nalnych) redukuje ilo$¢ wspétczynnikéw a;j; do dwoch; wielkosci ich wy-
znacza si¢ eksperymentalnie. Zalezno$¢ T = f(D) charakteryzuje wlasnosci
sprezyste oSrodka. Jakie warunki musi spetnia¢ funkcja f? Przy tak ogdl-
nie postawionym pytaniu jedynym ograniczeniem jest zachowanie postaci tej
zaleznoSci w réznych uktadach prostokatnych, a wiec jej niezmienniczo$¢
wzgledem przeksztatcen ortogonalnych. Zaskakiwaé musi fakt, ze ogdlne roz-
wigzanie tego pozornie prostego zagadnienia algebraicznego znaleZli dopie-
ro T.L. Ericksen i R.S. Rivlin [7], w roku 1955. Pokazali oni, ze przy za-
fozeniu wspomnianej wyzej niezmienniczosci oraz spetnieniu dodatkowego
warunku

f0) =aE
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gdzie a jest skalarem, a E macierza jednostkowa, w przypadku oSrodka jed-
norodnego funkcja f musi by¢ postaci

T = f(D) = aE + D + yD?

gdzie @, B, y sg funkcjami skalarnymi trzech gtéwnych niezmiennikéw Iy, I, I3
macierzy D, tj. wsp6tczynnikami wielomianu charakterystycznego
detlE = D) = 2’ = LA2? + hA - L.

Jest oczywiste, ze pytanie o niezmienniczo$¢ funkcji f wzgledem obrotow
zwigzane jest z badaniem formy kwadratowej (Dx, x). Nie majac do dyspo-
zycji dostatecznie rozwini¢tego aparatu algebry macierzowej, niezmienniki
przeksztalcen ortogonalnych Gosiewski znajduje przez jawne przeksztatcenie
réwnania elipsoidy odksztatcenia (Dx,x) = c (z odpowiednio dobrang sta-
1a ¢) do postaci kanonicznej, a nastgpnie pokazuje, Ze mozna je wyznaczy¢
z réwnania det(AE — D) = 0. To komplikuje rachunki i prowadzi do nieprzej-
rzystych wynikow. Ale mogloby si¢ wydawac, ze Gosiewski mial wszelkie
dane, aby uzyska¢ wynik Ericksena—Rivlina, i moze tak by si¢ stato, gdyby
Gosiewski rozwazat zaleznosci funkcji f nie od wszystkich pochodnych du;/dx ,
a tylko od sktadowych tensora deformacji. Ztozona postaé funkcji f uzyskana
przez Gosiewskiego wynika z faktu, ze dodanie czeSci antysymetrycznej Q
jest réwnowazne z uzupetnieniem tensora deformacji liniowymi kombinacja-
mi pochodnych 6%u;/0x 0y, a co jest wynikiem uwzglednienia dodatkowe;j
deformacji osrodka spowodowanej r6znicg wartosci wektora w w sgsiednich
punktach.

Nie znajdujac petnego rozwigzania zagadnienia postaci funkcji f, (oprécz
przypadku liniowego). Gosiewski rozwaza przypadek ciaf jednorodnych rzedow
wyzszych, gdy f jest funkcja liniowa pochodnych odksztatcen u; wyzszych
rzed6éw. Podaje tez przyktad rozwiazan, gdy na postaé funkcji f nalozony jest
niejawny warunek w postaci pewnych zwigzkéw drugiego stopnia, miedzy
pochodnymi du;/dx;.

6. W krotkiej (w poréwnaniu z poprzednimi, bo zaledwie o§miostronicowej)
pracy [3] Gosiewski odpowiada na pytanie: jakim warunkom ma zados¢ czynic¢
ciato uwazane jako uktad punktow materyalnych, azeby przy ustanawianiu
rownarn jego rownowagi lub ruchu wolno byto po jego przestrzeni rozniczkowac
i catkowad, t.j. aby go wolno bylo zastgpi¢ materyq ciggiq?

Przyjmujac, ze cialo jest ciggle i sztywne i stosujac metode prac przygotowa-
nych Lagrange’a, Gosiewski znajduje warunek réwnowagi wyrazajacy statos¢
odlegtosci par nieskoriczenie sqsiednich punktéw. Ma on posta¢ znikania tensora
deformacji

Oou;/0x;+ 0ou;/ox; =0, i,j=1,2,3 (%)
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na wszystkich przesunieciach przygotowanych 6x;, czyli sze§¢ warunkéw spet-
nionych w kazdym punkcie ciata sztywnego.

Z drugiej strony sze$¢ warunkow okresla sztywnos$¢ uktadu ztozonego
z n punktéw wtedy i tylko wtedy, gdy n = 4, gdyz dla n = 3 sa 3 warunki
(co jest réwne iloSci bokéw tréjkata z nich utworzonego i dodanie kazdego
kolejnego punktu wymaga dodatkowych trzech warunkéw), wiec dla n punktow
warunkow tych jest 3n—6, co dla n = 4 daje liczbe szes$¢ réwna iloSci warunkéw
(%),

Aby wiec ciato — konkluduje Gosiewski — uwazane jako uktad punktow mate-
ryalnych, mozna bylo zastepowac materyq ciqglq, to elementowi nieskoriczenie
matemu téj materyi powinien odpowiadac w ciele uktad nieskoriczenie maty
czterech punktow materyalnych. Uklad taki nazwiemy ,,czqsteczkq (molekutq)”;
kazdy z czterech punktow go skiadajgcych, ,,atomem”.

Zatozenie sztywnoSci ciata i niezmienniczoSci odlegtosci pomiedzy dwoma
atomami pozwala Gosiewskiemu wyznaczy¢ wielko$¢ dziatajacej miedzy nimi
newtonowskiej sily (skierowanej wzdltuz taczacej je prostej); zalezy ona od
gestosci osrodka, mas obu atoméw, ich odlegtosci i dowolnej funkcji jednoar-
gumentowej. W pracy [4] Gosiewski pokazuje, Ze jesli zazagdamy niezalezno$ci
znalezionego wyrazenia od gestosci osrodka, sita miedzy dwoma atomami
tworzacymi sztywna czasteczke (o masach m, m*) i odleglymi o r wyraza si¢
wzorem

mm* 1 ( r )
m+m*r \m+m*)
W oparciu o ten wynik Gosiewski wyprowadza prawo gazu doskonalego:

pV = const.

Krétka nota biograficzna

Wiadystaw Gosiewski' (ur. 8 czerwca 1844 w Honiatynie koto Tomaszowa
Lubelskiego), polski matematyk, fizyk i logik. Pochodzit z rodziny ziemiariskiej,
byl synem Michata i Katarzyny z Borkowskich. Uczyt si¢ w tomaszowskiej
szkole, potem w gimnazjum w Lublinie. W 1863 podjat w Szkole Gtéwnej
Warszawskiej studia na wydziale lekarskim, jednak zainteresowany wykladami
Fraczkiewicza, rozpoczal studia matematyczne, fizyczne i filozoficzne. Od razu
dat si¢ poznac jako student o nieprzeci¢tnych zdolnosSciach. (Zdradzat aspiracje

! W notatce biograficznej dot. W. Gosiewskiego, autorzy wykorzystywali m.in. informacje
umieszczone w ,,wyszukiwarkach internetowych” Google, Yahoo, oraz: www.tnw.waw.pl,
www.bkpan.poznan.pl, portalwiedzy.onet.pl, forumakad.pl, portalwiedzy.onet.pl.

Fotografia W. Gosiewskiego, Zrédto:
http://pl.wikipedia.org/wiki/W%C5%82adys%C5%82aw_Gosiewski.
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Wiadystaw Gosiewski (1844-1911)

badawcze w dziedzinie algebry i fizyki teoretycznej). Za rozprawe z algebry
wyzszej otrzymal ztoty medal w konkursie studenckim. Obroniwszy prace
magisterska O analitycznym sposobie oznaczania wspotczynnikow sprezystosci,
wyjechat na trzyletnie studia do Paryza. Znalazt si¢ tam w kregu mecenatu Jana
hr. Dzialyriskiego. Byt jednym z czterech mtodych matematykéw (o duzych
ambicjach naukowych), ktérzy doprowadzili do powstania Towarzystwa Nauk
Scistych. Owi matematycy to czterech Wiadystaw6w: Kretkowski, Folkierski,
Gosiewski i Kluger. Mecenat Dzialyriskiego umozliwit Gosiewskiemu wyda-
wanie podrecznikéw matematyki, przy jego wspéipracy w latach 1871-1882
ukazato sie 12 toméw Pamietnika Towarzystwa Nauk Scistych. Po powrocie
do kraju nie mogac otrzymac katedry, pracowat jako prywatny nauczyciel;
uczy! m.in. matematyki w III rosyjskim gimnazjum klasycznym w Warszawie
i warszawskich szkotach realnych (1872-1898) oraz Szkole Handlowej Kro-
nenberga (1878-1898). W latach 1872-1911 byl jednocze$nie urzednikiem
w Towarzystwie Kredytowym w Warszawie. W 1891 zostat czlonkiem kore-
spondentem Akademii UmiejetnoSci w Krakowie i poznariskiego Towarzystwo
Naukowej Pomocy dla Mlodziezy Wielkiego Ksiestwa Poznariskiego (TPN, zat.
w 1841), a w 1907 stat si¢ jednym z cztonkéw — zalozycieli Towarzystwa Na-
ukowego Warszawskiego. Zajmowal si¢ teorig prawdopodobieristwa i metodami
matematycznymi fizyki.

W ksigzce Wyktad Mechaniki czgsteczkowej (molekularnej) (1873) przed-
stawil probe sprowadzenia fizyki do mechaniki uktadu punktéw materialnych.
Jako pierwszy w Polsce zastosowal rachunek prawdopodobiefistwa w termody-
namice. Badat prawdopodobiefistwo bledéw przypadkowych. W ksiazce Zasady
rachunku prawdopodobieristwa (1906) podat dowdd twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Bernoulliego. W dziedzinie logiki zajmowat si¢ teorig wniosko-
wania indukcyjnego. Wtadystaw Gosiewski nie zdobyt stopni naukowych. Wraz
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z Samuelem Dicksteinem oraz Edwardem i Wtadystawem Natansonami zatozyt
w roku 1888 czasopismo naukowe Prace Matematyczno-Fizyczne. Uczniem Go-
siewskiego byt Wiadystaw Natanson, péZniejszy profesor UJ, uczony od ktérego
zaczyna si¢ historia fizyki teoretycznej w Polsce. Gosiewski byl zastuzonym
warszawskim dzialaczem spolecznym. Zmart 16 kwietnia 1911 w Wotominie
i tam tez zostal pochowany.

Na koniec zacytujmy jeszcze opini¢ Aleksandra Birkenmajera, ktéra przy-
tacza Grzegorz Filip w Forum Akademickim (2) 1999 w artykule Czterech
z Paryza. Pisze on o Gosiewskim m.in.

Byl to niepowszedni talent matematyczny, wszechstronny znawca §wiatowej

literatury w swoich specjalnoSciach, a przy tym umyst gteboki i na wskro§ ory-

ginalny, zdazajacy wlasnymi drogami do rozwigzywania zagadniefi majacych
wedlug niego podstawowe dla wielkich obszaréw nauki znaczenie.
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Theory of elasticity in papers of Wladystaw Gosiewski
Summary

The results of W. Gosiewski published (in Polish) in 1872—-1876 are presented.
Assuming the continuous structure of matter, equations of classical elasticity
theory are derived, the problem of the form of the stress tensor dependence on
strain tensor is discussed, and the description of the local motion of an elastic
medium is given in a geometric form of two cones rolling one on the other
(as in the well-known theorem of Poinsot). In two short articles (published
in 1875 and 1876), the problem of interatomic forces on Newtonian basis is
discussed.
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