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Streszczenie. Jednym z krytycznych etapow dla sformulowania problemu symulacyjnego jest dyskretyzacja
dziedziny. W pracy zaprezentowano pewne ogdlne analogie i zwigzki, jakie wystepuja miedzy dyskrety-
zacjami skoniczenie elementowymi a obiektami i formalizmami topologii. Dostarczaja one efektywnej
metody analizy struktury przylegtosci, ktére moga by¢ uzyte w celu modyfikacji i przebudowy siatek.
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1. Wprowadzenie

Modele fenomenologiczne zjawisk rozpatrywanych na gruncie mechaniki osrod-
koéw ciaglych maja najczesciej posta¢ rownania badz ukladéw réwnan rézniczkowych
czastkowych, nierzadko nieliniowych, ktérych rozwiazania sg raczej trudne do
osiggniecia na drodze analitycznej. Z koniecznosci, regule stanowi tutaj zastosowa-
nie metod komputerowych, z czym wigze si¢ nieodfgcznie zaréwno aproksymacja
zwigzkow fenomenologicznych zadania, jak i dyskretyzacja geometrii dziedziny.

Sam etap transformacji z reprezentacji ciaglej do dyskretnej ma kluczowe
znaczenie dla stabilnosci i zbieznosci procesu iteracyjnego, a w ogolnosci réwniez
jakosci uzyskanych finalnie wynikéw. Réwnoczesnie, praca z modelami dyskretnymi
geometrii jest co najmniej trudna i ucigzliwa, a mozliwosci modyfikacji i korekty
modeli juz istniejacych bardzo ograniczone.

Celem niniejszej pracy jest prezentacja bezposrednich zwigzkéw i analogii, jakie
wystepuja miedzy dyskretyzacjami wprowadzanymi w metodach numerycznych
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a pewnymi obiektami abstrakcyjnymi rozpatrywanymi na gruncie topologii alge-
braicznej. Calo$¢ przedstawiono na przyktadzie dos¢ ogolnego problemu w postaci
zagadnienia brzegowego, dla ktoérego sformulowano aproksymacje skonczenie
elementowa, w sensie wazonych residuéw.

2. Aproksymacje modeli fenomenologicznych

W obrebie kazdej teorii fizycznej wprowadza sie wielko$ci definiowane w relacji
do obiektéw geometrycznych i chronometrycznych. Gdyby rozpatrzy¢ pewien obszar
QcR", wpostaci domkniecia Q=QUdQ o brzegu gladkim badz kawatkami
gladkim i interwal czasowy T R, to zasadg dla budowy ogétu zwigzkéw mode-
lowych jest wprowadzenie definicji pdl tenorowych opisujacych [2, 4, 5]:

_ u

— konfiguracje QxT —R ™, wszczegélnosci moga to by¢ wspdlrzedne czaso-
przestrzeni, a takze definiowane za ich posrednictwem — jak w mechanice
o$rodkow ciaglych — przemieszczenia, gradienty deformacji, predkosci,

— przyczyne zmiany konfiguracji Qx T SR , w mechanice o$rodkow
ciaglych beda to przede wszystkim pola sil masowych.

Wielkosci konfiguracyjne u i Zrédlowe s zespaja zwykle réwnanie badz uktad
réwnan (odpowiednio do walencji m, i m, pol tensorowych) rézniczkowych po-
staci [4, 5]

L
s = u, (1)

tworzac strukture modelu fenomenologicznego, gdzie L jest operatorem réznicz-
kowym. W mechanice o$rodkoéw ciaglych role taka pelni réwnanie Cauchyego

p(a-f) = Vo, (2)

wigzgce efekty oddziatywan pdl sit masowych a=dv/dt oraz zewnetrznych f
z tensorem lokalnego stanu naprezenia ¢ stanowigcym odzwierciedlenie zmiany
konfiguracji. Co interesujace, postac tej relacji nie jest specyficzna dla mechaniki
i mozna ja odnalez¢ nawet w do$¢ odlegtych dyscyplinach. Przykladowo, w termo-
dynamice zwigzek opisujacy transport energii cieplnej na drodze przewodzenia
ma forme

2 _vyq, 3
pdt q (3)
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za$ w teorii elektromagnetyzmu mamy réwnanie Gaussa, okre$lajace natezenie
pola elektrycznego (E) w funkcji gestosci tadunku (p)

p = V(¢E). 4)

Oczywiscie beda tu wystepowac réznice w sensie szczegélnych sformutowan
samego rownania fenomenologicznego. Juz w samej mechanice osrodkow ciagtych
istnieje wiele sformulowan zwigzkéw konstytutywnych stosowanych w celu okresle-
nia stanu naprezenia a hipoteza o ciaglosci osrodka pozwala odnosi¢ sam formalizm
do pewnej infinitezymalnej objetosci lub wyrdznionego punktu przestrzeni. Prowadzi
to do opisu materialnego (Lagrange’a) albo — tak jak ma to miejsce w przypadku
mechaniki plynéw — przestrzennego (Eulera), kiedy

dv _ov dv _ov
a=—=— albo a=—=—+VO®Vw. (5)

dt ot dt ot

Jednak w kontekscie budowy aproksymacji skonczenie elementowej, nie tracac
na ogdlnosci rozwazan, mozemy przyja¢ w sensie matematycznym posta¢ mode-
lowa réwnania Poissona

s=-V(Vu) na Q. (6)

Uzupetni¢ go muszg warunki brzegowe dla zmiennej konfiguracyjnej u w po-
staci warunku pierwszego rodzaju (Dirichleta)

u| s, = Up (7)
oraz drugiego rodzaju (von Neumanna)

nVu| =h. (8)

a0y

Pierwszym krokiem na drodze budowy modelu dyskretnego metody elementéw
skonczonych jest sformulowanie postaci wariacyjnej zagadnienia brzegowego.

Przestrzen rozwigzan dostarczajaca aproksymacji # pola u musi posiadaé
cechy przestrzeni Sobolewa

aa,+a2 +az+..a,

H;(Q):{ueLp(Q)/\V(al+a2+a3+...an)sk, 8xflaxgzax§3mgx:” eLp(Q)}, 9)
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0 normie

"u" = Zk: Z || patatasta,, ||2 < "
. 8x1al axgz axéls L..Oxn :

s=0 (o +ay+az+...a, )=s n o

Dla potrzeb rozwigzania wyjsciowego zagadnienia brzegowego, ze wzgledow
praktycznych zakltada si¢ zwykle H , (Q), uzupelniajac ja o zbiér qu } wynikajacy
z warunku Dirichleta

S(Q)={ieH,(Q)rii=u, naoQ, }: (11)
Wprowadzenie rozwigzanie przyblizonego ## powoduje powstanie niezerowego

residuum

s—Vii=r=0. (12)

Do jego minimalizacji dostepnych jest wiele strategii, wsrdd ktérych dos¢ uni-
wersalng stanowi metoda wazonych residuéw. Wedtug niej dla kazdej funkcji probnej
dobieramy pewng funkcje wagowa w, réwniez stanowigcg element przestrzeni H , (Q)

W (Q)={weH,(Q)Aw=0naoQ, }, (13)
minimalizujgc sume wazona

jwvzﬁd9=jwsdg. (14)
Q Q

Aby mozliwy byt wybér @ € H, (Q), wyraz znajdujacy sie po lewej stronie
réwnosci przeksztalcamy na mocy twierdzenia Gaussa-Greena-Ostrogradskiego,
uzyskujac

ijvadgzjwsdQ+ j whdoQ. (15)
Q Q

a0,

Réwnanie to stanowi sformutowanie wariacyjne modelu numerycznego
w reprezentacji ciagtej. De facto jednak, wylacznie w przypadku bardzo ogra-
niczonej klasy probleméw, mozliwe byloby uzyskanie rozwigzania bezposred-
nio ta droga. W praktyce, w miejsce aproksymacji globalnych, wprowadza si¢



Topologiczna struktura modeli skoriczenie elementowych mechaniki osrodkow cigglych 95

aproksymacje lokalne na pewnej siatce elementéw skonczonych Q° takich ze

Q= U Q° = D,0oraz Q" NQ* =D gdye, # e,, definiujac w ten sposob skonczone
aproksymac]e przestrzeni S(Q2) i W(Q), jako:

s"(Q)= %" eH,(Q): u|Qe eP, (Q" )Ve orazu" =u! dladQ, }, (16)

W (Q)= {wh eH,(Q): w|QL, eP, (Q" )Ve oraz w" = 0dlaoQ, }, (17)

gdzie h stanowi wymiar charakterystyczny siatki 4 > diam (Qe ) (Qe ) jest prze-
strzenig interpolacyjng elementu skonczonego, zwykle rozpmana5 poprzez zbidr
lokalnych funkcji ksztaltu skojarzonych z weztami I elementu o

u'=w U, =¥, W, = (WUsA;, ) (18)
Stad otrzymujemy aproksymacje globalng i lokalng réwnania wyj$ciowego

jvqf VY, dQU —I‘P sdQ + j ¥ _hdQ, (19)

20y

(20)

la>

U [ veves aaus a;, s, = j\y sdQA;, +|J [ WihdoQa;

e Qf e a0

stanowigce sformulowanie dyskretne wyjsciowego zagadnienia brzegowego.

3. Pola fizyczne na kompleksach symplicjalnych

Niech dany bedzie pewien zbiér punktow {P “ } przestrzeni euklidesowej E?,
reprezentujacych réwnoczesnie zbiér potozen wektora wodzacego {r“ } ezeli
punkty te beda liniowo niezalezne, to kazdy kolejny punkt A € E® bedzie zalezny od g
jezeli istnieje taki ciag {4,}, ze Z A P* =4 oraz Z A,=1a odwzorowame
jest jednoznaczne. W ten sposdb podzblor punktow przestrzeni iEP zaleznych od {Pa }
mozemy okredli¢ za posrednictwem ich wspétrzednych barocentrycznych {4, }, de-

finiujac w p-sympleks < [1,6] Zauwazmy, ze V (Q(e), ) )diam (c; ): diam (Q(E)) o

wiecej kazde dwa sympleksy identycznego wymiaru sg afinicznie izomorficzne
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— przez to, sympleks nalezy rozumie¢ jako uogélnienie pojecia elementu skon-
czonego, stosowanego w metodach numerycznych [6].

Jezeli {Pa }jest liniowo niezalezny, to dowolny jego podzbiér, rézny od zbio-
ru pustego, rowniez bedzie liniowo niezalezny, czyli bedzie definiowal pewien
k-sympleks ¢, k < p, tworzac $ciang ¢, (dla k < p uzzfskujemy $ciany wlasciwe).
W ten sposéb, przyldadowo element skonczony QY cE* mozna interpreto-
wac jako 3- sympleks ¢;, jego Sciany boczne jako 2- sympleksy ¢,, krawedzie
)ako 1-symplesy ¢/, a wierzchotki jako 0-sympleksy €. Rodzine symplekséw

nazywamykompleksem symplicjalnym, jezeli zawiera wszystkie sympleksy ¢;, i € [0, p |
a c Nel =c* | ijest éciang wspdlng (lub zbiorem pustym @ =c¢*)).

Poniewaz zbiér punktow p-sympleksu mozemy uporzadkowac na (p+1)!
sposobow, daje nam to mozliwo$¢ wprowadzenia orientacji symplekséw oraz
zbudowanych na nich komplekséw i dyskretyzacji. Kazdej parze sympleksow

C,,C, przyporzqdku)emy liczbe A%/, odpowiednio do orientacji €, i jego
$ciany wlasc1we] ¢, [1,6]
- |F1,orientacja (ni d
A = F1,orien aCJ'a (me)zgoi na 1)
’ 0,w przeciwnym razie,

a tablice prostokatng A, utworzong z liczb A" nazywaé bedziemy tablicg incy-
dencji.

W kontekscie zastosowan praktycznych niejednokrotnie zachodzi potrzeba
wyréznienia w obrebie kompleksu pewnej zbiorowosci sympleksow. Jezeli utwo-
rzymy sume (formalng) postaci

nc,=C,, (22)
w obrebie ktorej dany p-sympleks €, wystepuje n,-krotnie, to mowimy, ze zdefi-
niowany zostal pewien p-fancuch C,. Zauwazmy, ze sama idea fanicucha nawig-
zuje bezposrednio do intuicyjnego okreslenia dziedziny poprzez sume jej czesci
sktadowych.

Szczegolnym fancuchem, o fundamentalnym znaczeniu dla sformulowan praw
fizyki i modeli dyskretnych jest fanicuch brzegowy, okreslony operatorem [2]:

€5, (23)

0 (nl.c; ): n,oc,. (24)



Topologiczna struktura modeli skoriczenie elementowych mechaniki osrodkow cigglych 97

Korzystajgc z pojecia incydencji, tanicuch brzegowy wzgledem C|, mozna
wyznaczy¢ jako sume formalng (bez sumowania wzgledem p)

oC =l (25)
(n-1)-symplekséw ¢, brzegowych.

O ile sympleks i definiowane za jego posrednictwem obiekty topologiczne od-
zwierciedlajg operacje dekompozycji dziedziny, o tyle nie dostarczaja dyskretyzacji
zwigzkow fenomenologlcznych Jezeli w takim razie mamy pewien fancuch C;, to
kazdemu jego elementowi €, powinna by¢ przyporzadkowana pewna wartos¢ &
pola fizycznego

C, = nic; —>n& =5, (26)

co okresla kotaricuch E wzgledem faricucha C, [1, 2, 6]. W takim razie mozna powie-
dzie¢, ze sumy calek obliczane na poszczegdlnych elementach skonczonych w réw-

naniu (20) J.Qe VYIVY dQ i IQL, YisdQ (bez sumowania wzgledem e) okreslaja

wartosci kotaricucha wzgledem kolejnych sympleksow faricucha C, zbudowanego
na elementach danej dyskretyzacji obszaru Q” —cE”, [2, 6]. Natomiast ostatnia
catka L Y hdoQ stanowi kolancuch wzgledem 0C il E dla ktérego
zadano warunek von Neumanna. Stad réwnanie (20) mozemy zapisac jako

(c,.veivwsUs)=(C,, Wis)+(aC,, . Wih), (27)

PN >

przy czym wystepujacy po lewej stronie réwnania czynnik U wprowadzono tutaj
wylacznie w celu uzyskania zgodnosci formalnej zapisu. W sensie implementacji
komputerowej bedzie on stanowil odrebna macierz kolumnowa niewiadomych,
a pozostale czynniki beda tworzy¢ macierz wspolczynnikéw uktadu.

4. Praktyczna analiza topologii siatki dyskretyzacyjnej

Wynikiem pracy kazdego preprocesora jest, wsrod wielu innych danych przygo-
towywanych dla potrzeb solvera, takze informacja o topologii siatki. Informacja ta
zapisywana jest zawsze w postaci tabeli okreslajacej incydencje miedzy elementami
a wezlami. Jest to w takim razie tabela incydencji mig¢dzy sympleksami c;, ¢ lub
¢, abudujacymi je ¢}, czyli zawsze w relacji do 0-symplekséw. Na jej podstawie
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mozemy jednak z fatwoscia zrekonstruowa¢ macierze incydencji w sensie topolo-
gicznym. Rozpatrzmy elementarny przyklad dyskretyzacji wycinka powierzchni
poprzez 2-sympleksy, przedstawiony na rysunku.

T o & ‘
X <

Rys. 1. Siatka elementéw powierzchniowych jako kompleks symplicjalny

. 0 _ (001 43 1 (020504 2 _ (3476
Mamy tutaj 2-sympleksy¢; = (cocococo )a €= (cocococo ); ¢ = (cocococo )’

c = (cgcgcf)cg)Bezpos’rednio dostepna jest zatem macierz opisujaca incydencje
¢, a ¢,, postaci

110110000

o1 1011000

A, = . (28)
000110110
000011011

Jest ona o tyle nietypowa, ze nie odpowiada zadnej z definicji topologicznych
macierzy incydencji a dodatkowo brak tutaj informacji o orientacji symplekséw
(jest to o tyle typowe dla wyniku pracy preprocessora, Ze orientacja nie stanowi
informacji istotnej dla pracy solvera). Macierz A, incydencji komplekséw ¢ oraz
¢/, moze by¢ jednak tatwo zrekonstruowana. W tym przypadku przedstawia sie
nastepujaco

101101000000
010110100000

A, = (29)
00000T1O0T1T10T10
00000O0T1O0T1T1Q0:1
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W podobny sposéb tworzymy macierz A, incydencji sympleksow (Ci € )
Na tej podstawie mozemy wyznaczy¢ — przykladowo — macierze przylegtosci,
obliczajac:
A} -A,T, ktorej elementy okreslajg przyleglos¢ miedzy ¢, a ¢ iloécia
0-symplekow, bowiem kolejne elementy wynikowej macierzy wynosza A" A},
czyli tutaj

Ay AT = ; (30)

— NN b
N o= AN
N R =N
E N NS S R

— AS"-A) dostarcza analogicznej informacji, aczkolwiek wyraza przylegtos¢
0-symplekséw poprzez 2-sympleksy,

— A, -A] oraz Al - A, opisujg przylegloé¢ 2-komplekséw przez 1-kompleksy
i odwrotnie,

— A,-Al oraz A - A, dostarcza analogicznych informacji, aczkolwiek w od-
niesieniu do 1- oraz 0-kompleksow.

Praca z modelami dyskretnymi wigze si¢ zawsze z konieczno$cia selekcji pew-
nych podobszardw, w szczegdlnosci brzegowych, co w przypadku modeli o zlozonej
geometrii moze by¢ doé¢ trudne. De facto jednak — przywolujac podane uprzed-
nio twierdzenie — identyfikacja taicucha brzegowego moze by¢ przeprowadzona
w sposéb catkowicie automatyczny, bez koniecznosci jakiejkolwiek ingerencji.
Gdyby rozpatrzy¢ ponownie przyklad przedstawiony na rysunku, to brzeg obszaru
tworzy laiicuch 1-komplekséw A%’c/, pod warunkiem jednak, ze ¢/ beda zgodnie
zorientowane, co niestety zwykle nie bedzie miato miejsca (jezeli bedziemy wy-
korzystywac jako dane wyniki pracy standardowych pakietéw preprocessingu).
Gdyby jednak wyznaczy¢ iloczyn E-A,, to otrzymamy

E-A=[t11212212111],

a biorgc pod uwagg, ze — w 0golnosci — brzeg dla C, okresla taricuch sympleksow
¢, , jednokrotnych, wynik jednoznacznie identyfikuje krawedzi brzegowe.

W réwnie prosty sposob mozliwe do zrealizowania staja sie wszelkiego rodzaju
operacje remeshingu zwigzanego z przebudowsq siatki czy zmiany klasy elementu
skonczonego. Praktyczny przykltad tego rodzaju zastosowan prezentuje praca
J. Stadnickiego i Z. Tokarza, dotyczaca analizy odksztalcen kompozytowego skrzydia
samolotu [3]. Dla potrzeb symulacji materialu kompozytowego uzyto tam siatki
elementéw belkowych (*BAR2), powstalych w wyniku przebudowy elementéw
powierzchniowych (*QUADA4). Sposob przebudowy siatki zaktada utworzenie
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wzgledem istniejacego 2-kompleksu catkowicie nowego 1-kompleksu, ktérego
tancuchy C;, majg taka orientacje przestrzenna, ze:

—  pierwszy i ostatni sympleks ¢’ i ¢," bedzie réwnoczesnie elementem ¢] € 9C,
tancucha brzegowego pierwotnego 2-kompleksu,

— kazdy kolejny sympleks ¢’ jest wybierany wzdtuz kierunku przekatnej
biezacego ¢,, co zapewnia zgodna orientacja wyjsciowego 2-kompleksu
(indukowana dowolnym cheC,),

— kolejny sympleks ¢; jest wybierany w taki sposob, ze odpowiadajacy im
element tablicy przylegtosci A -A}" jest rowny jednosci.

Szkieletowy kod zrédlowy w jezyku C generujacy fancuchy nowego kompleksu
przedstawia zamieszczony listing. Przyjeto tutaj, ze siatka zawiera E elementdw,
V wezlow, Ebf i VbE sg tablicami znacznikéw (1 jezeli sympleks brzegowy, 0
w przeciwnym razie), EE jest tablicg przyleglosci A} -A!".

for (eo=0;eo0<E;eo++)
{
if('* (Ebf+eo)) {continue;}
for (no=0;no<N;no++)
{
vo=* (I+N*eo+no); if('* (Vbf+vo)) {continue;}
el=eo; vl=vo; nl=no; printf(,%8lu”,vl);
do
{
n2=(nl+2)%N; v2=* (I+N*el+n2),; printf (“%8lu”,v2);
for (e2=0;e2<E;e2++) {if (* (EE+E*el+e2)=
=1&&* (EV+V*e2+v2) ) {break;}}
el=e2; vli=v2;
for (n1l=0;nl<N;nl++) {if (* (I+N*el+nl)=vl) {break;}}
}while (!'* (Vbf+v2)) ;
printf (“\n”) ;
}
}

Na podstawie nowoutworzonych tancuchéw C; mozna, w dalszej kolejnosci,
zbudowac struktury opisujace dyskretyzacje belkowa.
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5. Podsumowanie

Uzycie metod komputerowych dla zagadnien mechaniki osrodkéw ciaglych
faczy sig, praktycznie nierozerwalnie, z koniecznoscig pracy z modelami dyskretnymi
geometrii. O ile dostepne aktualnie narzedzia preprocessingu skutecznie generuja
same siatki, o tyle dalsze ich modyfikacje sg raczej bardzo trudne, a przeciez czg-
stokro¢ niezbedne.

W pracy tej zaprezentowano bezposrednie analogie, jakie wystepuja miedzy
sformutowaniami modeli skonczenie elementowych a pewnymi formalizmami
i obiektami definiowanymi na gruncie topologii algebraicznej. Maja one dwoja-
kiego rodzaju aspekt: dyskretyzacji dziedziny oraz dyskretyzacji relacji okresla-
jacych model fenomenologiczny. Pierwszemu z nich mozna nadac¢ interpretacje
i uogélnienie w postaci kompleksu symplicjalnego i definiowanych na nim
tancuchach. Natomiast drugi, stowarzyszony z nim, znajduje odzwierciedlenie
w postaci kotancucha wzgledem tancuchéw kompleksu. Jako ilustracje, przyto-
czono tutaj elementarne przyklady, ktére prezentuja pewne mozliwosci tkwigce
w takiej wlasnie interpretacji modelu dyskretnego, powstalego na gruncie metody
elementow skonczonych.

Artykut wplyngt do redakcji 5.03.2008 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w maju 2008 r.
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K. MIROTA

Topological structure of finite element models of continuum mechanics

Abstract. One of a most crucial stage in formulation of simulation task is domain discretisation.
The main focus of this work lies in connections between discretisations and certain types of topological
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formalism. They provide a robust method of mesh connectivity analysis, which may be applied in

modification and remeshing.
Keywords: simplex, chain, cochain, incidence, adjacency, remeshing, mechanics of continuous media

Universal Decimal Classification: 531.111.4



