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MATEMATYCZNE MODELOWANIE KSZTALTU CYTRYN®

Mathematical modeling of shape lemons®
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model matematyczny.

W artykule przedstawiono propozycje metody matematyczne-
go modelowania ksztaltu cytryn z wykorzystaniem krzywych
Béziera. Kontur cytryny lezqcy na jej potudniku opisano trze-
ma potgczonymi krzywymi Béziera. Podstawg do opisu kon-
turow byly fotografie 10 potozen cytryny obracanej co 36°
wzgledem jej naturalnej osi symetrii. Rozmieszczone wzdhuz
potudnikow cytryny krzywe Béziera sq jej modelem 3D.

WSTEP

Cytryny ciesza si¢ duzg popularnoscia na catym $wiecie
ze wzgledu na ich wyjatkowy smak i kwasowos¢, a takze
mozliwo$ci zastosowania w przemysle spozywczym [5, 11].
Sa wartosciowe pod wzgledem odzywczym, leczniczym, za-
wieraja witamine C, B, ryboflawing, wapn, fosfor, magnez,
biatko i weglowodany. Cytryny zmniejszaja ryzyko choréb
serca, nowotworow, a takze dziataja jako $rodek antysep-
tyczny, Sciagajacy, pobudzajacy [4].

Rashidi i Keshavarzpour [12] zastosowali do przewi-
dywania masy owocéw cytrusowych (mandarynki) linio-
we modele regresji uwzglgdniajace podstawowe wlasciwo-
Sci geometryczne takie jak dlugos¢ i $rednig geometryczna
$rednicg. Objetos¢ szacowali na podstawie dopasowanej do
owocu sptaszczonej elipsoidy obrotowej. Mimo zapewnien
Autordw, ze ksztalt, masa i objetos¢ moga by¢ opisywane li-
niowymi modelami regresji, to jednak sptaszczona elipsoida
nie aproksymuje doktadnie ksztattu owocu. Gabriele [3] oraz
Rashidi i Seyfi [17], a takze Rashidi i Gholami [13], Rashidi
i Keshavarzpour [12] na podstawie badan takich owocow jak
kantalupa, kiwi, mandarynka stwierdzili, ze wielko$¢ owocu
jest jednym z wazniejszych parametrow jakosci oceny prefe-
rencji przez konsumentow. Masa owocu jest podstawowym
parametrem w procesie sortowania [1, 8], pakowania i trans-
portu [18, 19]. Khanali i in. [6], Rashidi i Seyfi [16], Rashi-
di i Gholami [14, 15], Taheri—-Garavand i Nassiri [21] sg zda-
nia, ze masa owocu moze by¢ w prosty sposob okreslona na
podstawie wlasciwosci geometrycznych. Baradaran i in. [2]
okreslili model regresji masy cytryny na podstawie jej rze-
czywistej objetosci, ktora zostata obliczona przy zatozeniu,
ze ksztalt cytryny jest zblizony do elipsoidy obrotowej wy-
dhuzone;j. Lino i wspolpracownicy [10] zaproponowali, zeby
darmowy program (Image J) do analizy obrazu wykorzystac¢
do sortowania cytryn i pomidoréw jako alternatywe drogich
systemow stosowanych podczas sortowania owocoéw. Kho-
jastehnazhand i inni [7] uwazaja, ze w systemach dokladne;j
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The article proposes the method of mathematical modeling
of the shape of the lemons behind using Bezier curves. Out-
line lemon lying on the meridian described three connected
Bezier curves. The basis for the description of contours is
photos of 10 positions lemon rotated at 36° relative to its
natural axis of symmetry. 3D model are the arranged along
the meridians lemon Bézier curve.

klasyfikacji i sortowania owocoéw cytrusowych podstawo-
wymi parametrami identyfikacji sa wielkos$¢, kolor, ksztatt i
wady zewnetrzne. Strother i inni 2015 [20] twierdza, Ze pro-
mienie krzywizny daja informacje o ksztalcie obiektu jakim
moze by¢ cytryna. Lalitha i wspotautorzy [9] zaproponowali
system analizy obrazu do wykrywania chorob cytryn polega-
jacy na wykrywaniu krawedzi w celu wyodrgbniania regio-
nu, w ktérym rozwija si¢ choroba.

MATERIAL | METODY

Materiatem do badan byla cytryna odmiany Lisbon po-
chodzaca z Portugalii. Po zakupie cytryn, w hurtowni w Bro-
niszach, byly one przechowywane w pomieszczeniu o sta-
lej temperaturze 19°C i wilgotno$ci powietrza 60%. Ze zlo-
za 50 cytryn, do modelowania wybrano cytryn¢ nie uszko-
dzona o ksztalcie i §rednich wymiarach charakterystycznych
dla tej odmiany.

Rys. 1. Stanowisko badawcze.
Fig. 1. Research position.

Zrédlo: Materiaty whasne

Source: Own study
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Rys. 2. Cytryna odmiany Lisbon w 10 polozeniach.
Fig. 2. Lemon varieties of Lisbon in 10 positions.
Zrédlo: Materiaty wilasne

Source: Own study

Cytryne umieszczono na stanowisku (rys.1) w celu wy-
konania fotografii dla 10 potozen uzyskanych przez jej ob-
rot co 36° (rys. 2). Fotografie wykonano aparatem Panaso-
nic LUMIX DMC-TZ3. Odlegtos¢ obiektywu od fotografo-
wanego obiektu byta stata i wynosita 400 mm. Zdjecia o wy-
miarach 2560x1712 pikseli zapisywano w formacie JPEG.
Podstawowe wymiary cytryny (dtugo$é, srednica) pokazane
na rysunku 3 zmierzono suwmiarka z doktadnoscig do 0,1

mm.
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Rys. 3. Podstawowe wymiary cytryny odmiany Lis-
bon wybranej do modelowania oraz oznaczenia
punktéow wezlowych i kontrolnych trzech pola-
czonych krzywych Béziera opisujacych kontur
cytryny.

Fig. 3. Basic dimensions of the Lisbon lemon varieties
selected for modeling and markings nodal key
points and control three connected Bé zier curves
describing the outline of lemon.

Zrédlo: Materialy wilasne

Source: Own study

Po wykadrowaniu i wyskalowaniu fotografii cytryny,
umieszczonej w uktadzie wspotrzednych, dopasowywano do
jej konturéw trzy potaczone krzywe Béziera (rys. 3). Pocza-
tek uktadu wspotrzednych lezat na naturalnej osi symetrii cy-
tryny, a o$ x—6w byla styczna do dolnej czesci owocu.

MODEL KSZTALTU KONTUROW
BRYLY CYTRYNY REPREZENTOWANY
KRZYWYMI BEZIERA

Wielomiany krzywych Beziera dla wspotrzednych x, y, z

z uwzglednieniem funkcji bazowych (wielomianow Bernste-
ina) sg zamieszczone nizej:
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Algebraiczna postaé rownan wspolrzgdnych krzywych
Béziera stosowanych do opisu konturow cytryny:

x(8) = Plx(1 —¢)> + 3:P2x*(1 — £)*t *cos(a) +

3:P3x *(1 —£)'#* -cos(a) + P4x * £ + cos(t) @

3(#) = Ply~(1 — 1) + 3-P2y-(1 — £)>¢ *sin(a) + -
3:P3y (1 — )£ -sin(a) + P4y * £ * sin(a)

Z(t)=Plz- (1 -¢}+3-P2z- (1 —1)*" ©)

t+3P3z-(1-t)yf+ P4z F

Przyktadowe rownia krzywej Béziera dla srodkowej czg-
$ci konturu cytryny sg nastepujace:
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Dla N=20, t=0...N, n — numer krzywej Béziera, n=1, 2, 3, ...,
11.an=0°,36°, ..., 360°.
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Podobne rownania zastosowano do opisu gornej i dol-
nej czesci konturu cytryny. Krzywa Béziera opisujaca gorna
czes$¢ A cytryny potaczono w punkcie ABn, a krizywa Bézie-
ra opisujacg srodkowa cze$¢ B cytryny, potaczono w punk-
cie BCn z krzywa Béziera opisujaca dolng cze$¢ C cytryny.
Trzy krzywe Béziera potaczono w punktach weztowych ABn
i BCn z zachowaniem zasady gladkosci potaczenia, spetnia-
jac warunek, aby punkty kontrolne A4n i Bn oraz BBn i CCn
taczonych krzywych lezaty na wspdlnej prostej. Na podsta-
wie rownan od 7 do 9 zbudowano 30 potaczonych krzywych
Béziera lezacych wzdhuz potudnikéw cytryny, tworzac jej
model 3D.

WYNIKI WSPOLRZEDNYCH PUNKTOW
WEZtOWYCH | KONTROLNYCH
KRZYWYCH BEZIERA ORAZ
UZYSKANE MODELE KSZTALTU
CYTRYN

Wspotrzedne punktow wezlowych i kontrolnych pota-
czonych krzywych Béziera bedacych konturami (potudnika-
mi) cytryny odmiany Lisbon, zamieszczono w macierzach.
Wspotrzedne punktéw weztowych wspolnych dla krzywych
Béziera bedacych biegunami, przez ktore przechodzi natural-
na o$ symetrii cytryny zamieszczono w macierzy:

Ax Ay Az 0 0 83
= (10)
Cx Cy Cz 000
Wspoétrzgdne weztdw taczacych krzywe Béziera:
ABIx ABly ABlz BClx BCly BClz 215 215 73 207 207 4
ABx ABly AB2z BC2x BCly BC2z ~195 -195 73 -17.6 -17.6 4
AB3x AB3y AB3z BC3x BC3y BC3z -20.3 -203 73 -19.1 -19.1 4
AB4x AB4y AB4z BC4x BC4y BC4z -20 20 73 -18 -18 4
ABSx AB5y ABSz BC5x BCSy BCSz -225 =225 73 -21 -21 4
AB6x AB6y AB6z BC6x BC6y BC6z |:=| 21 21 73 156 156 4| (11)
AB7x AB7y AB7z BC7x BC7y BC7z 21 21 73 18 18 4
AB8x AB8y AB8z BC8x BC8y BCS8z 20 20 73 18 18 4
AB9x ABY9y AB9z BC9x BC9y BCYz 176 176 73 186 186 4
ABI0x ABI0y AB10z BC10x BCl0y BCl0z 19 19 73 184 184 4
ABllx ABlly ABllz BCllx BClly BCllz -21.5 -21.5 73 -20.7 -20.7 4

Wspotrzedne punktow kontrolnych krzywej Béziera A:

Alx Aly Alz AAlx AAly AAlz -9.5 9.5 83 -10.9 -10.9 76.1
A2x A2y A2z AA2x AAdy AA2z =77 1.7 802 -11.1 -11.1 78.7
A3x A3y A3z AA3x AA3y AA3:z -8.1 -8.1 80.2 -10.9 -10.9 78.3
Adx Ady Adz AAdx AAdy AA4z -5 -5 81.7 -68 -68 784
ASx ASy A5z AASx AASy AASz -5.1 =51 8.1 92 -92 797
Abx A6y A6z AA6x AA6y AA6z |:=| 53 53 828 138 13.8 76.7 (12)
A7x ATy A7z AATx AATy AATz 54 54 84 95 95 768
A8x A8y A8z AA8x AA8y AA8z 53 53 835 85 85 766
A9x A%y A9z AA9x AA%y AA9z 54 54 89 1.1 11 808
Al0Ox Al0y Al0z AAIOx AA10y AAI0z 59 59 838 34 34 802
Allx Ally Allz AAllx AAlly AAllz -9.5 9.5 83 -10.9 -10.9 76.1

Wspotrzedne punktow kontrolnych krzywej Béziera B:

Blx Bly Blz BBIx BBly BBIlz -39.5 =395 551 41 41 20
B2x B2y B2z BB2x BB2y BB2z =377 -37.7 549 -385 -385 19.2
B3x B3y B3z BB3x BB3y BB3z -394 -394 60.8 -394 -394 19.1
B4x B4y B4z BB4x BB4y BB4z -38  -38 61.5 -39.1 -39.1 193
B5x BSy BS5z BBS5x BBSy BBSz -40.2 -40.2 61.6 —43.7 -43.7 18.7
Béx B6y B6z BB6x BB6y BB6z |:=| 34.1 341 678 43 43 213 (13)
B7x B7y B7z BB7x BB7y BB7z 28.6 286 709 51.7 517 245
B8x B8y B8z BB8x BBS8y BBSz 339 339 657 423 423 202
B9x B9y B9z BB9x BBY9y BB9z 39.8 398 63.1 408 408 17.1
B10x Bl0y B10z BB10x BB10y BB10z 382 382 659 40.7 407 172
Bllx Blly Bllz BBllx BBlly BBllz -395 =395 551 —41  -41 20

Wspotrzedne punktow kontrolnych krzywej Béziera C:

CClx CCly CClz Clx Cly Clz -174 -174 1 -103 -103 13
CC2x CC2y CC2z C2x Cly C2z -146 -146 1.1 -104 -104 1.6
CC3x CC3y CC3z C3x C3y (C3z -152 -152 08 -10.5 -10.5 1.8
CC4x CC4y CC4z Céx Cdy C4z -147 -147 1.1 -10 -10 03
CC5x CC5y CCsz C5x CSy Csz -174 -174 1 98 -98 06
CC6x CCéy CCoz Coéx Coéy Co6z |=| 85 85 -12 86 86 1.6 14
CC7x CC7y CCiz C7x Cly C7z 99 99 01 86 86 18 ( )
CC8x CC8y CC8z C8x C8y C(C8z 98 98 04 86 86 14
CC9x CCY CC9z C9x CY9y C9z 98 98 02 85 85 1
CC10x CCl0y CC10z Cl0x Cl0y Cl0z 98 98 02 86 86 12
CCllx CClly CCllz Cllx Clly Cllz -174 -174 1 -103 -103 13

Katy rozmieszczenia potudnikéw zamieszczono w wektorze:

al 0.01
a2 36
a3 72
o4 108
a5 144
ab [=| 0 (1 5)
a7 36
a8 72
a9 108
al0 144
all 0

Model 3D ksztattu cytryny odmiany Lisbon zamieszczo-
no na rysunku 4.

POROWNANIE MODELU
Z CYTRYNA

W celu poréwnania modelu z cytryng na rysunku 5 za-
mieszczono nalozone na siebie wybrany rzut modelu z odpo-
wiadajacym rzutem cytryny.
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Rys. 4. Model 3D cytryny w postaci wykreséw powierzchniowego, punktowego i z naniesionym kolorem (R 236, G 224,

B9).

Fig. 4. 3D model of lemon in the form of graphs of surface, point and bearing the color (R 236, G 224, B 9).

Zrédlo: Materiaty whasne

Source: Own study

Rys. 5. Poréwnanie naloZzonych na siebie wybranych
rzutéw modelu i cytryny odmiany Lisbon.

Fig. 5. Comparison of superimposed shots of selected
model and lemon variations Lisbon.

Zrédlo: Materiaty whasne

Source: Own study

Z rysunku 5 wynika, ze dopasowanie do cytryny jej mo-
delu jest doktadne cho¢ wystgpuja niewielkie niedoktadno-
sci lokalne.

PODSUMOWANIE

Proponowana metoda z wykorzystaniem krzywych
Béziera moze by¢ stosowana do matematycznego modelo-
wania ksztattu cytryn odmiany Lisbon i odmian podobnych
pod wzgledem ksztaltu. Dokladno$¢ dopasowania mode-
lu do cytryny jest duza, z malymi odchyleniami lokalnymi.
Krzywe Béziera rozmieszczone wzdhuz poludnikow cytryny
mogg by¢ jej modelem 3D.

Ponadto powyzsza metoda moze by¢ wykorzystana przy
sortowaniu oraz projektowaniu opakowan do cytryn.
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