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Fluktuacja obciążeń 
podstacji trakcyjnych w ujęciu 
teorii szeregów czasowych

�� prognozowanie badanego procesu stochastycznego z użyciem 
jego modelu pod kątem wybranych zastosowań praktycznych.
W artykule przedstawiono, w możliwie zwięzłej postaci, za-

gadnienia pierwszego etapu badania obciążeń podstacji trakcyj-
nych z zastosowaniem teorii szeregów czasowych.

Pomiary obciążeń trakcyjnych
Pomiary zmienności obciążeń kolejowych podstacji trakcyjnych 
przeprowadzono w trzech obiektach zlokalizowanych w aglomera-
cji krakowskiej. Rozmieszczenie tychże podstacji przedstawiono 
na rysunku 1.

Pomiary na podstacjach trakcyjnych polegały na równocze-
snym rejestrowaniu wartości chwilowych napięcia DC i chwilo-
wych wartości prądu obciążenia trakcyjnego DC [10], analizie 
poddano jedną z tych wielkości, a mianowicie prąd obciążenia.

 

Rys. 1. Lokalizacja podstacji trakcyjnych [15]

Pomiary przeprowadzono z częstotliwością 2 kHz [14]. Ze 
względu na ograniczenia czasowe do przetwarzania zarejestrowa-
nych danych uzyskane zbiory wyników zostały poddane modyfi-
kacjom, polegającym na ich „odchudzeniu”, w wyniku czego 
uzyskano zbiory z częstotliwością próbkowania 1 Hz. Pozwoliło to 
na dokonanie obróbki wyników dla fragmentu występującego ob-
ciążenia podstacji trakcyjnej w czasie szczytu porannego.

Szeregi czasowe – podstawowe określenia i modele
Szereg czasowy jest zbiorem obserwacji następujących po sobie, 
czynionych w równych odstępach czasu Δt. Szereg czasowy 
można zatem traktować jako pojedynczą realizację badanego pro-
cesu stochastycznego [1].

W teorii szeregów czasowych przyjmuje się dwa istotne zało-
żenia, dotyczące ich charakteru:
�� rozważa się wyłącznie szeregi dyskretne,
�� obserwacji szeregu dokonuje się co pewien ustalony stały od-
stęp czasu Δt.
Jeśli zatem istnieje n kolejnych wartości takiego szeregu cza-

sowego, to można go opisać poprzez n-wymiarową zmienną lo-

Obciążenia trakcyjne charakteryzują się bardzo dużą fluk-
tuacją ich wielkości. Stanowi to przyczynę istotnych trud-
ności między innymi przy właściwym doborze parame-
trów urządzeń zasilających, czy też wyborze zakresu 
działania zabezpieczeń. W pracach [2-5, 7, 9, 10] przed-
stawiono zastosowanie wybranych metod statystycznych 
dla poszerzenia opisu tej zmienności. W wyniku tych ana-
liz uzyskano interesujące i wartościowe rezultaty pozwa-
lające na szerszy opis badanych procesów.

Zastosowanie wspomnianych klasycznych metod statystycznych 
jest jednak niewystarczające, bowiem bardzo istotny czynnik na-
stępstwa czasowego mierzonych wartości prądów trakcyjnych nie 
jest w tych metodach uwzględniany, a jest on ważny, np. przy 
ocenie warunków termicznych pracy urządzeń zasilających 
w podstacjach trakcyjnych.

Konieczność uwzględnienia czasu (następstwa czasowego) 
w badaniach zmienności obciążeń trakcyjnych wymaga zastoso-
wania innych narzędzi badawczych. Jednym z takich narzędzi wy-
daje się być teoria szeregów czasowych. 

W analizie czasowej zjawisk (sygnałów) prądowych stosowa-
ne są inne metody, takie jak: krótkookresowa transformata Fourie-
ra STFT (Short-Time Fourier Transform) lub metoda ESPRIT (Es-
timation of Signal Parameters via Rotational Invariance Technique) 
i inne [11]. Jednakże metody te należą do klasy metod czasowo- 
-częstotliwościowych, które w przypadku trakcji prądu stałego są 
nieskuteczne. Publikacja [11] dotyczy badań prądu po stronie za-
silania podstacji trakcyjnej, zatem prądu przemiennego średnie-
go napięcia. 

Teoria szeregów czasowych, stosowana w energetyce, doty-
czy jedynie aspektu ekonometrycznego [12, 13], nie zaś zastoso-
wań stricte technicznych. Teoria szeregów czasowych powstała 
w  latach 60. XX w. [1, 6], początkowo jako narzędzie ekonome-
tryczne. Z czasem została ona również zastosowana w opisie wła-
sności stochastycznych zjawisk i zagadnień fizycznych (np. [8]). 

W artykule przedstawiono wybrane przykłady zastosowania 
teorii szeregów czasowych do analizy zmienności obciążeń trak-
cyjnych, której rezultatem jest wyznaczenie modeli tych obcią-
żeń, mogących stanowić w przyszłości podstawę działań progno-
stycznych.

Modelowanie procesów stochastycznych z wykorzystaniem 
teorii szeregów czasowych składa się z trzech podstawowych eta-
pów postępowania:
�� identyfikacja badanego procesu stochastycznego (szeregu 
czasowego),
�� estymacja i diagnostyka parametrów modelu wynikającego 
z identyfikacji badanego szeregu czasowego,
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sową {x1, x2, …, xn} o rozkładzie prawdopodobieństwa P(x1, x2, 
…, xn).

W analizie szeregów czasowych wyróżnia się cztery podsta-
wowe typy (klasy) ich modeli. W klasie modeli stacjonarnych są 
to:
�� model autoregresji rzędu p, oznaczany symbolem AR(p)*, 
opisany równaniem:

xt = c1 + ϕ1xt–1 + ϕ2xt–2 +…+ ϕpxt–p + at	 (1)

gdzie:
c1	 –	 stała,	
ϕn	–		 współczynniki wagowe modelu szeregu czasowego, n ≤ p,
at	 –	 nieskorelowana zmienna losowa o rozkładzie normalnym 
		  (0,σa

2), tzw. biały szum;

�� model średniej ruchomej rzędu q, oznaczany symbolem 
MA(q), opisany równaniem:

xt = c2 + at − θ1at–1 − θ2at–2 −…− θqat–q	 (2)

gdzie:
c2	 –	 stała,	
θn	–	 współczynniki wagowe modelu szeregu czasowego, n ≤ q,
at	 –	 jak wyżej;

�� model autoregresji i średniej ruchomej rzędu (p,q), oznaczany 
symbolem ARMA(p,q), opisany równaniem:

xt = c3 + ϕ1xt–1 +…+ ϕpxt–p + at − ϕ1at–1 −…− ϕqat–q	 (3)

gdzie:
c3 – stała.

Jak łatwo zauważyć równanie (3), opisujące model autoregre-
sji i średniej ruchomej ARMA, jest sumą dwóch wcześniejszych 
(1) i (2).

Zwykle okazuje się w praktyce, że można otrzymać adekwatny 
opis obserwowanego szeregu czasowego za pomocą modelu au-
toregresji AR, średniej ruchomej MA lub modelu autoregresji 
i średniej ruchomej ARMA, w których rzędy modeli p i q są we-
dług [1] nie większe, a często mniejsze niż 2 (p,q ≤ 2).

Szeregi czasowe niestacjonarne opisuje się za pomocą scał-
kowanego modelu autoregresji i średniej ruchomej rzędu (p,d,q) 
oznaczanego symbolem ARIMA(p,d,q). Jest to najogólniejszy typ 
modelu szeregu czasowego. Zapis i opis modelu ARIMA jest zło-
żony i ze względu na ograniczone ramy tego artykułu zostaje po-
minięty. Model ARIMA(p,d,q) jest szczegółowo opisany w mono-
grafii [1], a także na stronach www.

Parametr d modelu ARIMA (difference operator) oznacza 
operator różnicowania. Rząd operatora różnicowania d oznacza 
d-krotność poddania procesowi różnicowania obserwowanego 
niestacjonarnego szeregu czasowego xt by otrzymać d-ty szereg 
pochodny xt

d jako szereg stacjonarny.
Warunkiem stacjonarności obserwowanego szeregu czaso-

wego xt jest spełnienie trzech następujących warunków:

�� wartość oczekiwana E(xt ) jest stała (nie zmienia się wraz ze 
zmianą chwili t),
�� wariancja Var(xt ) jest stała,
�� autokorelacja szeregu zależy tylko od różnicy (t–n), gdzie au-
tokorelacja to statystyka opisująca w jakim stopniu dany wyraz 
obserwowanego szeregu czasowego xt zależy od wyrazów go 
poprzedzających.
Nie wdając się w niuanse formalizmu matematycznego moż-

na stwierdzić, że model ARIMA „zawiera w sobie” trzy pozostałe 
(AR, MA, ARMA).

Etap identyfikacji obserwowanego szeregu czasowego oparty 
jest na analizie obrazu funkcji autokorelacji (ACF) i autokorelacji 
cząstkowej (PACF).

	 1	 n–k
Rk =	—	∑	(xt – x̄)(x1+k – x̄)	 k = 0, 1, 2,…, K	 (4)
	 n	 t=1

w której:
	 1	 n–k
x̄ =	—	∑	 xt	 (5)
	 n	 t=1

Autokorelację szeregu czasowego wyznaczana jest z następu-
jącego ilorazu:

	 Rkrk =	—		 k = 0, 1, 2,…, K	 (6)
	 R0

Oszacowanie autokorelacji cząstkowej dokonuje się na pod-
stawie następujących wzorów rekurencyjnych:

FII = r1	 (7)
		  I–1
	 r1 –	∑	FI–1,j rj		  j=1
FII =	——————		  l = 2, 3,…, L	 (8)
		  I–1
	 1 –	 ∑	FI–1,j rj		  j=1

FIj = FII FI–1,J–j ,	 j = 1, 2,…, –1	 (9)

Przyjmuje się ponadto według [1], że: 
	 n		  nn > 50, K =	 —	÷	—		 L ≤ K 
	 4		  5

Własności funkcji autokorelacji i autokorelacji cząstkowej dla 
poszczególnych klas i rodzajów modeli szeregów czasowych 
przedstawiono szczegółowo w [1].

Ogólne relacje między obrazem funkcji autokorelacji i auto-
korelacji cząstkowej obserwowanego szeregu czasowego a klasą 
modeli szeregów czasowych przedstawiono w tabeli 1.

Do identyfikacji szeregów czasowych wykorzystuje się rów-
nież periodogram. Periodogramem szeregu {x1, x2,…, xn} przy 
częstości

	 2pk		 	n	 	wk =	—–	, k = 0, 1,…,		—		nazywamy funkcję: 
	 n		  	2	 

	 1	|	n		  |	2	P(wk) =	–	|	∑	xte
–itwk	|	. 	 (10)

	 n	|	t=1		  |

Jeżeli ponadto 0 ≤ wk < p, to wówczas równanie (10) przyj-
muje postać:

*	 W artykule zachowano symbolikę anglojęzyczną stosowaną w literaturze: model AR (AutoRegressive model – model autoregresji), model MA (Moving 
Average model – model średniej ruchomej), model ARMA (AutoRegressive-Moving Average model – model autoregresji i średniej ruchomej), model 
ARIMA (AutoRegressive-Integrated Moving Average model – scałkowany model autoregresji i średniej ruchomej).
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Tabela 1
Funkcje autokorelacji i autokorelacji cząstkowych modelu ARMA
	 Funkcja	 AR(p)	 MA(q)	 ARMA(p,q)

Autokorelacja ACF	 zanika asymptotycznie	 urywa się po p odstępach	 zanika asymptotycznie

Autokorelacja cząstkowa PACF	 urywa się po p odstępach	 zanika asymptotycznie	 zanika asymptotycznie

	 1	|	n		  |	2	 nP(wk) =	–	|	∑	xte
–itwk	|	. =	—	 (ak

2 + bk
2)	 (11)

	 n	|	t=1		  |		 2

		
	n	 	gdzie ak i bk są współczynnikami Fouriera, a k = 0, 1,…,		—	.

		  	2	 
	 	n	 Periodogram składa się z	 	—	 wielkości opisanych równaniem

	 	2	 
(11). Wartości współczynników ak i bk obliczane są przy użyciu 
metody szybkiej transformaty Fouriera (FFT).

Podobnie jak obraz funkcji autokorelacji i autokorelacji cząst-
kowej szeregu czasowego, kształt periodogramu pozwala wnio-
skować o klasie tego szeregu i innych cechach, np. okresowości 
(sezonowości). 

Wyniki badań obciążeń podstacji trakcyjnych 
jako szeregów czasowych
Badania otrzymanych wyników pomiarów przy zastosowaniu me-
tod teorii szeregów czasowych miały trzy podstawowe cele:
�� sprawdzenie adekwatności teorii szeregów czasowych w bada-
niach obciążeń prądowych kolejowych podstacji trakcyjnych,
�� wstępną identyfikację modeli obciążeń prądowych kolejowych 
podstacji trakcyjnych B, P oraz R,
�� ocenę skali podobieństwa badanych obciążeń trakcyjnych 
podstacji w świetle ich zidentyfikowanych modeli.	
W badaniach wykorzystano pomiary tych obciążeń trakcyj-

nych, których wstępną analizę statystyczną (zatem statyczną) 
przedstawiono w pracach [4, 5, 10]. Do celów artykułu wybrano 
przebiegi obciążeń w szczycie porannym (godz. 6–8). 

Przedstawiono podstawowe wykresy funkcji charakterystycz-
nych badanych  obciążeń podstacji trakcyjnych – ich funkcji au-
tokorelacji i autokorelacji cząstkowej oraz periodogramów.

Podstacja trakcyjna B

Rys. 3. Funkcja autokorelacji obciążenia podstacji trakcyjnej B

Rys. 4. Funkcja autokorelacji cząstkowej obciążenia podstacji trakcyjnej B

Rys. 5. Periodogram obciążenia podstacji trakcyjnej B

Rys. 2. Obciążenie podstacji trakcyjnej B w szczycie porannym
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Podstacja trakcyjna P

Podstacja trakcyjna R
Rys. 6. Obciążenie podstacji trakcyjnej P

Rys. 7. Funkcja autokorelacji obciążenia podstacji P

Rys. 8. Funkcja autokorelacji cząstkowej obciążenia podstacji P

Rys. 9. Periodogram obciążenia podstacji P

Rys. 10. Obciążenie podstacji trakcyjnej R

Rys. 11. Funkcja autokorelacji obciążenia podstacji R
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Dyskusja wyników identyfikacji badanych obciążeń 
podstacji trakcyjnych
Analiza otrzymanych wyników obliczeń i obrazów funkcji charak-
terystycznych dla obciążeń prądowych podstacji trakcyjnych B, P 
oraz R uprawnia do wyciągnięcia następujących wniosków ogól-
nych:
�� obciążenia wszystkich trzech badanych podstacji trakcyjnych 
mają charakter procesów autoregresyjnych (AR); wynika to 
z obrazów funkcji autoregresji i autoregresji cząstkowej (patrz 
tab. 1);
�� wniosek 1 potwierdza obraz periodogramów (rys. 5, 9 i 13); 
według [6] silne skupienie prążków periodogramu w bezpo-
średniej bliskości zera jest charakterystyczne dla procesów 
autoregresyjnych.
Zakładając, że badane obciążenia podstacji trakcyjnych są 

opisane modelem autoregresji AR, to jego rząd p wynika z obrazu 
funkcji autokorelacji cząstkowej (korelogramu cząstkowego). 

Istotne autokorelacje cząstkowe znajdują się poza obszarem 
wyznaczonym przez przedział ufności (95%) zaznaczony piono-
wymi liniami kreskowymi (rys. 4, 8 i 12). Pozostałe prążki znaj-

dujące się wewnątrz przedziału ufności traktowane są ja-
ko nieistotne autokorelacje cząstkowe „białego szumu”.

Analiza korelogramów cząstkowych obciążeń podsta-
cji trakcyjnych sprowadza do wniosku, że estymowany 
rząd ich modeli autoregresyjnych jest następujący:
�� podstacja trakcyjna B (rys.4): 	 p = 2; model AR(2),
�� podstacja trakcyjna P (rys.8): 	 p = 2; model AR(2),
�� podstacja trakcyjna R (rys.12):	 p = 3; model AR(3).

Na korelogramach cząstkowych obciążenia podstacji 
trakcyjnej B (rys. 4) oraz P (rys. 8) widoczne są dalsze 
prążki zbliżone do granicy przedziału ufności, to jednak 
ich wartość jest znacznie mniejsza od dominujących. 

Wyraźne podobieństwo obrazów funkcji charaktery-
stycznych, klasy i rzędu modeli dla obciążeń podstacji B, 
P i R jest najprawdopodobniej rezultatem faktu, że pod-
stacje te są zlokalizowane w tym samym węźle komuni-
kacyjnym i są ze sobą połączone siecią trakcyjną.

Identyfikacja badanych obciążeń prądowych podsta-
cji trakcyjnych B, P oraz R jest pierwszym etapem badań 
– pozostałe etapy są przedmiotem badań autorów. 

Uwagi końcowe
Jak wynika ze wstępnych analiz, zastosowanie teorii sze-
regów czasowych może stanowić efektywną metodę ba-
dania procesów stochastycznych obciążeń trakcyjnych 
w ich modelowaniu i tworzeniu modeli prognostycznych 
do potrzeb praktycznych.

Przedstawione w artykule wybrane przebiegi obcią-
żeń zostały opisane w postaci modeli najprostszych 
AR(2) i AR(3), a estymacja ich parametrów jest stosun-
kowo prosta. W przypadku modeli typu ARMA lub ARIMA 
jest znacznie bardziej złożona ze względu na zwiększenie 
liczby ich parametrów. 

Tym niemniej korzystając z ich symboliki zidentyfi-
kowane modele typu AR można np. zapisać jako: AR(2) 
tożsamy ARMA(2,0) oraz ARIMA(2,0,0).

Zastosowanie przedstawionych metod analizy fluktu-

Rys. 12. Funkcja autokorelacji cząstkowej obciążenia podstacji R

Rys. 13. Periodogram obciążenia podstacji R

acji obciążeń podstacji trakcyjnych pozwala dysponować większą 
liczbą wskaźników ich oceny, niż tylko przy użyciu wskaźników 
typowo elektrycznych.

Pełna interpretacja uzyskanych wyników i ocena fluktuacji 
obciążeń kolejowych podstacji trakcyjnych będzie możliwa po 
uwzględnieniu między innymi rzeczywistych rozkładów jazdy, ty-
pów pociągów i profilów tras.

Kontynuacja badań w tym zakresie umożliwi bardziej precy-
zyjne oceny i prognozy obciążeń trakcyjnych opartych na obiek-
tywnych metodach matematycznych, uwzględniających czynnik 
następstwa czasowego tych obciążeń.

q
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