
Edward Kozłowski 

Lublin University of Technology  
Faculty of Management  
ul. Nadbystrzycka 38, 20-618 Lublin, Poland 
E-mail: e.kozlovski@pollub.pl  
 

Anna Borucka 

Military University Of Technology  
ul. gen. Sylwestra Kaliskiego 2,  
01-476, Warsaw, Poland  
E-mail: anna.borucka@wat.edu.pl  
 

Andrzej Świderski 

Motor Transport Institute  
ul. Jagiellońska 80,  
03-301 Warsaw, Poland 
E-mail: andrzej.swiderski@its.waw.pl 

 

 

ZASTOSOWANIE REGRESJI LOGISTYCZNEJ DO WYZNACZANIA MACIERZY 

PRAWDOPODOBIEŃSTW PRZEJŚĆ STANÓW EKSPLOATACYJNYCH 
W SYSTEMACH TRANSPORTOWYCH 

 
 

Przedsiębiorstwa transportowe mogą być traktowane jako wyodrębniony pod względem  technicznym, 

organizacyjnym, ekonomicznym i prawnym system transportowy. Zachowanie jakości i ciągłości 
realizacji zleceń przewozowych wymaga wysokiego poziomu gotowości pojazdów oraz personelu 

(szczególnie kierowców). Kontrolowanie i sterowanie realizowanymi zadaniami wspierane jest 

modelami matematycznymi, umożliwiającymi ocenę i określenie strategii dotyczącej podejmowanych 

działań. Wsparcie procesów zarządzania polega głównie na analizie sekwencji kolejnych, 
realizowanych czynności (stanów). W wielu przypadkach taki ciąg czynności jest modelowany za 

pomocą procesów stochastycznych, spełniających własność Markowa. Ich klasyczne zastosowanie 

możliwe jest tylko w przypadku, gdy warunkowe rozkłady prawdopodobieństwa przyszłych stanów są 
określone wyłącznie przez bieżący stan eksploatacyjny. Identyfikacja takiego procesu stochastycznego 

polega głównie na wyznaczeniu macierzy prawdopodobieństw przejść międzystanowych.  

Niestety w wielu przypadkach analizowane ciągi czynności nie spełniają własności Markowa. 

Dodatkowo, na wystąpienie kolejnego stanu wpływa długość interwału czasowego pozostania systemu 
w określonym stanie eksploatacyjnym. W artykule przedstawiono metodę konstrukcji macierzy 

prawdopodobieństw przejść pomiędzy stanami eksploatacyjnymi. Wartości tej macierzy zależą od czasu 

przebywania obiektu w danym stanie. Celem artykułu było zaprezentowanie alternatywnej metody 
estymacji parametrów tej macierzy w sytuacji, gdy badany szereg nie spełnia własności Markowa. 

Wykorzystano w tym celu regresję logistyczną.  

 

Słowa kluczowe: regresja logistyczna, macierz prawdopodobieństw przejść, łańcuchy 
Markowa, system transportowy 

 

 
 

 



1. Wprowadzenie  

 

Pojęcie systemu transportowego, za Grzywaczem i Burnewiczem [17] oraz 

Andrzejczakiem [3] postrzegane jest w niniejszym artykule jako uporządkowany układ trzech 

podsystemów: technicznego, organizacyjnego i ekonomiczno-prawnego, tworzący logiczną, 

zrównoważoną wewnętrznie całość, umożliwiającą osiągnięcie konkretnego celu. Pozwala to 

określić mianem systemu transportowego analizowane przedsiębiorstwo, a za cel jego 

funkcjonowania przyjąć realizację zadań przewozowych. 

Systemy transportowe mogą być analizowane jako wielostanowe sekwencje kolejnych 

planowanych i nieplanowanych czynności obsługowych dokonywanych przez operatora 

systemu transportowego [27]. Konstrukcja modeli, które je opisują oraz pozwalają na 

wyznaczenie prognozy stanu użytkowanego obiektu , umożliwia planowanie strategii 

obsługiwania i sterowanie gotowością parku maszyn [9, 21,], pojazdów [13, 26] itp. 

Modelowanie funkcjonowania obiektów technicznych, za pomocą modeli deterministycznych 

nie zawsze jest możliwe, ponieważ na wyniki (realizacje) wpływają zaburzenia zewnętrzne 

(czynniki losowe), które uniemożliwiają dokładne przewidywanie kolejnych stanów. W takich 

przypadkach zachowanie systemów technicznych modelujemy za pomocą metod 

probabilistycznych, a w szczególności procesów stochastycznych. Ważną klasę procesów 

stochastycznych stanowią procesy Markowa. Pewne możliwości zastosowań tych procesów 

przedstawiono w pracach [7, 24]. Podstawą ich użycia jest spełnienie własności Markowa: 

przyszłość nie zależy od przeszłości, gdy znana jest teraźniejszość. W wielu analizach zakłada 

się a priori, że szereg czasowy spełnia tę własność i jej weryfikacja jest pomijana [55]. Jedynie 

nieliczni autorzy wskazują na konieczność jej sprawdzania [53] i eliminują przypadki które nie 

osiągnęły tego założenia [47]. Alternatywą dla systemów niespełniających własności Markowa 

są klasyczne metody niezawodnościowe, pozwalające na wyznaczenie empirycznych 

charakterystyk takich jak: strumień odnowy, funkcja odnowy, czas do następnego uszkodzenia 

czy intensywność strumienia odnowy [6, 14, 35] oraz obliczanie na ich podstawie głównych 

miar oceny systemu [15, 23, 42]. W literaturze, w ramach podobnych badań, prezentowane są 

różne modele [30, 43], w tym semi - Markowa [7, 24] a także wykorzystujące sztuczne sieci 

neuronowe [10, 33], algorytm faktoryzacji [31], drzewa błędów [52] czy modele 

niezawodnościowe [42, 36].  

W wielu publikacjach nie jest brany pod uwagę czas pozostania w określonym stanie 

eksploatacyjnym. Niejednorodność interwału czasowego pomiędzy kolejnymi stanami również 

może powodować niespełnienie własności Markowa. W niniejszym artykule do oszacowania 

warunkowych prawdopodobieństw przebywania obiektu badań w poszczególnych stanach 

eksploatacyjnych zastosowano regresję logistyczną [49]. Regresja logistyczna opisuje związek 

między zmienną jakościową, a jedną lub większą liczbą zmiennych predykcyjnych [25, 46]. 

W literaturze regresja logistyczna stosowana jest w medycynie [5, 44], w tomografii 

komputerowej [46], do identyfikacji systemów technicznych [25], w obszarze finansów 

przedsiębiorstw [39, 54], bankowości [1, 34] i szeroko pojętych inwestycji [12, 29] oraz 

wykorzystywana jest do szacowania poziomu ryzyka [2, 8, 45], w badaniach społecznych, 

demograficznych [4, 41] i innych [25, 40]. W odniesieniu do systemów transportowych modele 

regresji logistycznej proponowane są przede wszystkim do oceny zagrożenia na drodze 

wynikającego z wypadków drogowych [18, 37], kształtowania wyborów trasy w sieci 

transportowej [32, 49] czy analizy wpływu wybranych czynników na realizację procesów 

przewozowych [38, 48].  

W pracy pokazano istnienie zależności pomiędzy czasem trwania stanu 

eksploatacyjnego, a wartością prawdopodobieństwa przejścia do kolejnego stanu. Celem 

dokładnej i wyczerpującej analizy problemu w pierwszej kolejności dokonano wprowadzenia, 

prezentującego metody matematyczne przywoływane w artykule. W rozdziale drugim 



przedstawiono definicje dotyczące łańcuchów Markowa i sposób weryfikacji własności 

Markowa. W rozdziale trzecim zaprezentowano metodę estymacji macierzy 

prawdopodobieństwa przejść za pomocą regresji logistycznej. Następnie zaprezentowano 

przykład wdrożenia proponowanej metody z wykorzystaniem danych empirycznych dla 

wybranego środka transportu, realizującego zadania przewozowe w ramach systemu 

transportowego (przedsiębiorstwa). W końcowym etapie dokonano omówienia otrzymanych 

wyników, podsumowania przeprowadzonych analiz i wskazano kierunki dalszych badań. 

 

2. Łańcuchy Markowa 

 

Stanem obiektu określa się jego charakterystyczną cechę, właściwość techniczną, która 

przyporządkowuje go do danego systemu eksploatacji [50], jest to wektor, którego składowymi 

są wartości fizyczne, opisujące obiekt z punktu widzenia danego badania [28]. W literaturze 

stan obiektu technicznego definiowany jest jako rezultat jednego i tylko jednego zdarzenia w 

ciągu doświadczeń spośród skończonego lub przeliczalnego zbioru parami wyłączających się 

zdarzeń [11, 54]. Do analizy systemów technicznych wykorzystujemy narzędzia rachunku 

prawdopodobieństwa i statystyki matematycznej [22, 53]. Niech (Ω, ℱ, 𝑃) będzie przestrzenią 

probabilistyczną, 𝑁 – zbiorem liczb naturalnych, 𝑆 – przestrzenią stanów analizowanego 

zjawiska. 

Definicja 1 Rodzinę {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 zmiennych losowych 𝑋𝑡: Ω → 𝑆 dla dowolnego 𝑡 ∈ 𝑁 

nazywamy procesem stochastycznym z czasem dyskretnym [51, 54].  

W pracy analizujemy stany eksploatacyjne, w których przebywają pojazdy. Zbiór stanów 

eksploatacyjnych 𝑆 jest to zbiór wartości procesu stochastycznego {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁. W każdej chwili 

𝑡 ∈  𝑁 obiekt znajduje się w jednym z możliwych stanów oraz 𝑋𝑡(𝜔) = 𝑥𝑡, tzn. w przypadku 

zajścia zdarzenia losowego 𝜔 w momencie 𝑡, system znajduje się w stanie 𝑥𝑡 ∈ 𝑆. 

W prowadzonych badaniach przyjmujemy, że zbiór stanów 𝑆 jest zbiorem skończonym oraz 

𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑘}, 𝑘 ∈ 𝑁, 2 ≤ 𝑘 < ∞. Wielkość 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑠𝑖) = 𝑝𝑖(𝑡) oznacza 

prawdopodobieństwo, że system w momencie 𝑡 ∈ 𝑁 znajduje się w stanie 𝑠𝑖 ∈ 𝑆,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 

oraz ∑ 𝑝𝑖(𝑡) 𝑘
𝑖=1 = 1. 

Definicja 2 Proces stochastyczny {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 z czasem dyskretnym nazywa się łańcuchem 

Markowa jeżeli dla każdego 𝑛 ∈ 𝑁, dowolnych momentów 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 ∈ 𝑁 spełniających 

warunek 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛 oraz dowolnych 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ∈ 𝑆, zachodzi równość [26, 47]: 

𝑃(𝑋𝑡𝑛
=  𝑥𝑛|𝑋𝑡𝑛−1

= 𝑥𝑛−1, 𝑋𝑡𝑛−2
= 𝑥𝑛−2, … , 𝑋𝑡1

= 𝑥1) = 𝑃(𝑋𝑡𝑛
= 𝑥𝑛|𝑋𝑡𝑛−1

= 𝑥𝑛−1) (1)  

Z definicji łańcucha Markowa wynika, że rozkład warunkowy zmiennej losowej 𝑋𝑛 dla danych 

wartości 𝑋𝑡0
, 𝑋𝑡1

, … , 𝑋𝑡𝑛−1
 zależy tylko od ostatniej znanej wartości 𝑋𝑡𝑛−1

. Zazwyczaj zakłada 

się, że odstępy pomiędzy 𝑡𝑖 i 𝑡𝑖+1 są jednakowe [16]. Poniżej przyjmujemy, że 𝑡𝑛 = 𝑛 ∈ 𝑁. 

Jeżeli {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 jest niejednorodnym łańcuchem Markowa, to dla dowolnego 𝑡 ∈ 𝑁 oraz 1 ≤
𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘, wielkość:  

𝑃(𝑋𝑡 = 𝑠𝑗|𝑋𝑡−1 = 𝑠𝑖) = 𝑝𝑖𝑗(𝑡) (2)  

nazywamy prawdopodobieństwa przejścia ze stanu 𝑠𝑖 w momencie 𝑡 − 1 do stanu 𝑠𝑗 

w momencie 𝑡. Zatem dla łańcuchów spełniających własność Markowa (1) warunkowe 

rozkłady prawdopodobieństwa przyszłych stanów procesu są zdeterminowane wyłącznie przez 

jego bieżący stan oraz moment 𝑡, bez względu na przeszłość (są warunkowo niezależne od 

stanów przeszłych). Macierz 𝑃(𝑡) = [𝑝𝑖𝑗(𝑡)]
1≤𝑖,𝑗≤𝑘

 spełniającą warunek ∑ 𝑝𝑖𝑗(𝑡)𝑘
𝑗=1 = 1 dla 

𝑡 ∈ 𝑁 oraz 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 nazywamy macierzą prawdopodobieństwa przejść w jednym kroku 

w chwili 𝑡 [7, 47, 51].  

Definicja 3 Łańcuch Markowa {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 jest jednorodnym łańcuchem Markowa, jeżeli 

prawdopodobieństwa przejścia 𝑝𝑖𝑗(𝑡) nie zależą od momentu 𝑡 ∈ 𝑁. 

https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_prawdopodobie%C5%84stwa


Zatem dla jednorodnego łańcucha Markowa 𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝑝𝑖𝑗 dla 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘 oraz dowolnego 

momentu 𝑡 ∈ 𝑁, natomiast macierz 𝑃 = [𝑝𝑖𝑗]
1≤𝑖,𝑗≤𝑘

 spełniającą warunek ∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑘
𝑗=1 = 1, 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑘 nazywamy macierzą prawdopodobieństwa przejścia w jednym kroku. Dla jednorodnego 

łańcucha Markowa prawdopodobieństwa przejścia ze stanu 𝑠𝑖 w momencie 𝑡 do stanu 𝑠𝑗 

w momencie 𝑡 + 𝑛 wyznaczamy ze wzoru [13, 24]: 

𝑃(𝑋𝑡+𝑛 = 𝑠𝑗|𝑋𝑡 = 𝑠𝑖) = 𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

 (3)  

gdzie [𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

]
1≤𝑖,𝑗≤𝑘

= 𝑃𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 jest macierzą prawdopodobieństwa przejścia w 𝑛 krokach. 

Definicja 4 Jeżeli {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 jest jednorodnym łańcuchem Markowa oraz istnieje rozkład 

𝜋 = (𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑘), gdzie 𝜋𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 oraz ∑ 𝜋𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1, spełniający równanie: 

𝜋𝑃 = 𝜋 (4)  

to rozkład 𝜋 nazywamy rozkładem stacjonarnym jednorodnego łańcucha Markowa.  

Własność stacjonarności oznacza, że jeżeli w pewnym momencie 𝑛 ∈ 𝑁 łańcuch osiągnie 

rozkład stacjonarny, to dla każdej kolejnej chwili większej od 𝑛 rozkład pozostanie taki sam. 

Rozkład stacjonarny wyznaczamy rozwiązując układ równań [16, 22]: 

∑ 𝜋𝑗 ∙ 𝑝𝑖𝑗
𝑘
𝑗=1 = 𝜋𝑖     (5)  

∑ 𝜋𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1  (6)  

oraz 𝜋𝑖 ≥ 0 dla 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 . 

Ważną rolę w badaniu procesów, przy wykorzystaniu łańcuchów Markowa, pełnią jego 

własności graniczne, a szczególnie granice prawdopodobieństw 𝑝𝑗(𝑛) oraz 𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

 przy 𝑛 → ∞, 

które opisują probabilistyczne zachowanie procesu po długim czasie [16, 22].  

Twierdzenie 1 (ergodyczne) Niech  {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 będzie jednorodnym łańcuchem Markowa 

o skończonej liczbie stanów 𝑘 < ∞ (𝑘 = #𝑆 = #{𝑖: 𝑠𝑖 ∈ 𝑆}), to: 

a. istnieje wektor 𝜋 = (𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑘), taki że 𝜋𝑖 > 0 dla 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 oraz  ∑ 𝜋𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1;  

b. dla dowolnych 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘  

𝜋𝑗 = lim
𝑛→∞

𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

 ; 

c. wektor 𝜋 jest rozwiązaniem równania (6). 

Poniżej przedstawiony zostanie sposób oszacowania macierzy prawdopodobieństwa 

przejścia dla jednorodnego łańcucha Markowa oraz sposób weryfikacji własności Markowa. 

Niech  {𝑥𝑡}0≤𝑡≤𝑛 będzie realizacją łańcucha Markowa. Wielkość  𝑛𝑖 = #{𝑡: 𝑥𝑡 = 𝑠𝑖, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛} 

oznacza liczbę momentów, dla których system przebywał w stanie 𝑠𝑖 dla 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, gdzie 

∑ 𝑛𝑖
𝑘
𝑖=1 = 𝑛, natomiast wielkość 𝑛𝑖𝑗 = #{𝑡: 𝑥𝑡 = 𝑠𝑖, 𝑥𝑡+1 = 𝑠𝑗, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 − 1} oznacza liczbę 

przejść ze stanu 𝑠𝑖 do stanu 𝑠𝑗 dla 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘 oraz ∑ 𝑛𝑖𝑗
𝑘
𝑗=1 = 𝑛𝑖. Przy założeniu, że spełniona 

jest własność Markowa, szacujemy macierz prawdopodobieństwa przejść. Estymator przejścia 

ze stanu 𝑠𝑖 do stanu 𝑠𝑗 wyznaczamy ze wzoru 𝑝̂𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗

𝑛𝑖
 dla 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘. 

W celu weryfikacji własności Markowa stosujemy test zgodności 𝜒2. Na poziomie 

istotności 𝛼, 𝛼 ∈ (0,1) tworzymy hipotezę roboczą: 

𝐻0: 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑥|𝑋𝑡−1 = 𝑦, 𝑋𝑡−2 = 𝑧) = 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑥|𝑋𝑡−1 = 𝑦) (łańcuch {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 spełnia 

własność Markowa) 

oraz hipotezę alternatywną: 

𝐻1: 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑥|𝑋𝑡−1 = 𝑦, 𝑋𝑡−2 = 𝑧) ≠ 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑥|𝑋𝑡−1 = 𝑦) (łańcuch {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 nie 

spełnia własności Markowa), 

gdzie 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆. Za miarę rozbieżności pomiędzy rozkładami 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑥|𝑋𝑡−1 = 𝑦, 𝑋𝑡−2 = 𝑧) 

oraz 𝑃(𝑋𝑡 = 𝑥|𝑋𝑡−1 = 𝑦) wybieramy statystykę testową: 



𝜒𝑒
2 = ∑ ∑ ∑

(𝑛𝑖𝑗𝑣−𝑛𝑖𝑗𝑝𝑗𝑣)
2

𝑛𝑖𝑗𝑝𝑗𝑣

𝑘
𝑣=1

𝑘
𝑗=1

𝑘
𝑖=1    (7)  

która ma rozkład 𝜒2 o 𝑘3 stopniach swobody.  

Wielkość 𝑛𝑖𝑗𝑣 = #{𝑡: 𝑥𝑡 = 𝑠𝑖, 𝑥𝑡+1 = 𝑠𝑗 , 𝑥𝑡+2 = 𝑠𝑣 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 − 2} oznacza liczbę przejść ze 

stanu 𝑠𝑖 do stanu 𝑠𝑗, a następnie do stanu 𝑠𝑣 dla 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑣 ≤ 𝑘. Z tablic dla rozkładu 𝜒2 o 𝑘3 

stopniach swobody wyznaczamy kwantyl rzędu 1 − 𝛼, który oznaczamy jako 𝜒2(1 − 𝛼, 𝑘3). 

Jeżeli 𝜒𝑒
2 < 𝜒2(1 − 𝛼, 𝑘3), to na poziomie istotności 𝛼 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy 

roboczej 𝐻0, zatem przyjmujemy, że łańcuch {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 spełnia własność Markowa. Jeżeli 

natomiast 𝜒𝑒
2 ≥ 𝜒2(1 − 𝛼, 𝑘3), to na poziomie istotności 𝛼 hipotezę roboczą 𝐻0 odrzucamy 

na korzyść hipotezy alternatywnej, zatem łańcuch {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 nie spełnia własności Markowa. 

 

3. Regresja logistyczna  

 

W wielu przypadkach proces stochastyczny  {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 nie spełnia własności Markowa. 

Realizacja procesu  {𝑋𝑡}𝑡∈𝑁 zależy od dodatkowych czynników. W systemach transportowych, 

logistycznych czas pozostania w określonym stanie bezpośrednio wpływa 

na prawdopodobieństwo przejścia do stanów pozostałych. Poniżej autorzy zastosowali regresję 

logistyczną do zdefiniowania macierzy prawdopodobieństwa przejścia, która zależy od czasu 

przebywania obiektu w danym stanie. W rozważanym przypadku, zmienna losowa 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑁 

opisująca stan systemu, może przyjąć 𝑘 możliwych realizacji. Ponieważ rozważamy momenty, 

dla których stan systemu zmienia się, to jeżeli w momencie 𝑡 ∈ 𝑁 system znajdował się w stanie 

𝑠𝑖 ∈ 𝑆, to w momencie 𝑡 + 𝜏 system może przebywać w stanach 𝑆\{𝑠𝑖} (zmienna losowa 𝑋𝑡+𝜏 

może przyjąć 𝑘 − 1 możliwych realizacji). Wyznaczenie wartości prawdopodobieństw przejść 

umożliwia wielomianowa regresja logistyczna [19, 25, 44, 46]. Jeden z poziomów należy 

przyjąć jako odniesienie. Dla każdego stanu 𝑠𝑖 ∈ 𝑆, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 wyznaczamy 

prawdopodobieństwa przejścia do pozostałych stanów: 

𝑃(𝑋𝑡+𝜏 = 𝑠𝑗|𝑋𝑡 = 𝑠𝑖) = 𝑝𝑖𝑗(𝜏) (8)  

gdzie 𝑡, 𝜏 ∈ 𝑁 oraz  𝑠𝑗 ∈ 𝑆\{𝑠𝑖}. Ze zbioru 𝑆\{𝑠𝑖} wybieramy stan odniesienia 𝑠𝑞 ∈ 𝑆\{𝑠𝑖} oraz 

wyznaczamy logarytmy szans dla pozostałych stanów: 

𝑙𝑛 
𝑃(𝑋𝑡+𝜏 = 𝑠𝑗|𝑋𝑡 = 𝑠𝑖)

𝑃(𝑋𝑡+𝜏 = 𝑠𝑞|𝑋𝑡 = 𝑠𝑖)
= 𝛽𝑖𝑗

0 + 𝛽𝑖𝑗
1 𝜏 (9)  

dla 𝑠𝑗 ∈ 𝑆\{𝑠𝑖 , 𝑠𝑞}. Wartości parametrów strukturalnych w modelu (9) wyznaczamy korzystając 

z metody największej wiarygodności [20, 25, 49]. Do oceny istotności parametrów modelu 

stosuje się test Walda. 

Prawdopodobieństwa przejścia dla stanów 𝑠𝑗 ∈ 𝑆\{𝑠𝑖, 𝑠𝑞} wyznaczamy ze wzoru: 

𝑝𝑖𝑗(𝜏) =
𝑒𝛽𝑖𝑗

0 +𝛽𝑖𝑗
1 𝜏

1 + ∑ 𝑒𝛽𝑖𝑣
0 +𝛽𝑖𝑣

1 𝜏
1≤𝑣≤𝑘

𝑣≠𝑖
𝑣≠𝑞

 
(10)  

natomiast dla stanu odniesienia 𝑠𝑞 prawdopodobieństwo wynosi: 

𝑝𝑖𝑞(𝜏) =
1

1 + ∑ 𝑒𝛽𝑖𝑣
0 +𝛽𝑖𝑣

1 𝜏
1≤𝑣≤𝑘

𝑣≠𝑖
𝑣≠𝑞

 
(11)  

Ze wzorów (10)-(11) otrzymujemy, że logarytm ilorazu szans dla dwóch dowolnych poziomów 

𝑠𝑗, 𝑠𝑣 ∈ 𝑆\{𝑠𝑖 , 𝑠𝑞} jest równy: 



𝑙𝑛
𝑃(𝑋𝑡+𝜏=𝑠𝑗|𝑋𝑡=𝑠𝑖)

𝑃(𝑋𝑡+𝜏=𝑠𝑣|𝑋𝑡=𝑠𝑖)
= 𝑙𝑛

𝑝𝑖𝑗(𝜏)

𝑝𝑖𝑣(𝜏)
= (𝛽𝑖𝑗

0 − 𝛽𝑖𝑣
0 ) + (𝛽𝑖𝑗

1 − 𝛽𝑖𝑣
1 )𝜏. (12)  

 

4. Estymacja macierzy prawdopodobieństwa przejść dla wybranego środka transportu  

 

Podmiotem badania był belgijski oddział dystrybucji działający na rzecz sieci 

hipermarketów. Usługi transportowe realizowane są codziennie, 24 godziny na dobę, dlatego 

istotne jest właściwe harmonogramowanie przewozów, uwzględniające dostępność 

zatrudnionego personelu (szczególnie kierowców), a także gotowość pojazdów.  

W badaniu wykorzystano dane pochodzące z funkcjonującego w przedsiębiorstwie 

systemu informatycznego do zarządzania flotą, który integruje, przetwarza i archiwizuje 

odczyty z zamontowanego na pojeździe nadajnika GPS, tachografu, magistrali CAN 

(Controller Area Network) oraz komputera pokładowego. Pozwala to na pozyskanie danych 

dotyczących kierowcy i pojazdu w czasie rzeczywistym, umożliwia śledzenie pozycji i ruchu 

samochodów, wizualizację lokalizacji pojazdów i naczep na mapie, monitoring czasu jazdy 

i odpoczynku itp. Informacje dotyczyły 69 pojazdów ciężarowych marki Iveco Stralis EEV 

460. Zgromadzone dane uporządkowano oraz analizowano 10 stanów eksploatacyjnych 

realizowanych przez pojazdy ciężarowe. Czynności te wyszczególniono w tab. 1. 

 

Tabela 1. Wyróżnione w badaniu stany eksploatacyjne 

Lp. Nazwa stanu eksploatacyjnego 

S1 Dyspozycyjność 

S2 Jazda  

S3 Czynności manipulacyjne 

S4 Naprawa 

S5 Obsługa  

S6 Parkowanie  

S7 Postój  

S8 Wyładunek 

S9 Tankowanie 

S10 Załadunek 

 

Zaprezentowane w artykule badanie przeprowadzono dla jednego, losowo wybranego 

pojazdu. Dokonano sprawdzenia własności Markowa. Wykorzystano w tym celu test 𝜒2. 

Statystyka testu wyniosła 2672,74, a 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 =  2.2 ∗ 10−16. Oznacza to, że na poziomie 

istotności 𝛼 = 0.001 hipotezę roboczą należy odrzucić na korzyść hipotezy alternatywnej, 

zatem analizowany proces stochastyczny nie spełnia własności Markowa. Niemniej jednak 

oszacowano (w celach porównawczych) macierz prawdopodobieństw przejść realizacji procesu 
{𝑋𝑡}1≤𝑡≤𝑛, 𝑛 = 6822, którą w sposób graficzny zaprezentowano na rys.1, natomiast wartości 

tej macierzy przedstawiono w tab. 2 

 



 

Rysunek 1. Graf przejść międzystanowych wg łańcucha Markowa 

Tabela 2. Macierz prawdopodobieństw przejść dla łańcucha Markowa 

 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 

S1 0 0.392 0.002 0.002 0.012 0.032 0.113 0.009 0.007 0.431 

S2 0.060 0 0.128 0.003 0.015 0.015 0.142 0.453 0.022 0.162 

S3 0.065 0.274 0 0.003 0.009 0.029 0.085 0.294 0 0.241 

S4 0.456 0.246 0.053 0 0.035 0 0.105 0 0 0.105 

S5 0.056 0.416 0.011 0.034 0 0.146 0.180 0.090 0 0.067 

S6 0.433 0.264 0.082 0 0.014 0 0.111 0.005 0.005 0.087 

S7 0.084 0.456 0.003 0.044 0.027 0.103 0 0.074 0.001 0.208 

S8 0.062 0.510 0.008 0.009 0.005 0.044 0.097 0 0.019 0.247 

S9 0.035 0.163 0 0.012 0.035 0.035 0.151 0.442 0 0.128 

S10 0.004 0.735 0.008 0 0.012 0.001 0.064 0.173 0.003 0 

 

Rozwiązując równanie (4) oszacowano prawdopodobieństwa graniczne. Wartości tych 

prawdopodobieństw przedstawia tab. 3. 

 

Tabela 3. Wartości granicznych prawdopodobieństw przejść dla łańcucha Markowa  

 
 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 

𝜋𝑖 0.064 0.337 0.050 0.008 0.013 0.031 0.099 0.212 0.013 0.173 

 

Ponieważ dla analizowanych danych własność Markowa nie została spełniona, 

dokonano oszacowania parametrów macierzy prawdopodobieństw przejść, wykorzystując 

w tym celu wielomianowy model regresji logistycznej. Zbadano wpływ czasu pobytu 

w określonym stanie eksploatacyjnym na prawdopodobieństwo przejścia do pozostałych 



stanów. Założono, że prawdopodobieństwo w momencie 𝑡 + 𝜏 jest wartością warunkowo 

zależną w od stanu w jakim obiekt przebywał w chwili 𝑡 oraz od długości czasu 𝜏 jego trwania, 

a także, że po czasie 𝜏 system do niego nie powraca. Dla każdego stanu wyznaczono 8 równań 

regresji logistycznej postaci (9), które opisują zależności dla dziewięciu możliwych przejść. 

Istotność parametrów strukturalnych zbadano za pomocą testu Walda. W wyniku zastosowania 

wielomianowej regresji logistycznej dla każdego ze stanów systemu otrzymano macierz 

prawdopodobieństwa przejścia, która zależy od czasu przebywania 𝜏.  

Następnie wyznaczono wykresy obrazujące zmianę prawdopodobieństwa przejścia 

w zależności od czasu 𝜏 pozostania w danym  stanie eksploatacyjnym. Dla wybranych stanów: 

dyspozycyjność, jazda, parkowanie, postój, tankowanie, przedstawiono zależności 

prawdopodobieństwa przejść od czasu przebywania (rys. 2 – rys. 6). 

 
Rysunek 2. Zależność prawdopodobieństwa przejścia ze stanu Dyspozycyjność od czasu 

jego trwania 

 
Rysunek 3. Zależność prawdopodobieństwa przejścia ze stanu Jazda od czasu jego trwania 

 



 
Rysunek 4. Zależność prawdopodobieństwa przejścia ze stanu Parkowanie od czasu jego 

trwania 

 
Rysunek 5. Zależność prawdopodobieństwa przejścia ze stanu Postój od czasu jego trwania 

 
Rysunek 6. Zależność prawdopodobieństwa przejścia ze stanu Tankowanie od czasu jego 

trwania 

 



Powyższe rysunki prezentują zależność wartości prawdopodobieństwa przejścia 

z danego stanu eksploatacyjnego do kolejnych, w zależności od czasu jaki pojazd w nim spędza. 

Z rysunków widzimy, że wartości tych prawdopodobieństw nie są stałe, co pokazuje 

niezasadność stosowania klasycznego podejścia, przy oszacowaniu macierzy 

prawdopodobieństw przejść jak dla łańcucha Markowa. Podejście zaproponowane przez 

autorów pokazuje sposób wyznaczenia macierzy przejść dla przypadku, gdy czas pozostania 

systemu w określonym stanie istotnie wpływa na wartości elementów tej macierzy. Zmienność 

wartości prawdopodobieństw przejść jest uzasadniona i oddaje specyfikę realizacji procesów 

transportowych, które zdeterminowane są częściowo uregulowaniami prawnymi dotyczącymi 

na przykład czasu pracy kierowcy, a także terminami wynikającymi z wdrożonej 

w przedsiębiorstwie strategii eksploatacyjnej, regulującej czasookresy napraw i przeglądów.  

Przedstawione rozwiązania są pomocne dodatkowo do opracowania metody 

pozwalającej na ocenę gotowości systemu do realizacji zadań transportowych. Stany 

eksploatacyjne można sklasyfikować jako stany zdatności oraz niezdatności i wyznaczyć 

współczynnik gotowości technicznej jako sumę odpowiednich prawdopodobieństw stanów 

niezawodnościowych.  

 

5. Zakończenie  

 

W artykule dokonano estymacji macierzy prawdopodobieństw przejść do wyróżnionych 

stanów eksploatacyjnych, w których przebywał badany pojazd. Popularne w takich 

oszacowaniach jest zastosowanie łańcuchów Markowa, które wymaga spełnienia warunku 

o braku pamięci analizowanego procesu. W przedstawionym przypadku własność ta nie została 

spełniona. Dodatkowo pokazano, że prawdopodobieństwo przejścia do danego stanu 

eksploatacyjnego jest warunkowo zależne od stanu, w jakim przebywał obiekt oraz od długości 

czasu jaki w nim pozostawał. Dlatego do ich oszacowania zaproponowano alternatywną 

metodę. Wykorzystano w tym celu wielomianowy model regresji logistycznej. Otrzymano 

prawdopodobieństwa przejść, których wartości dla danego stanu różniły się w zależności od 

długości czasu pobytu pojazdu w stanie wcześniejszym. 

Uzyskane wyniki porównano z wartościami otrzymanymi wg łańcucha Markowa - dla 

którego są one stałe - pokazując, że zastosowanie tak obliczonej macierzy prawdopodobieństw 

przejść, przy niespełnieniu warunku Markowa, może prowadzić do błędnych wniosków. 

Zaproponowany model regresji logistycznej pozwala na krótkookresowe prognozy 

w zakresie realizacji procesu transportowego. Ocena prawdopodobieństwa przejścia 

w zależności od wcześniej realizowanych czynności stanowi wsparcie procesu 

harmonogramowania zadań przewozowych, a także planowania w zakresie obsługi technicznej 

pojazdów. 

W ramach dalszych badań, zaproponowaną metodę warto rozszerzyć o wyznaczanie 

granicznych wartości estymatorów i ocenę prawdopodobieństw przejść dla poszczególnych 

stanów w długim przedziale czasu. Pozwoli to na kompleksową ocenę funkcjonowania 

systemu, a także na wyznaczenie poziomu gotowości do realizacji zadań transportowych. 

Podział stanów eksploatacyjnych na stany zdatności i niezdatności umożliwi obliczenie 

współczynnika gotowości technicznej jako sumy odpowiednich prawdopodobieństw 

granicznych stanów niezawodnościowych. Przedstawione rozwiązanie może także znaleźć 

zastosowanie przy modelowaniu cykli jezdnych pojazdów ciężarowych, które bezpośrednio 

odwzorowują rzeczywiste warunki pracy silnika, bądź też podzespołów na hamowni 

podwoziowej.  
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