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Czy sieci rzadza swiatem? Od Eulera do Barabasiego
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W pracy poruszono problem roznorodnych zastosowan modeli i metod teorii graféw i sieci. W szczegdlnosci
Zwroécono uwage na cechy charakterystyczne wspoétczesnych sieci rzeczywistych. Przeanalizowano, w jaki
sposob modeluje sie te sieci, jakie maja wiasnosci i co z tego wynika. Poruszono algorytmiczne aspekty sieci
ztozonych ukierunkowane na ztozonos¢ obliczeniowa metod wyznaczania wartosci charakterystyk sieci.
Kilkanaicie interdyscyplinarnych przyktadoéw rzeczywistych sieci zilustrowato opisywane wiasnosci sieci.
We whnioskach opisano tendencje rozwojowe wspdtczesng teorii grafow i sieci, zwtaszcza w kontekscie

model owania ewolucji sieci ztozonych.

Stowa kluczowe: sieci zZtozone, systemy ztozone, bezskal owos¢, mate swiaty, zastosowania sieci ztozonych,

algorytmiczne aspekty sieci ztozonych.
1. Wprowadzenie

Pytanie tytutowe, cho¢ postawione w sposob
dos¢ filozoficzny, jak okaze sie w dalszegj czesci
artykutu, z filozofia ma niewiele wsp6lnego,
za to bardzo duzo z jednym z dzialéw
matematyki dyskretnej oraz obserwacja Swiata
rzeczywistego. Autor, podpierajac Sie szeregiem
roznych  przyktadéw  praktycznych  oraz
wynikami ngjnowszych obserwacji i badan,
postara sie zasugerowaé Czytelnikowi od-
powiedz nato pytanie.

Jednym z dziatbw matematyki dyskretng
jest teoriagrafOw i sieci, ktéra bardzo preznie sie
rozwija, a z racji swoich interdyscyplinarnych
zastosowan znajduje szerokie uznanie w swiecie
nauki i praktyki [6], [8].

Podstawowe problemy teorii  grafow
i Sieci oraz ich zastosowania opisano ponize:

e problemy kolorowania graféw: har-
monogramowanie, uktadanie  plandw,
szeregowanie zadan, Kkolorowanie map
i inne

e problemy drég ekstremalnych: planowanie
podrézy, wyszukiwanie najkrétszych tras,
routing, sieci semantycznei inne

e problemy analizy sieci PERT, GERT:
analiza ztozonych przedsiewzieé

e problemy przeptywow: przeptywy
w sieciach (komputerowych, gazowych,
wodociagowych, itp.) i inne

e  problemy przydziatow: przydziaty
czestotliwosci, pracownikow do maszyn,
kojarzenie matzenstw i inne

e problemy podobienstwa graféw: rozpo-
Znawanie WZorcow strukturalnych,
wyszukiwanie synoniméw w  bazach
danych (stownikowych), wyszukiwanie
podobnych stron WWW, ontologie

e andliza sieci ztozonych: Internet, Sieci
spoteczne, biologiczne, komputerowe,
transportowe, energetycznei inne.

Interdyscyplinarnos¢ zastosowan modeli i metod
teorii graféw i sieci (widoczna szczegdlnie
W opisie ostatniej grupy zastosowan) sktania do
blizszego przyjrzenia si¢ te tematyce oraz
wypracowania odpowiedzi na pytanie tytutowe.
Artykut  zorganizowany jest w nastepujacy
sposob. W rozdziale 2 krotko zaprezentowano
geneze graféw. Rozdziat 3 zawiera szereg
przyktaddw wspotczesnych sieci, wraz z krétkim
opisem sposobu ich powstawania. W rozdziae 4
opisano charakterystyke systeméw ztozonych,
ktére modeluje sie z wykorzystaniem sieci
ztozonych, o pewnych specyficznych wias-
nosciach. Rozdziat 5 zawiera dalsze przyktady
sieci rzeczywistych zaskakujace swa orygina-
noscia i dziedzina zastosowan. W rozdziale 6
opisano przyktady projektow realizowanych
na Wydziae Cybernetyki WAT, w ktorych
wykorzystano modele sieciowe. Artykut koncza
wnioski oraz opis trendow rozwojowych teorii
graféw.
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2. Kroétkahistoriateorii grafow

Za ojca teorii grafow uchodzi szwajcarski
matematyk i fizyk Leonhard Euler (1707-1783),
ktéry w roku 1736 sformutowat tzw. problem
mostow krolewieckich [11], uzywajac przy tym
pierwszy raz specyficznego modelu, ktéry na-
zZwany zostat grafem.

Rzeka Pregota przeptywgaca przez
Konigsberg (przedwojenny Krélewiec, obecnie
Kaliningrad) dzielita miasto na cztery obszary
(& b,c,d), jak na rysunku 1. Jednoczesnie
istnialo siedem mostow, ktore pozwalaty przej$é
na druga strong rzeki z jednego z tych czterech
obszaréw.

Pytanie, ktére postawil Euler, bylo
nastepujace: czy mozna zaplanowaé trasg
przejscia przez miasto, wychodzac z ktdregos
obszaru, w taki sposdb, aby przes¢ przez
kazdy most dokladnie jeden raz? [11], [35].
Euler zaproponowat, aby przedstawi¢ sytuacie
w Konigsbergu z rysunku 1 za pomoca

specyficzenego modelu matematycznego, ktéry
nazwany zostal grafem (rysunek 2).

Rys. 1. Fragment mapy Konigsbergaz 1736 r. wraz
Z zaznaczonymi siedmioma mostami
Zrédto: opracowanie whasne na podstawie
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Konigsberg_
bridges.png

Rys. 2. Uproszczony model sytuaci
zrysunku 1 (po lewe)
i jego reprezentacja grafowa (po prawe))
Zrodto: opracowanie wiasne

Najogolnigj rzecz ujmujac, definiuje si¢ dwa

podstawowe rodzaje graféw [6],[8]: graf
skierowany i nieskierowany.
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Graf skierowany (ang. directed graph) G

G, =(V,A
=V @
AcV xV
Graf nieskierowany (ang. undirected graph) G:
G=(V,E)
@)

Ec {{x ylc V}
gdzie:
V — zbior wierzchotkow grafu (ang. set of nodes,
vertices),
E — zbidr krawedzi grafu (ang. set of edges),
A — zbior tukow grafu (ang. set of arcs) —
nazywanych czasami krawedziami
skierowanymi.
Niech [V|=N, |[E| = M (JA| = M).
Zgodnie z powyzszymi definicjami  krawgdz
grafu definiowana jest przez podzbiér dwu-
elementowy zbioru wierzchotkow (kolgnosé
elementéw w podzbiorze nieistotna — wiasnos¢
zbioru), natomiast tuk grafu przez pare uporzad-
kowana wierzchotkow (kolginos¢ elementow
w parze istotha — wiasnos¢ pary uporzad-
kowang)).

Euler do swoich rozwazan wykorzystat graf
nieskierowany, w ktorym wierzchotki reprezen-
towaty owe cztery obszary miasta, a krawedzie
(reprezentujace mosty) wystepowaty miedzy
tymi parami wierzchotkéw (obszaréw), ktére te
mosty taczyty (rysunek 2).

Pytanie Eulera w jezyku teorii graféw
mozna sformutowaé nastepujaco: czy w grafie
z rysunku 2 istnieje droga® lub cykl? Eulera®?

Euler sformutowat problem i udowodnit teze,
ze warunkiem koniecznym do isthienia
w grafie cyklu Eulera jest, aby wszystkie wierz-
chotki w grafie mialy parzysty stopien’
(dodatkowo, jezeli istnigja dokladnie dwa
wierzchotki o nieparzystym stopniu, wowczas
w grafie istnigje droga Eulera, w takig sytuacji

! Droga (ang. path) w grafie to ciag naprzemienny
wierzchotkow i , stykajacych” si¢ z nimi krawedzi (lub
wychodzacych z nich tukéw), ktéry rozpoczyna si¢
w podanym wierzchotku poczatkowym xP, a konczy
w podanym wierzcholku koacowym x, przy czym
krawedzie (tuki) nie moga Sie powtarza¢. Dodatkowo po
tukach mozemy si¢ poruszaé wylacznie zgodnie z ich
zwrotem.

2 Cykl (ang. cycle) w grafie to taka droga, ktdra rozpoczyna
Sig i konczy w tym samym wierzchotku.

3 Droga (cykl) Eulera (ang. eulerian path, cycle) to taka
droga (cykl), ktéra zawiera wszystkie krawedzie (tuki)
grafu.

* Stopien wierzchotka (ang. node degree) jest to liczba
wszystkich gatezi (krawedzi i tukéw), ktérymi dany
wierzchotek polaczony jest z innymi  wierzchotkami
(czasami méwi sie o liczbie sasiadéw wierzchotka).
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jeden z tych dwdch wierzchotkow jest
poczatkiem tej drogi, a drugi koncem). Nie
podat jednakze algorytmu rozwigzania sfor-
mutowanego przez siebie problemu.

W 1873r. ukazata si¢ praca Carla
Hierholzera [15], juz po jego smierci, w ktorej
podat on dowdd na to, ze kazdy graf spdjny,
w ktorym kazdy wierzcholek ma parzysty
stopien — posiada cykl Eulera (sformutowat
i udowodnit zatem warunki wystarczajace do
istnienia cyklu Eulera). W pracy tej Hierholzer
podat réwniez pierwszy algorytm wyznaczania
takiego cyklu (Euler algorytmu nie podat).

Wracajac do problemu mostéw krolewiec-
kich, z tezy Eulera wynika, ze nie istnige
rozwiagzanie tego problemu (wszystkie cztery
wierzchotki maja nieparzysty stopien). Gdyby na
rysunku 2 nie bylo mostu przekreslonego
przerywana linia, wowczas istniataby mozliwosé
zaplanowania trasy przejscia w taki sposob, aby
kazdy most odwiedzi¢ dokladnie jeden raz
(liczba wierzchotkbw grafu o nieparzystych
stopniach bytaby réwna 2, tzn. wierzchotki b, d;
jeden z nich bytby wierzchotkiem poczatkowym
drogi, a drugi koncowym). Droga ta mogtaby
wyglada¢ nastepujaco: b — (b,a) —a—(a, d) — d
—(d,¢c)—c-(c,b)—b—(b,c)—c—(c,d)-d.
Grafy eulerowskie® wykorzystywane s muin.
w bioinformatyce do rekonstrukcji sekwencji
DNA z jg fragmentéw [24], w problemie
chinskiego listonosza, w przemysle do
planowania ruchu (trasy) ramion automatéw
przemystowych [16], itd.

Warto jeszcze tylko zaznaczy¢ roznice
formalna miedzy pojeciami graf i sie¢. Sie¢
definivje sie jako graf opisany ilosciowo
(wazony), tzn. taki, w ktérym na wierzchotkach
i/lub na krawgdziach/tukach opisano jakies
funkcje, ktére maja interpretacje zalezna od
rodzaju obiektu modelowanego przez sie¢ (np.
W sieci transportowey: czas przejazdu po odcinku
drogowym modelowanym przez krawedz/tuk,
diugos¢ tego odcinka, itp.). Czesto potocznie,
cho¢ z formalnego punktu widzenia niepo-
prawnie, uzywa sSie zamiennie poje¢ graf
i sie¢. W dalszg czesci artykutu, tam gdzie nie
bedzie to prowadzi¢c do nieporozumien,
bedziemy uzywat zamiennie poje¢ graf i sied,
pamictgjac jednak, ze graf opisuje wytacznie
strukture jakiegos obiektu (systemu)
rzeczywistego, a sie¢ oprocz struktury opisuje
charakterystyki  ilosciowe tego  obiektu
(systemu).

® Graf eulerowski (ang. Euler graph) to taki, w ktérym
istnigje cykl Eulera. Graf péteulerowski (ang. semi-Euler
graph) to taki, w ktérym istnigje droga Eulera.

3. Przyklady wspodtczesnych sieci
rzeczywistych

W tym rozdziale zaprezentowanych zostanie
kilkanascie przyktadéw sieci rzeczywistych
z réznych dziedzin. Interdyscyplinarnos¢ tych
zastosowan nie jest niczym nadzwyczajinym —
jest to cecha wspdiczesnego swiata, praw, ktore
nim rzadza, oraz charakteru  zjawisk
model owanych za pomoca grafow i sieci.

3.1. Internet

Pierwsza grupa przyktadéw dotyczy Internetu.
Na rysunku 3 przedstawiono sie¢ geolokalizagji
ok.5 min. uzytkownikéw Facebooka (stan
z grudnia 2010 r.). Kazda geolokalizacja re-
prezentowana jest przez bialy punkt na rysun-
ku (jest to jednoczesnie wierzchotek w grafie).
Krawedziami w tym grafie sa  zngjomosci
miedzy dwoma uzytkownikami Facebooka.
Ciekawe jest to, ze na rysunku hie umieszczono
zadnego podktadu mapowego. Zarysy kon-
tynentbw, a w niektorych przypadkach
i panstw (np. USA), ktdre sa wyraznie widoczne,
powstaty samoistnie z ,chmury” biatych
punktéw.

facebook

Rys. 3. Sie¢ geolokalizacji ok. 5 min. uzytkownikéw
Facebooka z grudnia 2010 r.; Zrédto: [36]

Na rysunku 4 przedstawiono sie¢ wy-
branych uzytkownikbw Twittera wraz z ich
zwolennikami (tzw. followers). Wierzchotkami
w tg sieci s3 uzytkownicy, a krawedziami
potaczono pary uzytkownik-zwolennik
(follower). Na tym przyktadzie bardzo jaskrawo
widaé charakterystyczna ceche tg seci:
stosunkowo mato uzytkownikbw ma bardzo
duzo zwolennikéw, a zdecydowana wigkszosé
uzytkownikéw ma mato zwolennikéw. Cecha ta
zostata opisana szczeg6towo w rozdziale 4.4.
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Rys. 4. Sie¢ wybranych uzytkownikéw Twittera wraz
z ich zwolennikami (tzw. followers); Zrédto: [37]

Rysunki 5 i 6 zawiergja fragment mapy
ruchu w Internecie (rysunek 6 dotyczy krajéw
Srodkowego Wschodu). Wierzchotki oznaczaja
komputery (routery), a krawedzie tacza te pary
wierzchotkéw, miedzy ktérymi odbywat sie¢ ruch
(przekazywano informacje, pakiety danych itp.).

Rys. 5. Fragment mapy ruchu w Internecie;
Zraédto: [38]

Rys. 6. Mapa Internetu gﬂa krajow Srodkowego
Wschodu; Zro6dto: [50]

3.2. Transport

Grupa przyktadéw w tym rozdziae dotyczy
transportu. Na rysunku 7 przedstawiono sie¢
metra w Paryzu. Wierzchotkami w tej sieci sa
stacje metra, a krawedzie 1tacza stacje

sasiadujace geograficznie ze soba, ktére znajduja
Sie natrasie okreslongj linii metra.

Rys. 7. Sie¢ metraw Paryzu; Zrédto: [39]

Rysunek 8 przedstawia fragment sieci
uliczngl w S8o Paulo. Wierzchotkami tej sieci sa
skrzyzowania, a krawedzie (badz tuki) tacza dwa
skrzyzowania, miedzy ktorymi istnieje odcinek
drogowy. Istotne jest, ze w przypadku Sieci
drogowej jako model potaczenia wystepuja

najczesciey  tuki, dzigki ktbrym  mozna
zamodelowaé¢  odcinki  drogowe  jedno-
kierunkowe.
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Rys. 8. Sie¢ ulicznaw S&o Paulo; Zrédto: [40]

Na rysunku 9 przedstawiono sie¢ szybkich
kolee w Europie (stan na rok 2011). Wierz-
chotkami tej sieci sa wazne (najwigksze) wezty
kolgjowe (miasta) w Europie, a krawedzie tacza
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te wierzchotki, miedzy ktorymi istnigie linia

kolejowa.

Rys. 9. Sie¢ szybkich kplei w Europie
(stan narok 2011); Zrédto: [41]
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Rys. 10. Sie¢ potaczen lotniczych liniami
niskokosztowymi ze wszystkich polskich portow
lotniczych (stan na czerwiec 2007); Zrodto: [42]

Na rysunkach 10 i 11 przedstawiono
odpowiednio: sie¢ potaczen lotniczych liniami
niskokosztowymi ze wszystkich polskich portéw
lotniczych (stan na czerwiec 2007) oraz sie¢
potaczen lotniczych w USA. Wierzchotkami
w tg sieci sa porty lotnicze (miasta),
a krawedzie tacza te wierzchotki, migdzy
ktérymi odbywaja sie loty. Dodatkowo grubosé
krawedzi swiadczy o czestosci lotdw na danym
kierunku (im grubsza krawedz, tym czestsze
loty). Zwrdéémy uwage, ze W zwiazku
Z tym mamy do czynienia z siecia (jako
specyficznym grafem), gdyz na krawedziach
grafu opisano funkcje ,, czestos¢ lotdw” (zamiast

sterowaé gruboscia krawedzi, mozemy na
krawedzi napisa¢ liczbe jako wartos¢ te
funkgji).

Rys. 11. Sie¢ potaczen lotniczych w USA;
Zrodio: [43]

3.3. Biologia

W tym rozdzide zawarto kilka przyktadow
dotyczacych biologii. Na rysunku 12 pokazano
sie¢  krwiobiegu cztowieka. Wierzchotkami
w tg sieci sa przeciecia arterii krwiobiegu oraz
wazne punkty w organizmie, a krawedziami
odcinki zyt i aort.

5 )
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Rys. 12. Sie¢ krwiobiegu cztowieka; Zrodto: [44]

Na rysunku 13 pokazano sie¢ neurondw
w mdbzgu. Wierzchotkami w te] sieci sa neurony,
a krawedzie tworzone sa przez potaczenia
migdzy neuronami w mozgul.
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Rys. 13. Sie¢ neuronéw w mézgu; Zrédto: [45]

Na rysunku 14 przedstawiono sekwencje
DNA cztowieka. Wierzchotkami w tej sieci sa
proteiny, a krawedzie tworza te pary protein,
ktére sa w interakcji ze soba.

Rys. 14. Sekwencja DNA czlowieka; Zrodto: [46]

Na rysunku 15 przedstawiono biologiczne
aspekty sieci ztozonych. Jest to pewne
uogdlnienie rysunku 14, ktére pokazuje proces
interakcji miedzy molekutami od pojedyncze)
molekuty az do sieci oddziatywan wzajemnych.

e o
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Universality
1 1 1
S000 500 50 MNodes

Rys. 15. Biologiczne aspekty sieci ztozonych;
Zrodto: [47]
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3.4. Spoleczenstwo

W tym rozdziade podano klika przyktadow
dotyczacych spoteczenstwai sieci spotecznych.
Na rysunku 16 pokazano sie¢ kontaktow
(znggomosci) migdzy postaciami z Nowego
Testamentu. Wierzchotkami sa konkretne osoby,
krawedzie tacza te pary wierzchotkow (osdb),
ktore bezposrednio si¢ znaty (pojawita si¢ infor-
macja w Nowym Testamencie o tym, ze
kiedykolwiek te osoby sie spotkaty). Wielkosé
wierzchotka zwiazana jest z liczbg znajomych
tego wierzchotka (im wieksza liczba zngjomych,
tym wigkszy wierzchotek).
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Rys. 16. Sie¢ kontaktéw (znajomosci) miedzy
postaciami z Nowego Testamentu;
Zraédto: [48]

Rysunek 17 prezentuje sie¢ kontaktow
(gier) migdzy tenisistami. Wierzchotkami w te
sieci s tenisisci, ktorzy w latach 1968-2010
kiedykolwiek zajmowai pierwsze migsce
w rankingu ATP. Luk w tym grafie taczy te pare
tenisistow (j, i), ktorzy kiedykolwiek ze soba
grali, a gracz i wygrat z graczem j (zwrdémy
uwage, ze wazny jest zwrot tuku, ktory reprezen-
tuje sytuacje (przegrany —> wygrany)) [25].
Grubos¢ tuku swiadczy o liczbie przegranych
gracza j grajacego z graczem i (im grubszy tuk,
tym wieksza liczba przegranych). Na tg
podstawie autorzy pracy [25] wnioskuja, kto byt
najlepszym tenisista wszech czasow.
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Rys. 17. Sie¢ kontaktéw (gier) miedzy tenisistami
zajmujacymi pierwsze pozycje w rankingu ATP
w latach 1968-2010; Zrédto: [25]

Rysunek 18 przedstawia sie¢ terrorystow,
ktorzy  przygotowali i  wykonali  ataki
111X 2001 r. w USA. Wierzchotkami w tej siec

sa terrorysci, a krawedzie tacza te pary
terrorystéw, ktérzy utrzymywali ze soba
kontakty. SzczegOlowa analize tg Siec

przedstawiono w rozdziatach 4.1 oraz 4.5.

Rys. 18. Sie¢ terrorystéw, ktdrzy przygotowali
i wykonali ataki 11 wrzesnia2011r. w USA;
Zrodto: [20]

INT

NTV

i lokalnymi mediami; Zrodto: [34]

Na rysunku 19 przedstawiono sie¢ zaleznosci
(interakcji) migdzy organizacjami  (firmami)
alokalnymi mediami. Wierzchotkami w tej siec
sa organizacje i r6zne media lokalne (prasa, TV,
radio, Internet), a krawedzie tacza te pary
mediow lub/i organizacji, ktore ze soba
wspotpracuja, wymienigja sie informacjami [34].

4. Modelowaniei analiza systemow
ztozonych

Przegladajac przyktady sieci rzeczywistych
przedstawione w poprzednim rozdziale, mozna
zadan sobie nastepujace pytanie:

Jakie sq¢ cechy wspdlne wszystkich przed-
stawionych sieci?

Otéz okazuje sie, ze modeluja one tzw. systemy
zZtozone. Systemy ztozone otaczaja nas (Sa nawet
w nas samych: rysunki 12, 13, 14). Pojecie
systemu (uktadu) ztozonego nie dotyczy jedynie
potocznego  okreslenia  systemu,  ktdrego
funkcjonowanie jest dla nas skomplikowane
(ztozone).  Systemy/uktady  zlozone maja
pewne ciekawe wilasnosci, potwierdzane
w praktyce [14]:
e wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe |ub
mate zaktbécenia
e mnogos¢ interakcji miedzy réznymi ich
komponentami
e ich wiasnosci nie da si¢ w prosty sposob
przewidzie¢, badajac  wilasnosci  ich
odrebnych komponentow
e ciagleewoluuja i rozwijagja sie (dynamika).
Badanie sieci ztozonych, ktore modeluja uktady
ztozone, jest mtodym i aktywnym obszarem
badan naukowych, w duzg mierze in-
spirowanym  przez  empiryczne  badania
rzeczywistych sieci, np. spotecznych®. Jak okaze
si¢ w dalszg czesci artykutu, wszystkie sieci
opisane w rozdziale 3 magja takie wiasnosci,
ktore pozwalgja je zakwalifikowa¢ do sieci
ztozonych.

4.1. Miary charakterystyk sieci

Powstagje zasadnicze pytanie: w jaki sposdb
mierzy¢ charakterystyki sieci? Sposob tego
pomiaru powinien umozliwia¢ wydobycie takich
cech sieci, ktére sa istotne z punktu widzenia
analizy systemu zlozonego. Zaproponowano
definicje tzw. miar centralnosci wierzchotkdw

6 Sieci spoteczne to takie sieci, ktére opistja zwiazki
(interakcje) miedzy cztonkami pewnych spotecznosci.
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[14] opisanych ponizej, ktére mierza pewne
cechy charakterystyczne wierzchotkbéw sieci,
jednoczesnie okreslajac, ktory wierzchotek jest
ngwaznigjszy w sSeci z punktu widzenia
okreslong miary.

Znormalizowany stopien dc; (ang. degree)
wierzchotkai:

dg =, ©

gdziee ki oznacza stopien wierzchotka i
w grafie G.

Nawyzsza wartos¢ teg miary uzyskuje
wierzchotek, ktéry ma nawiekszy stopien
(azatem ma najbardzigj liczne sasiedztwo).

Promien r¢ (ang. radius) wierzchotkai:

1
rc =
max d
jev

(4)

)
ij

gdzie: dij — dtugosé¢ najkrétsze) drogi w grafie G
miedzy wierzchotkami i oraz j (dtugos¢ drogi
w grafie miedzy wierzchotkami i oraz j = liczba
krawedzi nadrodze zi doj).

Najwyzsza ocene uzyskuje wierzchotek, ktory
jest mozliwie najblizel wszystkich najbardzig
wysunigtych wierzchotkbw sieci  (odlegtosé
dzielaca go od najdalszego wierzchotka jest
najmniejsza).

Bliskos¢ cc (ang. closeness) wierzchotkai:

N-1

CC =——,
i z dij
jev

Wedle tgf miary wierzchotek jest tym bardzig
centralny, im jest srednio blize] wszystkich
innych wierzchotkow sieci. W efekcie miara ta
pozwala stwierdzi¢, ktéry z dowolnych dwaoch
wierzchotkbw wymaga mnig krokéw, aby

©)

.skomunikowa¢” si¢ z dowolnym innym
wierzchotkiem sieci.
Posrednictwo bc; (ang. betweenness, |oad)
wierzcholkai:

Z Z Pk

leV k#leV p|,k (6)

C =——— ¢
- (N-2)(N-1)

gdzie: p - liczba drég w grafie G migdzy
wierzchotkami | oraz k przechodzacych przezi.
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Miara ta definiowana jest jako utamek liczby
najkrotszych drég taczacych dwa dowolne
wierzchotki  sieci, ktére zawierga dany
wierzchotek. Zazwyczaj wartosci tg miary
normalizuje sie poprzez  uwzglednienie
maksymalnej mozliwej liczby najkrotszych drog
w grafie bedacym grafem petnym’.

Wspdlczynnik gronowania (klasteryzacji) gc
(ang. clusterization) wierzchotkai:

2E

"Wy O

9G

gdzie: E - liczba krawedzi miedzy sasiadami
wierzchotkai.

Miara ta opisuje ,prawdopodobienstwo”, ze
pierwsi (tzn. najblizsi) sasiedzi® wierzchotkai sa
rowniez  swoimi  pierwszymi  sasiadami.
Okazuje sig, ze ta miara ma bardzo ciekawa
interpretacje  socjologiczna. Podczas ksztat-
towania sie sieci spotecznych dochodzi do
efektu gronowania si¢ (grupowania) ludzi
0 podobnych pogladach, zainteresowaniach itp.
Na nasze stosunki z innymi osobami moga
wplywaé rowniez osoby trzecie. Z tego powodu
socjologowie analizujacy interakcje w sieciach
spotecznych zaczeli badaé réwniez stosunki
migdzy trzema osobami. Relacje wewnatrz
takiego tréjkata sa znacznie bardzigj ztozone
i moga prowadzi¢ do ciekawych wnioskéw.
Wspotczynnik gronowania odzwierciedla taka
wiasnie sytuacje, w ktérej zliczamy stosunek
trojkatow® wystepujacych w sieci, do wszystkich
trojkatébw mogacych potencjalnie wystepowac.
Przyktadem takiego tréjkata jest podgraf
zbudowany na wierzchotkach o numerach: 9, 10,
11 z rysunku 20.

" Graf pelny to taki graf, w ktorym kazdy wierzchotek
potaczony jest z kazdym z pozostatych. W grafie o N
wierzchotkach mozemy mie¢ N(N-1) takich potaczen.

8 Potocznie pierwszymi sasiadami danego wierzchotka
nazywa sSie te wierzchotki, ktére sa z nim potaczone
bezposrednio krawedzia (tukiem). Dalszymi (drugimi,
trzecimi, itd.) sasiadami nazywa sie te wierzchotki,
z ktérymi dany wierzcholek potaczony jest posrednio
poprzez swoich sasiadéw (blizszych i innych dalszych).

% Tréjkat w grafie (sieci) to taka jego czesé (podgraf)
sktadajaca si¢ z trzech wierzchotkéw, w ktorg kazdy
wierzchotek z kazdym z pozostatych dwéch jest potaczony
krawedzia (tukiem). Inaczel mowiac, jest to tzw. klika
w grafie (podgraf, w ktorym kazdy wierzchotek z kliki
z kazdym innym z Kkliki polaczony jest krawedzia)
o licznosci 3.
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Rys. 20. Przyktad grafu do badania miar centralnosci
wierzchotkow; Zrédto: opracowanie wiasne

Niech graf z rysunku 20 opisuje pewna Siatke
jedenastu zngjomych (wierzchotkami sa osoby,

a krawedzie reprezentuja  bezposrednie
zngiomosci miedzy osobami, np. wspdlne
migjsce pracy). Dla tg sieci otrzymamy

naste¢pujace wierzchotki centralne (tzn. takie, dla

ktorych wartos¢ miary jest najwigksza) dla

poszczegblnych miar centralnosci:

e dc —i=3; oznacza to, ze osoba numer 3
ma nagwiece bezposrednich zngjomych
z tg siatki

e rc— ie{6, 7}; oznacza to, ze osoby numer
6 i 7 potrzebuja najmnigj kontaktow
(poprzez swoich zngjomych, zngomych
swoich znajomych itd.), zeby
skomunikowaé si¢ z najbardzie odlegtym
zngjomym w tej sieci

e CC — i =6; oznacza to, ze osoba numer 6
potrzebuje ngimnigj kontaktow w tej sieci,
aby skomunikowa¢ sie¢ z kazda inna osoba
W SieC

e bc — i =8; oznacza to, ze osoba numer 8
bedzie najczescigl proszona o kontakt z je€j
znajomymi sposrod innych osob te sieci,
tzn. aby dotrze¢ do niektorych 0sob w sieci
niezbedny bedzie kontakt z osoba numer 8
(np. kazda z 0sdb 1, ... ,6 musi prosi¢ osobg
numer 8 o kontakt z osoba numer 9, dzieki
ktérej otrzymaja kontakt do oséb numer 10
i11)

e QG —1=9; oznacza to, ze osoba numer 9
ma najwiecel znajomych, ktérzy réwniez
s¢ znga (dodatkowo jest jedynym
wierzchotkiem w sieci, ktérego zngjomi (10
i 11) Sig zngja).

Bardzo ciekawa anadlize  charakterystyk
sieciowych dla sieci terrorystow z 11 wrzesnia
2001 r. przedstawiono w pracy [29], rysunek 18.
Wartosci miar centralnosci  (3)+(6) wierz-
chotk6w te sieci przedstawiono na rysunku 21.
Wida¢ wyraznie, ze w te] sieci istniaty doktadnie
dwa wierzchotki, ktorych stopien byt réwny lub
wigkszy niz 13.

degree
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13
E1]
2 "
Pl —
(11}
' E =
fom lend 5w 8 om0 12 1 and more
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30
i3
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15
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] .
o' & y B ,’x'-"r e = _l.;_.i" ,\af' a.'JT

@;‘ }:g} o 2 2 2 4 1\9
i B
eooR @ e B R e R B
betweenness
&
20
0
W
1 1
= —
F AT ITSTT
e 8 g W g e & 8

Rys. 21. Miary centralnosci wierzchotkéw dc, rc, cc,
bc dlasieci te(rorystéw z111X 2001r.
Zrédto: [29]

Charakterystyki poprzednio opisane dotyczyty
wierzchotkdw grafu (sieci). Zdefiniujemy teraz
dwie podstawowe charakterystyki dotyczace
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sieci: srednia  odlegtos¢ i
gronowania ($redni) sieci.

wspotczynnik

Srednia odleglos¢ L ($rednia diugosci drog
najkrétszych) w sieci:

“N(N-D) ®

W spdtczynnik gronowania ($redni) C sieci:
1
C=2.95 9

ieV
Wykorzystanie tych charakterystyk pokazano
w dalszych rozdziatach.

4.2. Grafy losowe

W roku 1959 P.Erdés i A.Renyi za
proponowali model grafu losowego (model ER)
[10]. Model ten charakteryzuje si¢ tym, ze kazda
para wierzchotkow (sposréd N) taczona jest
krawedzia z prawdopodobienstwem p.

Przyktady grafow o N =10 wierzchotkach, dla
réznych wartosci  prawdopodobienstwa  p,
przedstawia rysunek 22.

p=ﬂ-§,,«-'

p=03

Rys. 22. Przyktady grafow losowych o N = 10
wierzchotkach dlaréznych wartosci p;
Zrodto: [10]

Rozkitad P(k) stopnia k-tego wierzchotka

w takim modelu jest najczescigj dwumianowy:

N-1 k N-1-k
P(k) =( « jp 1-p) (10)
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lub Poissona:

K Tk
P(K) = %em _ %ek | (11)

gdzie: k — érednia stopni wierzchotkéw w gréfie.
Podsumowujac, graf losowy ma nastepujace
cechy:

e niski wspétczynnik gronowania C

e mala Srednia wartos¢ dtugosci drog L.

4.3. Sieci matego swiata

Wiele  pokolen naukowcow dorastato
w przekonaniu, ze deterministyczne grafy
regularne™, a poznig grafy losowe sa
najbardzieg naturalnymi modelami  uktadéw
ziozonych o strukturze sieci. Okazato sie, ze
wyniki badan wskazuja, iz sieci rzeczywiste
maja zupetnie inne wilasnosci niz grafy
regularne, czy tez grafy losowe. Sa to tzw. sieci
ztozone [14].

W roku 1998 D. Watts i S. Strogatz
opublikowali prace [33], w ktorej zaproponowali
model ,matego swiata’ (ang. Small World,
W-S, maly swiat). Model W-S powstaje z sieci
regularng, w ktorej losowo wybrane krawedzie
Sa ,przepinane’” z prawdopodobienstwem p.

W zwiazku z tym w takig] sieci pojawigja Sie
parami

krotsze drogi  miedzy
wierzchotkOw (rysunek 23).

odlegtymi

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Rys. 23. Przyktady sieci (w kolegjnosci od lewej): sie¢
regularna, siec typu Small World, sie¢ losowa;
Zraédto: [33]

Srednia odlegtos¢  (srednia diugos¢  drog
definiowana przez (8)) miedzy dwoma
dowolnymi wierzchotkami jest w tych sieciach
mata w poréwnaniu z liczba wierzchotkéw (np.
dla sieci Internet™ wynos 3.31; dla sieci

9 Grafy regularne to takie, w ktérych stopien kazdego
wierzchotka ma ta sama wartos¢ (ewentualnie bardzo
zblizona).

M Wierzchotkami w te] sieci sa  strony  www,
a krawedzia taczymy strone www z tymi stronami, do
ktorych sa linki na rozpatrywanej stronie.
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wspGtpracy naukowej™? 6.2) i stabo zalezy od
rozmiaru sieci:

INN
L T~ (12)
Zgodnie ze spostrzezeniami Wattsa i Strogatza,
sie¢ moze by¢ uwazana za sie¢ matego swiata
wtedy, gdy srednia odlegtos¢ L w tej sieci jest
porownywalna ze s$rednia odlegtoscia w Sieci
losowej oraz posiada znacznie wigksza wartosé
sredniego wspodtczynnika gronowania C.

=o~L{p)/L(0)

—e—C{p)/c(0)
———t 1
09
\ 0.8
0.7

> o

5 sieci g oe
g Small World g
- B
g a 03

0,001 0,001 0,01 ol

prawdopodobienstwe "przepigeia” krawedzi p

Rys. 24. Sieci Small Worlq natle sieci regularnych
i losowych; Zrodto: [19]

Na rysunku 24 pokazano zaleznos¢ migdzy
sieciami  typu Small World a seciami
regularnymi i losowymi. Funkcie L(p) i C(p)
oznaczaja odpowiednio srednia dtugosci drog
w sieci oraz wspotczynnik  klasteryzacji
(gronowania) sieci przy prawdopodobienstwie p
~przepiecia’ krawedzi (L(0), C(0) oznaczaja
wartosci  tych  charakterystyk dla grafu
regularnego). Wida¢ wyraznie, ze dla sieci typu
Small World, przy pe(0.001; 0.1), mamy niska
srednia diugos¢ drég, przy wspdtczynniku
gronowania pozostajacym na wciaz wysokim
poziomie (w stosunku do grafu regularnego).

Podsumowujac, sieci typu Small World
Maja nastepujace cechy:

e wysoki wspoétczynnik gronowania

e  mala $redniag wartos¢ dtugosci drog.

Z opisanymi wiasnosciami sieci typu Small
World wiaze si¢ tzw. reguta szesciu stopni
separacji (ang. six degrees of separation).
Bazuje ona na spostrzezeniu, ze w rzeczywistych
sieciach spotecznych srednia diugos¢ drogi L
wynosi okolo 6. Reguta ta przegawia Sie

2 Wierzchotlkami w tg sieci sa  naukowcy,
a krawedzie 1acza tych naukowcow, ktorzy maja wspélne
publikacje.

w potocznym stwierdzeniu, ze swiat jest maty:
do uscisnigcia dtoni dowolnego cztowieka na
Swiecie potrzeba srednio szesciu usciskow.
Potwierdzona zostata eksperymentem socjologa
Stanleya Milgrama z 1967 r. [32]. Wystal on
zwykta poczta do 160 przypadkowo wybranych
0s0b list zawiergjacy wyjasnienie eksperymentu,
zdjecie i adres pewnej osoby; jesli adresat znat
osobiscie cztowieka wymienionego w liscie,
miat przestac list bezposrednio do niego; jezeli
nie znat, to list miat by¢ przestany do innego
zngjomego, 0 ktérym adresat sadzit, ze moze
zna¢ poszukiwana osobg lub przynaimnigj znac
kogos, kto ja zna osobisciee W 2006r.
E. Horvitz i J. Leskovec z Microsoftu prze-
analizowali wirtualne trasy 30 mld wiadomosci,
ktére zostaty wystane z 240 min komputeréw
Z catego swiata w czerwcu 2006 r. [21]. W obu
eksperymentach okazato sie, ze srednia dtugosci
drog przesytek wyniosta ok. 6.

W dniu 23 listopada 2011r. brytyjski

DailyMail opublikowat artykut [49], w ktorym
podat przyktad z rysunku 25.

Rys. 25. Od gwiazdy pop do dyktatora— praktyczny
przyktad reguty szesciu/pieciu stopni separacji;
Zrédto: [49]

Tytut w przyktadzie jest dos¢ znamienny: od
gwiazdy pop do dyktatora. Uzasadniano w nim
opisang wyze wiasnos¢ sieci Small World.
Gwiazda muzyki pop, Charlotte Church,
w programie Somewhere over the Rainbow
poszukiwata aktorki  (wykonawczyni) do
spektaklu muzycznego Andrew Lloyda Webera
(1), ktora to role zagrata Scarlett Johansson (2),
ta z kolei grata w filmie Lost in Trandation
z Billem Murrayem (3), ktéry zagrat
w komedii Space Jam razem z gwiazda NBA
Michaelem Jordanem (4), ktory podarowat
wiasnorecznie podpisana pitke do koszykéwki
niezyjacemu juz dyktatorowi Korei Pothocne
Kim Dzong Illowi (5). Mozna zatem powiedzieg,
ze gwiazde muzyki pop Charlotte Church dzidi
od dyktatora Kim Dzong lla tylko pig¢
kontaktéw (piec¢ usciskow dtoni).

Jezeli chodzi o swiat aktorski, to takim
»modelowym” aktorem, na przyktadzie ktoérego
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pokazuje sie zasade szesciu stopni separacji, jest
Kevin Bacon [14].

4.4. Sieci bezskalowe

W roku 1999 A.Barabas i R.Albert

opublikowali przetomowa prace [3], w ktore)

zaproponowali model sieci , bezskalowej” (ang.

Scale Free, B—-A) przedstawiony na rysunku 26.

Model B-A sieci Scale Free charakteryzuje sie:

o  statym wzrostem rozmiaru sieci (ewolucja,
spontani cznosc)

o preferencyjnym  dotaczaniem  nowych
wierzchotkéw do sieci
e potggowym  rozktadem  stopnia (k)
wierzchotka (rysunek 28):
P(k) ~ k™, (13)

gdzie: yjest parametrem rozktadu, np. dla sieci
internetowej y= 2.5, dlasieci cytowan artykutow
naukowych z tzw. listy filadelfijskig y = 3.15,
dla sieci mocy trzesien ziemi y = 1.88 [14].
W praktyce parametr yw sieciach rzeczywistych
W zasadzie nie przekracza wartosci 3.

Potegowy rozktad stopnia wierzchotka jest
podstawowa cecha tych sieci i decyduje o tym,
ze wiekszosé wierzchotkéw ma niski stopien,
ale niektére maja bardzo duzy stopien (tzw.
huby, tzn. wierzcholki, ktére maja najwiekszy
stopien narysunku 27).

Rys. 26. Sie¢ Scale Free; Zrodto: [19]

of
00
©

() HusY
[ ZWYKLE WEZLY

Rys. 27. Huby w sieci Scale Free (po lews))
oraz sie¢ po usunigciu hubéw (po prawsj);
Zrodto: [19]
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Rys. 28. Funkcjagqstps'ci potegowego rozktadu
prawdopodobienstwa; Zrédto: opracowanie wiasne

Dlaczego o0 sieciach tych méwi se, ze sa
bezskalowe?  Bezskalowos¢  to  inaczg
niemierzalnos¢: obiekty w kazdg  skali
wygladaja tak samo, a decyduje o tym prawo
potegowe opisujace ich strukture (np. fraktale:
linia brzegowa Wielkig Brytanii jest fraktalem
i jg dtugosci nie mozna doktadnie zmierzy¢,
poniewaz dobdr odpowiednigj skali pomiaru
jest niemozliwy). Dodatkowo przeanalizujmy
doktadnie zaleznos¢ (14) opisujaca rozktad
potegowy i jego podstawowe charakterystyki:
wartos¢ oczekiwana i wariancje. Z tej anadizy
wynika, ze wariancja ciaglej zmienngj losowej
o0 rozktadzie potggowym dla parametru < 3 jest
nieskonczona; podobnie zachowuje si¢ wartosé
oczekiwana, z tym zedla y< 2!

X ~P(X)=cx”

EX = j XP(X)dx = CI X "dx (14)

Xmin Xmin

VX = T x2P(x)dx:c]: X 7*2dx

Xmm Xmln
gdzie:
X — zmienna losowa o rozktadzie potegowym
P(x);

EX —wartos¢ oczekiwana zmienngj losowej X;
V?X — wariancja zmiennej losowej X.

Poniewaz, jak wczesnigi napisano, w praktyce
sieci rzeczywistych parametr y nie przekracza
wartosci 3, mamy odpowiedz na pytanie
dotyczace bezskalowosci tych sieci.

Preferencyjne dotaczanie (i oczywiscie
potegowy rozktad stopnia wierzchotka) decyduje
o tym, ze nowe wierzchotki dotaczaa si¢
Z wiekszym prawdopodobienstwem do tych,
ktére maja wiekszy stopien (,bogaci staja Sie
coraz bogatsi”).

Jedna z podstawowych cech sieci Scale
Free, i co za tym idzie wszystkich sieci
rzeczywistych wykazujacych te wiasnosé, jest
ich stata ewolucja. Problemy ewolucji sieci
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ztozonych poruszono miedzy innymi w pracach
[4], [5], [19] oraz rozdziale 5.

Wtasnosci sieci Scale Free wyraznie widaé
nawszystkich rysunkach 4+18 z rozdziatu 3.

4.5. Odpornosé i podatnosé na ataki
oraz propagacj ¢ informacji w sieciach
ztozonych

Bezskalowos¢ jest jedna z wielkich zalet sieci
Scale Free, de jednoczesnie jedna z jg
podstawowych wad.

Sie¢ typu Scale Free jest bardzo odporna na
ataki losowe: np. dla sieci internetowe
nalezatoby usuna¢ az ok. 99% weziow, aby
rozspojni¢™® taka siec. Z kolei jest bardzo
nieodporna na ataki celowane: np. dla sieci
internetowe] nalezatoby usuna¢ tylko ok. 6%
najlepiej usieciowionych™ wierzchotkéw, aby ja
rozspojnic.

Jakie mozna z tego wysnu¢ wnioski? Otoz,
jezeli sie¢ rzeczywista opisuje sie¢ spoteczna,
w ktérg) rozprzestrzenia si¢ epidemia, to
najskuteczniggszym  sposobem  zapobiegania
dalszemu rozprzestrzenianiu sie  epidemii
jest szczepienie tzw. hubow, czyli najlepig
usieciowionych wierzchotkéw, bo to poprzez nie
odbywa sie wiekszos¢ kontaktow w sieci. Zatem
szczepiac huby, nagjlepigj chronimy populacje
[17], [18], [19].

Jezeli z kolel rozpatrujemy te sie¢ z punktu
widzenia propagacji informacji (plotki, opinii),
to jest ona szybka, ae jednoczesnie szybka jest
propagacja btedu, wirusa, awarii [29].

13 Rozspdjnienie sieci polega na tym, ze po rozspdjnieniu
w takig sSieci bedzie istniata przynajmnie jedna para
wierzchotkéw, miedzy ktérymi nieistnigje droga.

14 Najlepiej usieciowione wezly to te, ktére maja
najwieksze wartosci miar centralnosci (kilku badz jednej
wybrang)).

"I\.- -

Rys. 29. Eliminacje trzech ngjlepigj usieciowionych
wierzchotkéw, aby rozspdjni¢ sie¢ z rysunku 18;
Zrédto: [29]

Bardzo ciekawa analiza zostata przedstawiona
na rysunku 29, a dotyczy sieci z rysunku 18
(sie¢  terrorystéw, ktérzy dokonali ataku
111X 2001r.). Z andizy tej wynika, ze jezeli
eliminowalibysmy z tej sieci po kolel wierz-
chotki o ngjwyzszym stopniu (rysunek 21), to
po trzech eliminacjach spowodowalibysmy
rozspojnienie tej sieci. Sie¢ podziel ona zostataby
na dwie podsieci niemogace si¢ komunikowacé
ze soba. Jest to bardzo wazne spostrzezenie
i wskazowka wykorzystywana miedzy innymi
w systemach wczesnego ostrzegania przed
Zagrozeniami np. terrorystycznymi [1].
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4.6. Algorytmiczne aspekty sieci
ztozonych

Piszac o problemach sieci, nie sposdb nie
odnies¢ sie do probleméw agorytmicznych, w
tym ztozonosci obliczeniowej. Z reguty sieci
rzeczywiste s3 sieciami wielkich rozmiaréw
(miliony wierzchotkéw, np. sie¢ stron www),
gdzie problemy ztozonosci i efektywnych
algorytméw sa szczegblnie istotne. Przed-
stawimy oszacowanie ztozonosci obliczeniowe
agorytmébw wyznaczajacych wartosci pod-
stawowych miar sieciowych zaprezentowanych
w rozdzide 4.1, postugujac Si¢ przy tym
symbolem notacji asymptotycznej O.

Do wyznaczenia wartosci miary degree (3)
dla wierzchotka i-tego musi wyznaczy¢ k;
w czasie O(N), stad wyliczenie wartosci miary
dla pojedynczego wierzchotka zajmuje czas
proporcjonalny do O(N). Dla wszystkich N
wierzchotkdw zajmuje to czas proporcjonany
do O(N?).

Do wyznaczenia wartosci miary radius (4)
dla i-tego wierzchotka musimy wyznaczy¢
drzewo najkrétszych drég o korzeniu w wierz-
chotku i, aby wyliczy¢ dj dla kazdego jeV.
Zajmuje to czas proporcjonalny do O(N+M),
gdzie M to liczba krawedzi w grafie,
wykorzystujac  algorytm BFS™. Nastepnie
musimy wyznaczy¢é najwieksza z wartosci
dj — zajmuje to czas proporcjonalny do O(N).
Stad wyznaczenie wartosci tgf miary da
wszystkich N wierzchotkow zajmuje czas
proporcjonalny do O(2N?+NM) .

Do wyznaczenia wartosci miary closeness
(5) da i-tego wierzchotka wykorzystujemy
czas O(N?+NM) (z obliczeniowego punktu
widzenia operacja ,max” zastepowana jest przez
operacjec ,sum”, reszta tak samo jak
w procedurze wyznaczania wartosci miary
radius).

Szybki algorytm do wyznaczania wartosci
miary betweenness (6) zostal zaproponowany
przez Brandesa [7] (szybszy niz w [13]) — dla
pojedynczego wierzchotka potrzebuje czasu
proporcjonalnego do O(M). Stad wyliczenie
wartosci  tgg miary da wszystkich N
wierzchotkdw zajmuje czas O(NM).

Aby wyliczy¢ warto§¢ wspétczynnika
gronowania (clusterization) (7) dla i-tego
wierzchotka, musimy w najgorszym przypadku
rozpatrzy¢ N-1 sasiadéw tego wierzchotka,
z ktoérych kazdy moze mie¢ N-1 sasiadow.
Zatem zajmuje to czas proporcjonalny do O(N?).

15 Best First Search.
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Poniewaz wyliczamy wartos¢ tg miary dla
kazdego z N wierzchotkbw sieci, to
otrzymujemy O(N®).

Ztozonos¢  wyliczenia  charakterystyk
sieciowych opisanych formutami (8) i (9) zalezy
od tego, czy wczesnig wyznaczylismy
charakterystyki radius  badz  closeness
i clusterization.

Jezeli  wyliczylismy wczesnigl  wartosci
miary closeness badz radius dla wszystkich
wierzchotkdw, to wyliczenie charakterystyki
opisang] formuta (8) zajmie czas proporcjonany
do O(N), jezeli nie wyliczylismy jg wczesnigl —
to O(N*+NM) .

Jezeli  wyliczylismy wczesnig wartosci
miary clusterization dla wszystkich wierz-
chotkéw, to wyliczenie charakterystyki opisaneg)
formuta (9) zajmie czas proporcjonany
do O(N), jezeli nie wyliczylismy jg wczesnigl —
to O(N®+N).

5. Dalsze przyklady zastosowan Sieci
ztozonych

W tym rozdziale przedstawimy uzupetnienie
rozdziatlu 3 dotyczace przykladéw zastosowan
sieci ztozonych. Zdaniem autora przyktady te
moga zaskoczy¢ Czytelnika swoja oryginal-
noscia i jednoczesnie dziedzina, ktorej dotycza,

dowodzac jednoczesnie w zasadzie nie
ograniczonych zastosowan modeli grafowo-
-sieciowych.
et —— =HER 0000 e

i LRl = * & "
1" ,_"_’ __--"" . LY
|s i -"' yrC ' :'. R\ .

------

Rys. 30. Tworzenie muzyki
z wykorzystaniem sieci ztozonych;

Zrodto: [22]
Na rysunku 30 przedstawiono przyktad
modelowania i analizy utworu muzycznego

(jeden z utwordw J.S. Bacha) z wykorzystaniem
sieci ztozong [22]. Wierzchotkami tego grafu sa
poszczegblne nuty, a krawedzie tacza te nuty,
ktére wspdtistniela obok siebie w linii
melodyczngj utworu. Nowe aranzacje znanych
utwordw muzycznych, czesto generowane
komputerowo, powstaja w ten sposob, ze majac
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sie¢ ztozona reprezentujaca utwor, dokonujemy
dowolnych przeksztalcen w te sieci (np.
»przepingac’ jakies krawgdzie z odpowiednim
prawdopodobienstwem tak, jak przy tworzeniu
sieci Small World z sieci regularngj).

Bardzo ciekawy przyktad zastosowania
sieci ztozonych dotyczy analizy sportowych gier
zespotowych. Na rysunku 31 przedstawiono sie¢
kontaktéw (podan) reprezentacji Hiszpanii
w pitce nozng na mundialu w RPA 2010 [9],
[23]. Wierzchotkami w tej sieci sa pitkarze, tuk
taczy parg pitkarzy (i, j) woéwczas, gdy pitkarz i
podawat pitke do pitkarza j. Wiekos¢
wierzchotka w sieci zalezy od jego istothosci,
tzn. od liczby podan, ktéra trafia do/od danego
pitkarza. Grubos¢ tuku zalezy od liczy podan
wymienianych miedzy para pitkarzy: im grubszy
tuk, tym wiecgj podan miedzy dana para
pitkarzy (tym tuk istotnigiszy). Z rysunku 31
wyraznie widaé, ktory z pitkarzy jest
najwaznigjszy z punktu widzenia prowadzenia
gry (8 — Xavi; 14 — Alonso; 16 — Busquets) oraz
miedzy ktérymi pitkarzami nagjczescig ta grasie
odbywa (Iniesta—>Xavi, Xavi —>Busguets,
Pigue —>Busguets). Znamienne jest to, ze od
pieciu lat tataktyka sie praktycznie nie zmienita,
ade zadngj z druzyn nie udalo sie zatrzymaé
reprezentacji Hiszpanii, ktéra wygrata wszystkie
najwaznigjsze turnigje w tym okresie (dwa razy
mistrzostwa europy, jeden raz mistrzostwa
swiata). Jednym z powoddéw takiego stanu
rzeczy jest fakt, ze w druzynie Hiszpanii istnigja
co ngimnig 4 wierzchotki centralne (a nie jeden,
jak w wigkszosci druzyn), ktore trudno
jednoczesnie ,izolowac” przeciwnikowi w te

Sieci.
@ villa

Navaz

Fabregas

Pedro

Iniesta

Rys. 31. Sie¢ kontaktéw (podan) reprezentacji
Hiszpanii w pitce noznej na mundialu w RPA 2010;
Zrodto: [9]

Na rysunku 32 przeanalizowano, wediug
podobnego schematu jak na rysunku 31,
reprezentacje Hiszpanii w czasie meczéw na
mundialu w RPA 2010 z reprezentacjami:
Witoch, Rosji i Niemiec. Wida¢ wyraznie roznice
w stylu gry tych czterech reprezentacji.
Z andizy tych sieci wynika, ze najbardzie)
podobny styl (z duza wymiana podan, kilkoma
wierzchotkami centralnymi) do stylu reprezen-
tacji Hiszpanii prezentuje reprezentacja Wtoch.

Passing accuracy
L=
T o—

b f 4

Arc centrality
P - T
U —

Player performance

Rys. 32. Sie¢ kontaktow (podan) reprezentaci
Hiszpanii oraz trzech innych reprezentacji grajacych
Z Hiszpanami na mundialu w RPA 2010;
Zréato: [9)]

W  s$wiecie futbolowym znanym wielkim
zwolennikiem wykorzystania metod ilosciowych
(w tym roéwniez sieciowych) do andliz
boiskowych, ,rozpracowywania’ przeciwnika
i ustalania najlepszej taktyki boiskowe jest
Rafael Benitez, byty trener druzyny futbolowej
FC Liverpool (za czasbw reprezentowania barw
tego klubu przez polskiego bramkarza Jerzego
Dudka).

Jedna z cech charakterystycznych sieci
wspotczesnych jest ich dynamiczny charakter
i staty rozw6j. Narysunku 33 pokazano przyktad
ewolucji sieci rzeczywistgj (z okoto jedneg
godziny), dotyczacy ewolucji komunikatow na
Twitterze zwiazanych z  komentowaniem
rezygnacji  z urzedu prezydenta Egiptu
H. Mubaraka, w dniu 11 lutego 2011 r. Wierz-
chotkami te sieci s3 komunikaty (czyli
konkretne osoby, ktore je umiescily),
a krawedzie tacza te osoby, z ktérych co
najmnigf jedna skomentowatawpis te drugigj.
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Rys. 33. Przyktad ewolucji komunikatéw na
Twitterze dotyczacych komentowania rezygnacji
prezydenta Egiptu H. Mubaraka z urz¢du
w dniu 11 lutego 2011 r.; Zrédto: [52]

6. Przyklady modeli sieciowych
wykor zystywanych w projektach
realizowanych na Wydziale
Cybernetyki WAT

W poprzednim rozdziale pozwolilismy sobie na
pokazanie kilku zastosowan modeli i metod
grafowo-sieciowych, ktére z nauka miaty mato
wspolnego. W tym rozdziale zostana zaprezen-
towane wybrane przyktady projektow naukowo-
-badawczych i wdrozeniowych realizowanych
na Wydziale Cybernetyki WAT, w ktorych
wykorzystano modele i metody teorii grafow
i sieci.

CARE2 (ang. Creative Application to
Remedy Epidemics), przedstawiony na rysun-
ku 34, to symulacyjny system wspomagania
podejmowania decyzji do waki z roz-
przestrzenianiem si¢  choréb  zakaznych
w sieciach spotecznych [18]. Funkcjonalnosé¢
systemu zostata podzielona na hastepujace
moduty: Modelowanie Choréb Zakaznych,
Modelowanie Sieci Spotecznych, Zbieranie
Danych o Topologii Sieci Spotecznych,
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Symulacja Epidemii oraz Konstrukcja Strategii
Szczepien.

System jest narzedziem wspiergjacym
dzigtanie stuzb  epidemiologicznych i/lub
centréw zarzadzania kryzysowego, daje moz-
liwosci prognozowania dynamiki epidemii,
szacowania srodkow medycznych potrzebnych
do walki z epidemia oraz optymalizacji strategii
szczepien. Wiedze o strukturze powiazan, jaka
posiadamy w przypadku wickszosci sSieci
spotecznych, mozemy okresli¢ jako wysoce
niepetna i niepewna. Cecha szczegblng systemu
jest zdolnos¢ do budowy efektywne strategii
szczepien rowniez przy braku precyzyjnych
danych o populacji, dzieki wykorzystaniu
specjalizowanych kwestionariuszy osobowych.

"~ Modelowanie chordb

Rys. 34. Struktura modutowa systemu CARE2
do modelowaniai symulowania
rozprzestrzeniania si¢ epidemii

w sieciach spotecznych; Zrédto: [18]
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Rys. 35. Okno gtéwne symulatora
deterministycznego CAVaRS;
Zrédto: [2], [51]
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Na rysunku 35 przedstawiono okno gtowne
symulatora  deterministycznego CAVaRS
(ang. Course of Action Verification and
Recommendation Smulator) [2], ktéry powstat
na Wydziale Cybernetyki WAT i zostat
wdrozony na Wydziale Zarzadzania
i Dowodzenia Akademii Obrony Narodowe)
dla potrzeb ¢wiczen sztabowych. W symulatorze
tym, podobnie jak w symulatorze stochastycz-
nym Ziocien z rysunku 37 ([30], [51)]),
zastosowano modele sieciowe do reprezentaci
srodowiska pola waki (rysunek 36) oraz
algorytmy grafowo-sieciowe na potrzeby m.in.
planowania przemieszczania.
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Rys. 36. Grafowo-sieciowe modele terenu w postaci
sieci kwadratéw terenu i sieci drogowo-kolejowe)
w systemach Z/ociern i CAVaRS;

Zrédto: [30]

Model srodowiska pola walki (terenu) oparty
jest o mape cyfrowa w formacie VPF i jest
dwoisty: (1) w postaci regularng Seci
kwadratébw terenu, (2) w postaci Sieci
drogowo-kolejowej. Model w postaci regularneg
sieci kwadratow terenu jest uzywany do
planowania przemieszczania jednostek ,na
przetg”, np. w czasie natarcia. Drugi z modeli
uzywany jest do planowania szybkich
przemieszczen, np. marszOw po rzeczywistych
drogach. Oba te modee sa zintegrowane.
Integracja ta polega na tym, ze istnige
mozliwos¢ przejscia z jednego modelu do
drugiego i na odwrét. Charakterystyki obu
modeli terenu zaleza od: topografii terenu,
pogody, pory doby oraz roku, oddzialywania
wojsk  wlasnych oraz przeciwnika (np.
zniszczenie mostu bedacego elementem sieci
drogowo-kolgjowsy).

Bazujace na modelach terenu modele
przemieszczania definiuja nastepujace plany
przemieszczania: z punktu (rejonu) do punktu
(rgjonu); przechodzace przez wybrane punkty
(rejony); omijajace wybrane punkty (rejony,
przeszkody); wewnatrz lub na zewnatrz
pewnego rejonu; po drogach i (lub) ,naprzeta”.
Plany przemieszczania moga by¢ oparte
0 nastgpujace kryteriaz minimalizacja czasu
przemieszczania, minimalizacja dtugosci drogi,
maksymalizacja stopnia maskowania.

Grafowo-sieciowe algorytmy planowania
przemieszczania realizuja wspomniane modele
przemieszczania i wykorzystuja zmodyfikowane
agorytmy wyznaczania drég ekstremalnych:
algorytm Dijkstry, agorytm Johnsona dla
rzadkich sieci, algorytm A*, agorytmy wy-
znaczania najkrétszych drég geometrycznych.

Rys. 37. Okno gtéwne symulatora stochastycznego
Ziocier w czasie symulacji marszu brygady;
Zrédto: [30], [51]
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ROLA: stalkrokowy] -
SCENA: 17 [ wroreowa sytuacja decyzyjna

Rys. 38. Przyktad dziatania graf owo-sieciowego
modutu identyfikacji sytuacji decyzyjnych
w systemie CAVaRS; Zradto: [12]

Na rysunku 38 zaprezentowano przykiad
dziatania grafowo-sieciowego modutu iden-
tyfikacji sytuacji decyzyjnych w systemie
CAVaRS. Modut ten stuzy do automatycznego
rozpoznawania sytuacji decyzyjnej na polu walki
i rekomendowania dowoOdcy najlepszego
(z punktu widzenia wielu kryteriéw) wariantu
dziatania dla aktualng sytuacji. Oparty jest
0 metode wielokryteridlnego podobienstwa
grafbw  wazonych  (sytuacje  decyzyjne
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reprezentowane sa za pomoca graf dw wazonych)
[26], [27].

Szczeg6towy opis wybranych projektow
realizowanych na Wydziae Cybernetyki WAT,
w ktorych wykorzystywano metody grafowo-
-sieciowe, dostepny jest pod adresem [51].

7. Whnioski

Sieci sg wszechobecne w Swiecie. Wiele ich
Zzastosowan  zostalo  przytoczonych, ale
oczywiscie nie wszystkie. Oto niektore
Z wymienianych zastosowan:

e Biologia

Sie¢ potaczen neuronowych w mézgu

0 Interakcje miedzy proteinami

0 Sie¢ transportu wody w roslinach

0 Krwiobieg

0 Struktury DNA, ...

e  Socjologia, spoteczenstwo:

0 Sieci kontaktow mig¢dzyludzkich
(serwisy spotecznosciowe (Facebook,
Twitter), organizacje, partie, zrzeszenia,
wspOtpraca naukowa)

0 Sieci przestepcze

0 Sojusze w polityce

0 Rozprzestrzenianie si¢ choroby, opinii,
plotek, mody, ...

e Technika

0 Sieci energetyczne

0 Sieci transportowe (kolejowe, lotnicze,
drogowe, metro), ...

0 Sieci  komputerowe, uslugi tele-
komunikacyjne (internet, sie¢ WWW)

0 Rozprzestrzenianie sie¢ awarii, wirusow,

(@]

o  Muzyka
o Nowe aranzacje muzyczne na podstawie
sieci ztozong) reprezentujacej Utwor
muzyczny, ...
o Jezykoznawstwo, bibliometria:
0 Zaeznosci miedzy wyrazami w ksigzce

0 Zaeznosci miedzy definicjami
w stownikach
0 Cytowaniapublikacji, ...
e Rdigioznawstwo:
0 Zaeznosci miedzy postaciami

w Swigtych Ksiegach (Nowy Testament,
Stary Testament, Tora, Koran), ...
e  Sport:

o0 Andiza gier zespotowych, taktyk,
wplywu pojedynczych graczy na gre
druzyny i inne.

Na swiecie trwaja obecnie intensywne prace nad
doktadnym badaniem sieci ztozonych. Prébuje
Si¢ znalez¢ odpowiedzi na nastgpujace pytania:
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e czy istnigace agorytmy w ,zwyklych”
sieciach sa tak samo skuteczne, wydajne,
doktadne w sieciach ztozonych?

e jakie jeszcze obiekty rzeczywiste (oprécz
zbadanych) mozna adekwatnie modelowac
z wykorzystaniem  sieci  ztozonych
(Scale Freei Small World)?; dla przyktadu,
czy bardzo popularne ostatnio Sieci
semantyczne mozna modelowaé
i analizowa¢ z wykorzystaniem podobnych
mechanizméw? [28]

e jak modelowac przebieg ewolucji sieci oraz
adekwatnos¢ opracowanego modelu?

Biorac pod uwagg przekazane informacje oraz
przeprowadzone andlizy, autor ma nadzigg,
ze Czytelnik nie bedzie miat problemu
Z odpowiedzia na pytanie tytutowe: czy Sieci
rzadza swiatem? Jezeli jednak takie watpliwosci
sie pojawia, to nalezy siegna¢ chocby po
znakomita ksiazkg A. i P. Fronczakow [14].

8. Bibliografia

[1] R. Antkiewicz, M. Chmielewski,
R. Kasprzyk, A. Najgebauer,
"The prediction of terrorist threat on basis
of semantic associations and complex
network evolution”, Military
Communications and Information Systems
Conference’ 2007, Behorden Spiegel, Bonn
(2007).

[2] R.Antkiewicz, A. Nggebauer, J. Rulka,
Z. Tarapata, R. Wantoch-Rekowski,
" Knowledge-Based Pattern Recognition
Method and Tool to Support Mission
Planning and Simulation”, ICCCI’ 2011,
Part |, Lecture Notes in Computer Science,
Vol. 6922, Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 478-487 (2011) .

[3] A.-L.Barabasi, R. Albert, "Emergence of
scaling in random networks’, Science,
Vol. 286, 509-512 (1999).

[4] C.Bartosiak, R. Kasprzyk, Z. Tarapata,

” Application of Graphs and Networks
Similarity Measures for Analyzing Complex
Networks’, Biuletyn Instytutu Systemdw
Informatycznych, Nr 7, 1-7 (2011).

[5] C. Bartosiak, Analiza modeli i algorytméw
ewolucji sieci spofecznych na przykfadzie
wybranej sieci rzeczywistej, praca
magisterska (kierownik: Z. Tarapata),
WAT, Warszawa, 2012.

[6] B. Bollobas, Modern Graph Theory,
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2001.

[7] U.Brandes, ”A Faster Algorithm for
Betweenness Centrality”, Journal of

Mathematical Sociology, Vol. 25,
163-177 (2001).

[8] R.Dieste, Graph Theory, Springer-Verlag,
Berlin Heidelberg, 2005.

[9] J. Duch, J. S. Waitzman, L.A.N. Amaral,

" Quantifying the Performance of Individual
Playersin a Team Activity”, PLoS ONE
5(6): €10937 (2010),
doi:10.1371/journal.pone.0010937

[10] P. Erdés, A. Rényi, "On random graphs |”,
Publ. Math. Debrecen, Vol. 6, 290-297
(1959).

[11] L. Euler, " Solutio problematis ad
geometriam situs pertinentis’, Comment.
Academiae Sci. |. Petropolitanae 8,
128-140 (1736).

[12] T. Florczak, Grafowo-sieciowe metody
reprezentacji i identyfikacji sytuacji
decyzyjnych, praca magisterska (kierownik:
Z. Tarapata), WAT, Warszawa, 2012.

[13] L. Freeman, " A set of Measures of
Centrality Based on Betweenness’,
Sociometry, Vol.40, 35-41(1977).

[14] A. Fronczak, P. Fronczak, Swiat sieci
ziozonych: Od fizyki do Internetu,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa,
2009.

[15] C. Hierholzer, "Ueber die Moglichkeit,
einen Linienzug ohne Wiederholung und
ohne Unterbrechung zu umfahren”,
Mathematische Annalen 6 (1): 30-32,
doi:10.1007/BF01442866 (1873).

[16] A.S. Ismail, R. Hasni, K.G. Subramanian,
" Some applications of Eulerian graphs’,
International Journal of Mathematical
Science Education, Technomathematics
Research Foundation, Vol. 2, Nr 2, 1 -10
(2009).

[17] R. Kasprzyk, " The vaccination against
epidemic spreading in complex networks”,
Biuletyn Instytutu Systemdéw
Informatycznych, Vol. 3, 39-43 (2009).

[18] R. Kasprzyk, B. Lipinski, K. Wilkos,

M. Wilkos, C. Bartosiak, " CARE — Cresative
Application to Remedy Epidemics”’,
Biuletyn Instytutu Systeméw
Informatycznych, Vol. 3, 45-52 (2009).

[19] R. Kasprzyk, Modele ewolucji systemow
zlozonych i metody badania ich
charakterystyk dla potrzeb komputer owej
identyfikacji potencjalnych sytuacji
kryzysowych, rozprawa doktorska,
Wojskowa Akademia Techniczna,
Warszawa, 2011.

[20] V. Krebs, "Mapping Networks of Terrorist
Cdlls’, Connections, Vol. 24(3), 43-52
(2002).

49



Z. Tarapata, Czy sieci rzqdzg swiatem? Od Eulera do Barabasiego

[21] J. Leskovec, Horvitz E., " Planetary-Scale
Views on an Instant-Messaging Network”,
Proceedings of the 17th International
World Wide Web Conference (WMAV 2008),
April 21-25, 2008, Beijing, China,
(915-924) Beijing, 2008.

[22] X. Liu, CK. Tseand M. Small,

" Composing music with complex
networks’, International Conference on
Complex Sciences: Theory and Applications
(COMPLEX2009), 2196—2205, Shanghai,
20009.

[23] J. L. Pena, H. Touchette, " A network theory
analysis of football strategies”’,
arXiv:1206.6904v1 [math.CO] (2012).

[24] P. Pevzner, H. Tang, M. Waterman, "An
Eulerian trail approach to DNA fragment
assembly”, Proceedings of the National
Academy of Sciences of the United States of
America 98 (17): 9748-9753 (2001).

[25] F. Radicchi, "Who is the best player ever?
A complex network analysis of the history
of professional tennis’, ar Xiv:1101.4028v1
[physics.soc-ph] (2011).

[26] Z. Tarapata, " Multicriteriaweighted graphs
similarity and its application for decision
situation pattern matching problem”,
Proceedings of the 13th IEEE/IFAC
International Conference on Methods

and Models in Automation and Robotics
MMAR 2007, August 27—-30, Szczecin,
Poland, 2007.

[27] Z. Tarapata, R. Kasprzyk, " An application
of multicriteriaweighted graph similarity
method to social networks analyzing”,
Proceedings of the 2009 International
Conference on Advancesin Social Network
Analysis and Mining, July 20-22, 2009,
Athens (Greece), IEEE Computer Society,
366—368 (2009).

[28] Z. Tarapata, M. Chmidlewski, R. Kasprzyk,
" An Algorithmic Approach To Social
Knowledge Processing And Reasoning
Based On Graph Representation — A Case
Study”, ACIIDS 2010, Lecture Notesin
Artificial Intelligence, 5991, Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, 93-104 (2010).

[29] Z. Tarapata, R. Kasprzyk, " Graph-based
optimization method for information
diffusion and attack durability in networks’,
RSCTC 2010, Lecture Notesin Artificial
Intelligence, 6086, Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 698-709 (2010).

[30] Z. Tarapata, Models and algorithms for
knowl edge-based decision support and
simulation in defence and transport

50

applications, rozprawa habilitacyjna,
Wojskowa Akademia Techniczna,
Warszawa, 2011.

[31] Z. Tarapata, Czy sieci rzgdzg swiatem? —
Od Eulera do Barabasiego, wyktad
inauguracyjny, WAT, Warszawa,

2 pazdziernika 2012 .

[32] J. Travers, S. Milgram, " An Experimental
Study of the Small World Problem”,
Sociometry, Vol. 32, Nr 4, 425-443 (1969).

[33] D. J. Watts, S. Strogatz, " Collective
dynamics of ‘small-world’ networks’,
Nature, Vol. 393, 440-442 (1998).

[34] B.S. Yilmaz, O. D. Gunel, "Probable
applications of complex networksin public
relations practices: A scenario-based
approach”, PRism 6(1) (2009),
http://praxis.massey.ac.nz/prism_on-
line_journ.html.

[35] History of Mathematics: On Leonhard Euler
(1707-1783), ScienceWeek (2003), 6 Nov.
2005,
http://scienceweek.com/2003/sc031121-
6.htm.

[36] http://vator.tv/news/2010-12-28-top-10-
biggest-social-media-stories-of-2010

[37] http://www.fernfachhochschule.ch/ffhs/afe/l
ws/forschung/research/view?set_|language=
en

[38] http://www.beyondthemap.ca/english/explo
re_web.html

[39] http://about-france.com/paris-metro-
map.htm

[40] http://www.sciencedirect.com/science/articl
€/pii/S0375960108015867

[41] http://da.wikipedia.org/wiki/Fil:High_Speed
_Railroad Map Europe 2011.png

[42] http://www.cut.nazwa.pl/ptg/konfer/include
/wydaw.php?r=2007& ab=7b

[43] http://www.mslima.com/mfadt/thesis/2004/
08/transportation-routes.html

[44] http://www.vectorstock.com/royalty-free-
vector/circul ation-of -blood-vector-97672

[45] http://www.alz.org/brain_polish/05.asp

[46] http://www.asbmb.org/asbmbtoday/asbmbto
day_article.aspx?d=14931

[47] http://phys.strath.ac.uk/informati on/acadstaf
f/ernesto.estrada.php

[48] http://www.crossway.org/blog/2007/01/map
ping-nt-social-networks/

[49] http://www.dailymail.co.uk/sciencetech/arti
cle-2064746/Facebook-shrinks-degrees-
separation-just-FOUR.html

[50] http://thehypertextual .com/2011/03/07/midd
|e-east-strategy-|esson-socia -networks-
beat-weapons/


http://scienceweek.com/2003/sc031121-6.htm�
http://scienceweek.com/2003/sc031121-6.htm�
http://vator.tv/news/2010-12-28-top-10-biggest-social-media-stories-of-2010�
http://vator.tv/news/2010-12-28-top-10-biggest-social-media-stories-of-2010�
http://www.beyondthemap.ca/english/explore_web.html�
http://www.beyondthemap.ca/english/explore_web.html�
http://about-france.com/paris-metro-map.htm�
http://about-france.com/paris-metro-map.htm�
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0375960108015867�
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0375960108015867�
http://da.wikipedia.org/wiki/Fil:High_Speed_Railroad_Map_Europe_2011.png�
http://da.wikipedia.org/wiki/Fil:High_Speed_Railroad_Map_Europe_2011.png�
http://www.cut.nazwa.pl/ptg/konfer/include/wydaw.php?r=2007&ab=7b�
http://www.cut.nazwa.pl/ptg/konfer/include/wydaw.php?r=2007&ab=7b�
http://www.vectorstock.com/royalty-free-vector/circulation-of-blood-vector-97672�
http://www.vectorstock.com/royalty-free-vector/circulation-of-blood-vector-97672�
http://www.alz.org/brain_polish/05.asp�
http://www.asbmb.org/asbmbtoday/asbmbtoday_article.aspx?id=14931�
http://www.asbmb.org/asbmbtoday/asbmbtoday_article.aspx?id=14931�
http://phys.strath.ac.uk/information/acadstaff/ernesto.estrada.php�
http://phys.strath.ac.uk/information/acadstaff/ernesto.estrada.php�
http://www.crossway.org/blog/2007/01/mapping-nt-social-networks/�
http://www.crossway.org/blog/2007/01/mapping-nt-social-networks/�
http://www.dailymail.co.uk/sciencetech/article-2064746/Facebook-shrinks-degrees-separation-just-FOUR.html�
http://www.dailymail.co.uk/sciencetech/article-2064746/Facebook-shrinks-degrees-separation-just-FOUR.html�
http://www.dailymail.co.uk/sciencetech/article-2064746/Facebook-shrinks-degrees-separation-just-FOUR.html�
http://thehypertextual.com/2011/03/07/middle-east-strategy-lesson-social-networks-beat-weapons/�
http://thehypertextual.com/2011/03/07/middle-east-strategy-lesson-social-networks-beat-weapons/�
http://thehypertextual.com/2011/03/07/middle-east-strategy-lesson-social-networks-beat-weapons/�

BIULETYN INSTYTUTU SYSTEMOW INFORMATY CZNY CH 10 31-51 (2012)

[51] http://strona.wcy.wat.edu.pl/index.php?opti
on=com_content& task=view&id=247&Ite
mid=131

[52] http://www.youtube.com/watch?v=2guK Jfv
gaul

Do Networ ks Control the World? From Euler to Barabas

Z. TARAPATA

In the paper problem of multi-applications of graph and networks theory models and methods is considered.
The paper is especially focused on specific features of real networks. Analysis methods of these networks, their
properties and what result from these analyses are discussed. Algorithmic aspects focused on computational
complexity of methods to compute values of network's characteristics are considered. Severa interdisciplinary
examples of real networks illustrate network's properties being described. In conclusions current and future
trendsin development of complex networks are considered.

Keywords. complex networks, complex systems, scale free, small world, applications of complex networks,
agorithmic aspects of complex networks.

51



	31_51_ZTarapata

