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UWAGI O WIELKOSCI
REPREZENTATYWNEJ ELEMENTARNEJ QBJETOSCI
DLA LOSOWYCH MIKROSTRUKTUR KOMORKOWYCH

1. Wprowadzenie

Ze wzgledu na duze mozliwosci obliczeniowe wspotczesnych komputeréw bardzo czgsto
do rozwiazywania zagadnien homogenizacji wykorzystuje si¢ metody numeryczne. Wspom-
nie¢ tutaj nalezy przede wszystkim o metodach elementéw oraz objgtosci skonczonych oraz
uogoblnionej metodzie komodrek (ang. Generalized Method of Cells) [7, 6]. Zagadnienia
postawione z wykorzystaniem tych metod rozwiazywane sa na obszarze reprezentatywnej
elementarnej objetosci (REO), ktdra najczeSciej rozumiana jest jako najmniejsza objgtosc
analizowanego osrodka, ktdra zawiera wszystkie informacje o strukturze i wlasno$ciach ca-
tego materiatu [4]. W pracach [2, 10] przedstawiono liczne definicje REO wykorzystywane
przez badaczy do roznych celow, jak rowniez wykorzystanie analizy statystycznej do okres-
lenia wielko$ci REO.

Wyznaczanie parametrow efektywnych, z wykorzystaniem REO, pozwala na znaczna
redukcje czasu obliczen, poniewaz objetos¢ ta zawiera znacznie mniejsza liczbg niejedno-
rodnosci, anizeli objgtos¢ catego materiatu. Jednakze w wielu przypadkach nawet oblicze-
nia prowadzone na obszarze reprezentatywnym wymagaja dlugiego czasu ze wzgledu na
duzy rozmiar REO [15]. W pracy [9] stwierdzono, Ze ,,odpowiedz” REO musi by¢ niezalez-
na od przylozonych warunkéw brzegowych (periodyczno$é¢, jednorodny stan odksztatcenia
badz napre¢zenia), co rowniez przemawia za tym, iz obszar REO musi by¢ odpowiednio du-
zy. W literaturze spotka¢ mozna liczne proby zredukowania wymaganego czasu obliczen,
np. poprzez dzielenie rozpatrywanego obszaru na regularne, nienaktadajace sig ,,podobsza-
ry” [16], rekonstrukcje rzeczywistego osrodka z wykorzystaniem dostgpnej informacji sta-
tystycznej [14], badz prowadzenie rownoleglych obliczen na wielu procesorach w jednym
czasie (ang. parallel computing) [3].
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W tym artykule zdecydowano si¢ na inne podejscie, a mianowicie, aby parametry efek-
tywne okresla¢ rozpatrujac duza ilo§¢ losowych realizacji, znacznie mniejszych mikrostruktur,
a nastgpnie analizowany parametr okresla¢ jako wartos$¢ $rednia, tj.:

— 1 n
k==>k,, )
na
gdzie:
n — okresla liczbg realizacji;

ki — jest pewnym parametrem okre$lonym dla j-tej realizacji.

W poprzednich pracach autoréw prezentowano juz przyjgte tutaj rozumowanie dla przy-
ktadu parametréw mechanicznych sprgzystosci [6] oraz parametrow transportu [5]. Wow-
czas jednak zakladano a priori wielko$¢ rozpatrywanego obszaru oraz liczbg wykonanych
realizacji, nie analizujac w sposob analityczny, czy przyjete n jest wystarczajace. W kolej-
nej pracy [8] wysunigto tezeg, ze gdy analizowane sg parametry efektywne transportu, to
wielko$¢ obszaru ma ogromne znaczenie, tzn. jesli przyjety w obliczeniach wymiar probki
jest za maty, to wykonujac nawet nieskonczong liczbg realizacji » nie otrzymamy w wyniku
parametrow efektywnych. Ponadto z wykonanych symulacji numerycznych wynikato, iz mi-
nimalny wymiar probki moze by¢ okre§lany na podstawie informacji statystycznej zawartej
w prawdopodobienstwie dwupunktowym.

W tym artykule podjeto probe analitycznego okre$lenia, zarowno minimalnego wymiaru
probki, jak rowniez wymaganej liczby realizacji n. W tym pierwszym przypadku wykorzys-
tano, jak juz wcze$niej wspomniano, funkcj¢ korelacji, a mianowicie prawdopodobienstwo
dwupunktowe [11], natomiast do zrealizowania drugiego celu uzyto (ze wzgledu na rozpa-
trywany typ mikrostruktury) wtasciwosci rozktadu dwumianowego [1]. Innymi stowy, w tej
pracy, podjeto probe zdefiniowania REO w bardziej szerokim zakresie, tj. poprzez definicje
wielko$ci probki wraz z liczba koniecznych do wykonania realizacji. Pokazano rowniez, ze
niektore wlasciwosci kompozytéw mozna okresla¢ poprzez usrednianie po matej liczbie
realizacji duzych probek badz zamiennie poprzez rozpatrywanie duzej liczby realizacji ma-
tych mikrostruktur. Podobnie jak w poprzednich pracach analizowano tzw. mikrostrukturg
komorkowa, bedaca imitacja obrazu binarnego. Krotki opis procesu jej realizacji przedstawio-
no w kolejnym rozdziale. Ponadto nalezy wspomnie¢, iz analizy numeryczne ograniczono do
okreslania warto$ci parametrow efektywnych transportu, na przyktadzie procesu dyfuzji.

2. Analizowana mikrostruktura

2.1. Generowanie mikrostruktury poprzez symulacje numeryczne

Podobnie jak we wczesniejszych pracach autorow, tak i w tym artykule, rozwazania
dotycza szczegdlnego typu mikrostruktury komorkowej, ktorych przyklady, w zaleznosci
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od liczby komorek, przedstawiono na rysunku 1. Losowe realizacje mikrostruktury tworzy si¢
wykorzystujac generator liczb pseudolosowych z rozktadu rownomiernego z przedziatu [0, 1).
Dla mikrostruktury dwusktadnikowej, o udziale frakcyjnym wtracen ¢, konstruowanie geo-
metrii odbywa si¢ poprzez przyporzadkowanie komoérkom parametrow matrycy, badz wtra-
cenia. Odbywa si¢ to w nastgpujacy sposob: ,,kroczac” od komorki do komorki generuje sig
liczbg pseudolosowa — jesli wygenerowana liczba jest mniejsza badz rowna ¢ wowczas tej
komorce przypisuje si¢ parametry wtracenia (komorka wypetniana jest kolorem czarnym),
w przeciwnym wypadku — parametry matrycy (komorka wypehniana jest kolorem biatym).

Aun
S

L

it

Rys. 1. Przyklady losowo wygenerowanych mikrostruktur,
odpowiednio: 40 x 40, 60 x 60, 80 x 80

2.2. Generowanie mikrostruktury: opis probabilistyczny

Przedstawiony powyzej sposob generacji mikrostruktury zapewnia, ze dla dostatecznie
duzej liczby komorek udziat frakcyjny wtracenia jest bliski warto$ci zalozonej na poczatku
losowania. Ponadto sposob tworzenia mikrostruktury mozna opisywac przy pomocy rozkta-
du dwumianowego — jako sukces rozumiemy przypisanie komorce koloru czarnego z praw-
dopodobienstwem p, natomiast porazka oznacza pojawienie si¢ w komorce koloru biatego
z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p. Kazda mikrostruktura ma ksztatt kwadratu o rownej
liczbie wierszy i kolumn N. Zatem wszystkich komorek (niezaleznych prob) mamy N°. Wo-
bec tego warto$¢ oczekiwana udziatu frakcyjnego ¢ wynosi:

X N? N2 -t
E(¢)=§;#( t jp’q = p. )

gdzie ¢ oznacza liczba sukcesow.

Zatem takie losowanie zapewnia, ze warto$¢ oczekiwana udziatu frakcyjnego wynosi p.
Oczywiscie, w przypadku rzeczywistych mikrostruktur, gdy N jest pewna skonczona warto$-
cia, to wowczas zgodnie z prawem wielkich liczb mamy, ze gdy N wzrasta, to prawdopo-
dobiefistwo, ze Sy/N* odchyli sie od p o wigcej niz dowolnie zadana z gory liczba € > 0,
zmierza do zera (przez Sy rozumiemy liczbg wszystkich sukcesow).

509



Analogicznie jak wyrazenie (2) okreslamy warto$¢ oczekiwana kwadratu udziatu frak-
cyjnego:

N Gty N e, (NP-1)pep
E(o )_ZO‘(FJ t!(Nz—t)!pq N N? ' (3)

3. Okreslanie wlasciwosci mikrostruktury
oraz parametrow efektywnych transportu

3.1. Udzial frakcyjny

Rozwazmy teraz zbior n realizacji mikrostruktur takich jak na rysunku 1. Kazda j-ta
mikrostruktura generowana jest w sposob opisany w poprzednim rozdziale. Udzial frakcyj-
ny czarnych komorek (wtracen), dla kazdej realizacji, wynosi ¢;. Catkowity udziat frakcyj-
ny czarnych komorek, obliczony po wszystkich » realizacjach, okreslamy zgodnie ze wzo-
rem (1), tj.

— Iy 1 & S
= — L= Sj = N , 4
b= 20, nNZ Ve )
gdzie:
Sy — liczba sukcesdéw w j-tej realizacji;

Sy — oznacza liczbg wszystkich sukcesow w n realizacjach.
Postulujemy teraz nastepujace ograniczenie na warto$é estymatora ¢ :
p(l-e)<o < p(l+e). Q)

Jak wspomniano juz wczesniej € jest dowolna, z gory zadana, liczba taka, ze € > 0. Wow-
czas zagadnienie okreslenia koniecznej liczby realizacji n, przy zadanej warto$ci €, mozna
sformutowa¢ w nastgpujacy sposob:

V(8>0,N>0) 3n= P(p(1-€)nN> <5, < p(1+e)nN>)21-3, (6)

gdzie § jest zadanym parametrem okreslajacym prawdopodobienstwo z jakim Sy ma spetniac
zadane ograniczenie.

Z drugiej strony, nietrudno zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo dane zaleznoscia (6) row-
ne jest:

izimax 2 2 .
P(p(1-€)nN* <5, < p(l+e)nN?)= Y ["N ]p"q("N 9, 7
1

I=lin
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przy czym

iy =| nN? (1-€) p |+1
®)
b = LnN2 (1 + S)pJ

W powyzszych rownaniach symbol [*] oznacza czg$¢ catkowita.

Zatem okreslenie koniecznej liczby realizacji n sprowadza si¢ do obliczania sumy
z roOwnania (7), przy zadanej doktadnosci € oraz przy ustalonym prawdopodobienstwie (6),
tj. zadaniu wartosci parametru 8. Przeprowadzono obliczenia dla r6znych rozmiaréw mikro-
struktur, od N =1 do N =20. Wyniki zebrano w tabeli 1. Warto tu wspomnie¢, ze obliczenia
wykonano dla wartosci 8 = 0,05 oraz dwdch wartosei € = 0,03 i € = 0,05. Przygladajac sig
wynikom zebranym w tabeli 1 nietrudno dostrzec, ze im wigkszy wymiar probki N, tym
mniejsza liczba realizacji n jest wymagana. Ponadto, dla ustalonej wielko$ci &, im wigksza
warto$¢ p, tym mniejsza liczba realizacji.

TABELA 1
Wymagana liczba realizacji n okreslona dla réznych wielkos$ci obszaru N
Liczba realizacji n
N r=0,1 p=03 =05
£=0,03 €=10,05 €=0,03 £=0,05 €=10,03 £=10,05

1 38417 13705 9952 3540 4264 1501
2 9551 3431 2486 885 1056 381
4 2389 859 619 225 263 96
6 1065 385 275 100 119 44
8 600 217 155 57 67 25
10 384 139 100 36 43 16
12 267 97 70 25 30 11
14 197 71 51 19 22 8
16 150 55 39 15 17 6
18 119 43 31 12 14 5
20 96 35 25 9 11 4

Na rysunku 2 zilustrowano rowniez zalezno$¢ estymatora 6 od wielkos$ci probki N dla
przypadku, gdy p = 0,5. Nietrudno dostrzec zaleznos¢, iz im wigksze N tym, rozrzut wokot
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wartosci $redniej jest mniejszy. Jednak, co najwazniejsze, warto$¢ Srednia nie zalezy od roz-
miaru N, pod warunkiem, ze przeprowadzona jest wystarczajaca liczba realizacji. Nawet,
gdy probka sklada si¢ z jednej komorki (N = 1), to warto$¢ srednia niewiele odbiega od za-
lozonej wartosci p. Zatem mozna wysunaé wniosek, iz udziat frakcyjny w osrodku niejed-
norodnym moze by¢ z powodzeniem okreslany poprzez usrednienie po kilku realizacjach
duzych probek, badz wielu realizacjach znacznie mniejszych mikrostruktur (tab. 1, rys. 2).
W nastgpnym rozdziale sprawdzimy, czy takie rozumowanie mozna rozszerzy¢ na przypa-
dek parametrow efektywnych transportu.

12—
1
0.8

0.6 — -
0.4 — L=

Udzial frakcyijny

02 —

0 — | | I |
0 4 8 12 16 20

Rys. 2. Wartos¢ $rednia udziatu frakcyjnego w funkcji wielkosci probki N

3.2. Parametry efektywne transportu

Jak wspomniano wczesniej okreslanie parametrow fizycznych ograniczono do przypadku
dwuwymiarowej dyfuzji przez osrodek losowy przedstawiony na rysunku 1. Kazda komoérka
ma przypisany wspotezynnik dyfuzji — ky, = 0,009 m’s ' dla matrycy oraz ky = 0,25 m’s " dla
wtracenia. Metodg okreslania parametrow efektywnych transportu (wykorzystywana w dalszej
analizie) dla takich mikrostruktur sformutowano we wcze$niejszych pracach autoréw [5, §].

Podobnie jak to mialo miejsce w przypadku udziatu frakcyjnego rozwazmy zbior n rea-
lizacji mikrostruktur, takich, jak na rysunku 1. Parametr dyfuz;ji, dla kazdej j-tej realizacji,
okreslamy jako k. W pierwszej kolejnoéci sformutujemy rozwiazanie analityczne dla najmniej-
szej mozliwej wielkosci probki, czyli N = 1. Oczywiste jest, ze ze wzgledu na procedure
generowania o$rodka losowego, komorka posiadajaca parametr wtracenia ky pojawia si¢
z prawdopodobienstwem p, natomiast komorce przypisuje si¢ parametr matrycy ky, z prawdo-
podobienstwem g = 1 — p. Zatem warto$¢ oczekiwana parametru efektywnego dyfuzji wynosi:

‘ 1

E(k)= Yk, p'(1-p)

= (1=

1

=k, p+k, (1-p), 9)

przy czym w powyzszym rownaniu, jesli ¢ = 0, to ko = k), oraz dla ¢ = 1 mamy, ze k; = ky.
Latwo zauwazy¢, ze rownanie (9) opisuje oszacowanie Voigta.
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Nastgpnie wykonano symulacje numeryczne wyznaczajac estymator warto$ci oczeki-
wanej k dany rownaniem (1). Wyniki przedstawiono na wykresie (rys. 3a). Obliczenia prze-
prowadzono dla warto$ci prawdopodobienstwa p = 0,3; wowczas warto§¢ oczekiwana dana
zaleznos$cia (9) wynosi E(k) = 0,0813 m’s ™. Jak widaé estymator% juz po liczbie realizacji
n = 3000 niewiele odbiega od wartosci oczekiwanej — rozwiazania analitycznego (rys. 3a).

a ] — ) b — -
) 0.1 k [m2s] ) 0.07 k [m?s]

0.08 —-— = _ Symul. numeryczne

— — — Rozw. analityczne
| Symul. numeryczne
— —  _ Rozw amlityczne
006 — (ograniczenie Voigta)
0.04 T f 0.03 T "‘

0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000

Rys. 3. Poro6wnanie wynikow z symulacji numerycznych oraz rozwigzania analitycznego:
a)N=1;b)N=2

Analogicznie wyznaczono rozwiazanie analityczne dla wigkszej probki, tj. N =2. Tym
razem wymagato to rozpatrzenia, nie dwoch jak poprzednio, lecz szesnastu mozliwych
realizacji mikrostruktury. W tym przypadku E(k) = 0,0389 m’s . Podobnie jak poprzednio
rozwiazanie numeryczne zbiega dos¢ szybko do wartosci oczekiwanej i whasciwie juz po
2000 realizacji niewiele od niego odbiega (rys. 3b). Co jednak wazniejsze, rozwiazania
w tych dwoch przypadkach, tj. N =1 oraz N = 2, znacznie si¢ r6znia. Wynika z tego, iz w przy-
padku parametrow efektywnych transportu nie mozna przyja¢ rozumowania jak dla udziatu
frakcyjnego. Wobec powyzszego warto$¢ parametru efektywnego zalezy nie tylko od liczby
realizacji, ale rowniez od wielkosci probki N.

Ze wzgledu na to, iz wyznaczanie rozwiazania analitycznego wymaga rozpatrywania
duzej liczby realizacji, a mianowicie 2" : , dlatego dla wigkszych wymiaréw probek wykona-
no jedynie symulacje numeryczne. Wyniki obrazujace warto$¢ srednia parametru efektyw-
nego w funkcji wymiaru probki (od N =1 do N = 20) przedstawiono na rysunku 4. Za kaz-
dym razem liczbg realizacji n przyjgto jak dla przypadku udzialu frakcyjnego (tab. 1. p = 0,3;
€ =0,03). Obserwujac wyniki tatwo dostrzec, ze wraz ze wzrostem wymiaru probki N, war-
to$¢ $rednia parametru efektywnego asymptotycznie dazy do ustalonej wartosci. Na wykre-
sie przedstawiono rowniez rozwigzanie numeryczne jednej (znacznie wigkszej) realizacji
mikrostruktury o wymiarze N = 300 (linia przerywana). Wyraznie widac, ze rozwigzania
dla N > 10 bardzo nieznacznie odbiegaja od tego okreslonego dla jednej duzej realizacji.
Zatem parametry efektywne transportu mozna wyznaczaé rozpatrujac mala liczbe realizacji
— nawet jedna realizacj¢ — duzych obszarow, lub duza liczbe realizacji znacznie mniej-
szych mikrostruktur ale pod warunkiem, ze wymiar probki jest wystarczajaco duzy. Rozpa-
trywany obszar musi by¢ odpowiednio duzy, aby byt reprezentatywny do okreslania para-
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metréw efektywnych transportu. Nie mozna zatem sformutowac wniosku jak w przypadku
udziahu frakcyjnego, gdzie decydujaca byta tylko liczba wykonanych realizacji — warto$¢

$rednia nie zalezata od wielkosci obszaru, a jedynie od liczby realizacji n.
Tk [m?st]

0.08 *

006 — |

\ ————— Symul numeryczne
=1 | —— — — Ograniczenie Voigta

o \ — — — - Rozwigzanie dla N=300
0.04 —

002 — e

16 20

Rys. 4. Wartos¢ $rednia k w funkcji wielkosci probki N

Poniewaz w przypadku okres§lania parametréw transportu istnieje pewna progowa
wielkos$¢ probki ponizej, ktorej otrzymane rezultaty sa dalekie od wartosci parametrow efek-
tywnych, w nastepnym rozdziale podjgto probe okreslenia minimalnej wielko$ci reprezen-
tatywnej elementarnej objetosci na podstawie prawdopodobienstwa dwupunktowego.

4. OKkresSlenie minimalnego wymiaru probki:
prawdopodobienstwo dwupunktowe

Prawdopodobienstwo dwu-punktowe jest funkcja korelacji bardzo czgsto wykorzysty-
wang w mechanice o$rodkow niejednorodnych do tworzenia ograniczen warto$ci parame-
trow efektywnych [11] oraz rekonstrukcji mikrostruktur rzeczywistych materiatow [12, 13].
Miara ta okreslana jest dla kazdego ze sktadnikéw osrodka osobno. Prawdopodobienstwo
dwu-punktowe dla wtracenia S, (matrycy S,*?) oznacza prawdopodobienstwo z jakim
dwa losowo rzucone na obszar osrodka punkty znajduja si¢ we wtraceniu (w matrycy).

Dla os$rodka statystycznie izotropowego warto§¢ prawdopodobienstwa zalezy tylko od

wzglednej odleglosci pomigdzy dwoma punktami z = El prawdziwe sa nastgpujace zwiaz-
ki [11]:

53 (2)= (1-6)-0.558" (2)
SY)(2)= - 0550 (2)

(10)
S (2) 428 (2)+ 89 (z) =1
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MM oznacza prawdopodobienstwo, ze dwa losowo rzucone punkty znajdujg sie

gdzie S,
jednoczesnie w dwoch roznych sktadnikach kompozytu — innymi stowy, funkcja ta ozna-
cza prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia, ze pierwszy punkt znajdzie si¢ w matrycy, a drugi
we wtraceniu lub odwrotnie. Zauwazmy, ze wystarczy zna¢ tylko jedna funkcje prawdo-
podobienstwa, np. dla wtracenia S,"”, a dwie pozostate, tj. S, oraz ;™" mozna okresli¢
z zalezno$ci (10). Ponadto, jak pokazano w pracy [11], prawdopodobienstwo dwupunktowe
dla wtracenia osiaga swoja maksymalna warto$¢ rowna ¢ dla z = 0 i asymptotycznie zbiega
do wartosci ¢° dla z — oo.

Wyniki symulacji numerycznych, uzyskane przez autorow we wczesniejszej pracy [8],
prowadza do wniosku, ze na podstawie warto$ci prawdopodobienstwa dwu-punktowego
mozna okres§la¢ minimalny wymiar probki, ktory jest reprezentatywny — pod warunkiem
wykonania odpowiedniej liczby realizacji — dla rozwazanego zagadnienia. Innymi stowy
szukamy minimalnego wymiaru obszaru, ktoéry przy wykonaniu odpowiednio duzej liczby
realizacji bedzie odwzorowaniem (ze wzgledu na zgodnos$¢ prawdopodobienstwa dwu-
punktowego) jednej realizacji duzej mikrostruktury. Ponizej prezentujemy sformulowanie
analityczne tego zagadnienia.

Ze wzgledu na opisane wczesniej wlasciwosci prawdopodobienstwa dwu-punktowego
postulujemy, ze odwzorowanie mikrostruktury, pod wzgledem geometrycznym, jest po-
prawne, gdy:

<e. (an

Podstawiajac wyrazenia (2) i (3) do nieréwnosci (11) otrzymujemy, ze wymiar obsza-
ru, aby byl reprezentatywny pod wzgledem odwzorowania geometrii, musi spetnia¢ naste-
pujacy warunek:

N> 2P (12)
ep

Dla rozwazanej przez nas mikrostruktury mamy p = 0,3. Przyjmujemy, jak poprzednio,
ze € = 0,03. Wowczas minimalny wymiar probki (zaktadajac, ze N musi by¢ liczba catko-
wita) okre$lony na podstawie warunku (12) wynosi N = 9. Nalezy tutaj wspomnie¢, ze N
okreslone jest z warunku (11), ktory bazuje na wartosciach oczekiwanych udziatu frakcyj-
nego, zatem aby tak okreslony wymiar byt reprezentatywny nalezy wykona¢ odpowiednio
duza liczbg realizacji.

Prawdopodobienstwo dwu-punktowe dla wtracenia (dla réznych wielkosci probki N)
przedstawiono na rysunku 5, przy czym z oznacza odlegto$¢ migdzy dwoma punktami.
Ponadto nalezy tu wspomnie¢, ze kazda komérka ma wymiar 1/300. Wartosci funkcji S,
okreslono poprzez symulacje Monte Carlo, tj. wielokrotne rzucanie odcinka o dtugosci z i zli-
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czanie ile razy oba jego konce znajdowaly si¢ we wtraceniu. Dla przypadku N=1, N =2 oraz
N = 10 okreslono warto$¢ tej funkcji korelacji jako warto$¢ srednig po liczbie realizacji n,
ktéra przyjeto jak w przypadku rozwazania udzialu frakcyjnego (tab. 1; p = 0,3; € = 0,03).
W przypadku duzej mikrostruktury (N = 300), analogicznie jak dla parametrow efektyw-
nych, warto$¢ funkcji okreslono dla jednej realizacji.

S «{“ )

- N=300
025 — \" e A
B \ o N=2
02 — — —+ — - N=I0
R o
015 — | s o
| \ o o o

'V
By g =t
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Rys. 5. Wartos$ci prawdopodobienstwa dwupunktowego
dla wtracenia dla réznych wielkosci rozpatrywanych obszaréw N

Obserwujac wyniki (rys. 5) mozna dostrzec, ze dla zbyt matych obszarow (N =1, N=2),
nie spetliajacych warunku (12), obie funkcje znacznie od siebie odbiegaja oraz, ze nie daza
do rozwiazania dla duzej probki (N = 300). W przypadku N = 10 (n = 100 realizacji) oraz
jednej realizacji mikrostruktury o wymiarze N = 300 wartosci S, sa juz niemal identycz-
ne. Zatem bazujac na wlasnosciach prawdopodobienstwa dwu-punktowego jedna realizacje
duzej mikrostruktury mozna odwzorowac, pod wzgledem geometrii, poprzez wigksza liczbe
realizacji znacznie mniejszych mikrostruktur.

Jesli ponadto porownamy wyniki dla prawdopodobienstwa dwu-punktowego (rys. 5)
oraz parametréw efektywnych (rys. 4), to nietrudno dostrzec podobna tendencje — zardw-
no w jednym i drugim przypadku, gdy spelniony jest warunek (12), to przy wystarczajacej
liczbie realizacji n warto$¢ srednia poszukiwanego parametru jest bliska warto$ci otrzyma-
nej dla jednej realizacji duzej mikrostruktury.

5. Whioski

Na przyktadzie testowej mikrostruktury (rys. 1) w artykule przedstawiono szersza de-
finicj¢ REO obejmujaca, nie tylko wymiar rozwazanego obszaru, ale rowniez liczbe ko-
niecznych do wykonania realizacji. Wykazano, ze mozliwe jest odwzorowanie wtasciwosci
jednej bardzo duzej realizacji mikrostruktury poprzez duza liczbg realizacji znacznie mniej-
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szych obszaréw. Ponadto sformutowano wniosek, ze wymiary REO dla okreslania parame-
trow efektywnych transportu oraz parametrow opisujacych geometri¢ moga znaczaco si¢
ro6znic.

W pierwszej kolejnosci przeanalizowano parametr geometryczny, tj. udziat frakcyjny.
Na podstawie wtasnosci rozktadu dwumianowego przedstawiono procedurg okreslania ko-
niecznej liczby realizacji, tak aby warto$¢ Srednia po wszystkich wykonanych realizacjach
nieznacznie odbiegata od wartosci zatozonej przed losowaniem. Wyniki przedstawione
w tabeli 1 jednoznacznie wykazujg tendencje, iz im wigkszy wymiar probki N, tym mniejsza
liczba realizacji n jest wymagana. Ponadto, dla ustalonej wielko$ci N, im wigksza wartos$¢
p, tym wymagana liczba realizacji jest mniejsza. Jednocze$nie przygladajac si¢ wynikom
przedstawionym na wykresie wartosci sredniej w funkcji N (rys. 2) tatwo dostrzec, ze war-
to$¢ Srednia nie zalezy od wymiaru probki N, pod warunkiem, ze przeprowadzona jest wy-
starczajaca liczba realizacji. Nawet, gdy N = 1 to wartos¢ srednia niewiele odbiega od zato-
zonej warto$ci p. Zatem warto$¢ $rednia udziatu frakcyjnego nie zalezy od wymiaru REO,
a jedynie od liczby realizacji.

W przypadku analizy parametréw efektywnych transportu wykazano, ze z jednej stro-
ny mozliwe jest ich okreslanie poprzez rozpatrywanie duzej liczby realizacji matych pro-
bek, ale z drugiej strony wymiar REO nie moze by¢ za maty. Jesli wymiar REO jest za maly to
pokazano na przyktadzie rozwigzan numerycznych, jak rowniez analitycznych, ze rozwia-
zania nie zbiegaja do wyznaczonego dla jednej duzej realizacji (rys. 3). Ponadto dla najmniej-
szej mozliwej wielkosci probki, tj. N =1 otrzymujemy w wyniku oszacowanie Voigta (9).

W kolejnym rozdziale podjgto probe analitycznego okreslenia minimalnej wielkosci REO
na podstawie wlasnosci prawdopodobienstwa dwupunktowego. Innymi stowy poszukiwano
najmniejszego mozliwego wymiaru REO, ktory przy wykonaniu odpowiednio duzej liczby
realizacji bedzie odwzorowaniem (ze wzgledu na zgodnos$¢ prawdopodobienstwa dwupunk-
towego) jednej realizacji duzej mikrostruktury (badZ kilku realizacji znacznie wigkszych
probek). Okres$lona z warunku (11) wielko§¢ REO, dla rozwazanego przypadku, wyniosta
N 2 9. Pokazano, ze wykonujac 100 realizacji dla N = 10 oraz jedna realizacj¢ dla N = 300
otrzymujemy zgodno$¢ wartosci prawdopodobienstwa dwu-punktowego (rys. 5). Co jednak
najwazniejsze identycznie zachowuja si¢ zaleznos$ci dla parametréw efektywnych (rys. 4),
gdzie wyraznie widac, ze dla N = 9 warto$¢ Srednia parametru efektywnego pozostaje juz
niemal stata i tylko nieznacznie r6zni si¢ od rozwiazania dla N = 300.
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