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KORZYSCI PLYNACE ZE STOSOWANIA
ZASADY PRAC WIRTUALNYCH
NA PRZYKLADZIE MECHANIKI OGOLNEJ

1. Wprowadzenie

W pracy kierujac si¢ dewiza Johna Zimana: ,,Celem nauki jest zrozumienie, nie za$ gro-
madzenie danych i wzoréw” pokazano jak wazna rolg odgrywa w Mechanice Ogdlnej Zasa-
da Prac Wirtualnych. Zostaty zdefiniowane wigzy uktadu materialnego, przesunigcia wir-
tualne, wyprowadzono réwnanie zasady prac wirtualnych oraz podano przyktady, z ktorych
wida¢ korzysci wynikajace z jej stosowania.

2. Wiegzy ukladu materialnego

Wszystko, co widzimy stanowi uktad materialny. Uktad materialny, ktérego ruch odby-
wa si¢ bez zadnych ograniczen nazywamy ukfadem swobodnym. Gdy na ruch uktadu (ciata)
natozone sa ograniczenia (wigzy) to taki uklad jest nieswobodny. Wigzy, czyli ograniczenia
ruchu ciala moze stanowi¢: punkt materialny, krzywa materialna, powierzchnia materialna
(rys. 1) itp.

Przy uktadach nieswobodnych wykorzystuje si¢ postulat (hipotezg) o wigzach [2—4]
tzw. zasad¢ oswobodzenia wigzéw. Glosi ona: w ruchu uktadu materialnego nieswobodne-
go nic si¢ nie zmieni, jezeli wigzy mys$lowo usuniemy, a ich dziatanie zastgpimy sitami
zwanymi reakcjami. Sity reakcji wystgpuja w miejscach styku ciala z wigzami. Tak wigc
ruch ciata nieswobodnego mozemy analizowac¢ jak ruch ciata swobodnego z tym, ze do sit
zewngtrznych (czynnych) nalezy dotaczy¢ sily oddziatywan wigzoéw zwane sitami reakcji
(biernymi).

N
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Rys. 1. Wigzy uktadu materialnego

Sity bierne pojawiaja si¢ w wigzach, gdy zadzialaja sily czynne. Wigzy uktadu mate-

rialnego dzielimy na:

stacjonarne (niezalezne od czasu)

M

f(x,,2)<0

niestacjonarne (zalezne od czasu)

@

f(x,p,2,0<0

IL.

geometryczne — ograniczaja potozenie punktéw materialnego ciata

3

=0

S(x,,2)

kinematyczne — ograniczaja predkosci punktow materialnego ciata

“

=0

f(x’y’z’x’y’z.)
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IV.
— gladkie (beztarciowe)

L,=0 @)
— chropowate (szorstkie)
L, #0 ®)

gdzie praca reakcji R ', ha odcinku 4B jest rowna

L,=R,-4B ©9)

Te same wigzy moga by¢ jednocze$nie np. stacjonarne, geometryczne, gtadkie i dwu-
stronne.

2. Przesunigcia wirtualne punktow ciala sztywnego

Dla punktéw ciata materialnego (rys. 2) wprowadza si¢ pojgcie przesunigcia: a) rze-
czywistego, b) mozliwego, ¢) wirtualnego (przygotowanego).

a b c
P N
A(1)=4, wigzy A wiezy

Rys. 2. Przesunigcia punktow ciata:
a) rzeczywiste, b) mozliwe, c) wirtualne (przygotowane)

Przesunigcie rzeczywiste jest wektorem laczacym dwa rzeczywiste polozenia punktu,
a wigc zalezy od wigzow 1 sit dzialajacych. Przesunigcie mozliwe stanowi wektor taczacy
dwa mozliwe potozenia punktu (zalezy tylko od wigzéw). Widac¢ stad, ze przesunigcie rze-
czywiste jest mozliwym, natomiast mozliwe nie musi by¢ rzeczywistym, gdyz z catej rodzi-
ny przesuni¢¢ mozliwych tylko jedno jest rzeczywiste.

Przesunigciem wirtualnym 8 , punktu 4 jest kazdy wektor wspotliniowy z predkoscia
mozliwa v , punktu, a predkos$¢ mozliwa jest to predkos¢ punktu na jaka zezwalaja wigzy
uktadu.

/N
8,=kv,, ke R\{0} (10)
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W przypadku ciata sztywnego (rys. 3) unieruchomionego w punkcie A4

Rys. 3. Przesunigcia wirtualne punktow ciata sztywnego

przesunigcie wirtualne H ,punktu 4 jest zerowe, poniewaz punkt ten jest punktem nierucho-
mym.

§,=0gdyzv,=0 (11)

Przesunigcie wirtualne SB punktu B lezy w plaszczyznie m L AB.

Poniewaz punkt B jest w statej odleglosci d od punktu 4, to jego wspolrzedne x, y, z spet-
niaja zalezno$¢:

f(x,y,z)=x2+y2+zz—d2=0 (12)

Analizowane cialo moze porusza¢ si¢ ruchem kulistym wokot punktu 4, zatem punkt B
moze mie¢ rozne polozenia, zalezne od jednego parametru T:

STx(D), y(1),2(1)] = 0 (13)
Rozniczkujac rownanie (13) po parametrze T otrzymujemy zaleznosc:

O dx ofdy Of dz_, (14)
oxdt dydt oJzdr

Mnozac réwnanie (14) przez parametr k € R\ {0} i wprowadzajac oznaczenia:

kﬂzﬁx, kd—yzﬁy, kﬁzﬁz (15)
dt drt drt
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otrzymujemy warunek na wyznaczenie przemieszczenia wirtualnego punktu B.

(16)

al3‘>y+alész=o & grad [-8,=0
dy 0z

alﬁx +
ox

W dowolnym ruchu ciala sztywnego pomigdzy predkosciami jego punktoéw (rys. 4) np.

O, A zachodzi zalezno$¢:
(17)

V,=V,+®,x04

co wynika z rowno§ci

7, =7, +04 (18)
Rys. 4. Rozktad predkosci punktow ciata sztywnego
Zaleznos¢ (17) wazna jest rowniez dla predkosci mozliwych.
V, =V, +®,x04 (19)
Stad dla k € R\ {0} mamy:
(20)

IV, = kv, +kd, x 04
5,=8,+8, x04 (21)
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W rownaniu (21) przemieszczenie wirtualne §, jest suma przemieszczenia 8, zwiaza-

nego z translacja ciata i przemieszczenia (S@ X @) zwigzanego z rotacja ciala.

3. Rownanie Zasady Prac Wirtualnych

Dla nieswobodnego uktadu n punktéw materialnych o wigzach stacjonarnych, geome-
trycznych, dwustronnych i gladkich bedacego w rownowadze (spoczynek wzgledem uktadu

odniesienia) na podstawie zasady oswobodzenia wigzow zachodzi:
(22)

+R =0

el

mr?r =
dlai=1,2,3, .., n
gdzie:
F. — i-ta sita zewngtrzna przylozona do ciata w punkcie 4,

R, — i-ta sita reakcji w punkcie B;.
Po przemnozeniu réwnan (22) przez odpowiednie przesunigcie wirtualne & 4 1 po zsu-

mowanie stronami otrzymujemy réwnanie zasady prac wirtualnych
(23)

SL=Y(F-8,)+ (R -8,)=0, V3,
i=1 i=1

Réwnanie (23) w przypadku wiezéw gladkich, dla ktorych 8L = 0 wyraza si¢ zalezno$cia:
(24)

SL=Y(F-5,)=0, V3§,
i=1
Z zasady tej wyznaczamy rownania rownowagi uktadu sit dziatajacych na ciato sztyw-

ne swobodne lub nieswobodne. W tym celu dla ciata sztywnego nieswobodnego obciazone-
go ukladem sit (rys. 5) wykorzystano postulat oswobodzenia od wigzéw zastgpujac wigzy

sitami reakcji.

postulat
0 wig¢zach

Rys. 5. Uktad sit dziatajacy na ciato sztywne
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Przesunigcie wirtualne punktow przytozenia sit czynnych:

Rownanie (24) przyjmuje postac:
n o k _
8L=)(F-5,)+ Y (R-8,)=0

i=1 j=1

Po podstawieniu (25) i (26) & 4o SB, do réwnania (27) otrzymujemy:

n

_ _ ko _ nooo_ ko - _
3L =3, -(ZF,. +2R/}+6m0 -{Z(F, X A0)+ Y (R, xB,.O)} =0, V3§,.5,,
i=1 i=1 Jj=1

J=1

(25)

(26)

@7

(28)

(29)

Roéwnania (29) nazywamy rownaniami roéwnowagi ukladu sit dziatajacymi na ciato

sztywne.

4. Przyklady

4.1. Praca wirtualna pary sil

Na rysunku 6 pokazano parg sit dziatajaca na pret mogacy si¢ obraca¢ wokoét punktu O

oraz przesunigcia wirtualne punktow, w ktorych przytozone sa sity.
Wspodtrzedna momentu pary sit jest rtowna:

M = Pa
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o,
P
/ a
0 M=Pa
ST—

Rys. 6. Obciazenia i przesunig¢cia wirtualne

Zalezno$¢ pomigdzy , 18 otrzymujemy z proporcji:

8 [+a I+a
& 5=
5 1 0T

Zatem praca wirtualna pary sit jest rowna:
SL=—P5+ P3, :%SZM%:Mtg(D

4.2. Wyznaczenie momentu podporowego M, dla belki zloZonej

Na rysunku 7 podano obciazenie i wymiary belki ztozone;j.

5k 10 kNm 6kN/m’]£kNm 8 kNm 6 kN/m

C\ (TR T
i NE o BA N W P A
7 kN 5 kN

A\,Zmﬂl, 4m A|,3mﬂ\,3mﬂ|, 4m A|,2mﬂ|,3mﬂ|,

Rys. 7. Belka ztozona

Korzystamy z hipotezy o wigzach zastepujac utwierdzenie 4 podpora przegubowa (rys. 8).

M,

CA\ o o o 7y A

A

>

Rys. 8. Podpora przegubowa z momentem M
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Zredukowane obciazenia belki ztozonej przedstawiono na rysunku 9.

24 kN
18 kN 0 KN
I kNL 10 kNm 12kNm | 8 kNm
CA\ e R R
A YT A 4
7 kN 5 kN

,.L2 mﬂ\, 4 m ,.|' 3m ,!,% H,lll,% H,I!,Z mﬂ|,2 m,l|,2 mALZ m}nﬂ\,

Rys. 9. Zredukowane obciazenie belki

Na rysunku 10 pokazano plan przemieszczen wirtualnych punktow, w ktorych sa przy-
lozone sily (por. z rys. 9).

60

380 360 (0N
o V %0 0
A\ v éj JAN
260 pret

660 nieruchomy

3
tg o, :60: tgo, :2609 tg o, 2560
Rys. 10. Plan przesunig¢ wirtualnych
Roéwnanie wynikajace z zasady prac wirtualnych:
SL=M, tgp, +5-28, +10tgp, —18-38,+7-65, —12tgp, —24-35, =0 V9§,
0L =6,(10+10-54+42-18+72+M ,)=0
M , =82 [kNm]

Bez wykorzystania zasady prac wirtualnych, aby otrzymaé moment utwierdzenia na
podporze A nalezatoby rozwiazywac belki proste od najwyzszej do belki zawierajacej pod-

porg A4 (rys. 11).

P; P;

P, AN DO A
| A QLB AT @AP
4 Q0

Rys. 11. Schemat belki ztozonej
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4.3. Wyznaczenie sily osiowej w precie nr 8 kratownicy (rys. 12—-14)

,dmy,1m .,
i5kN rkN
@ 4(
® D £
N
6 kN _ ) D 18kN\
@ 9 ® &
®© l @ )
8 kN _
,.I’ 3m i 3m ’II,

Rys. 12. Kratownica statycznie wyznaczalna

Korzystamy z hipotezy o wigzach zastepujac pret nr 8 sita osiowa N, w nim dziafajaca.

Rownanie zasady prac wirtualnych

5L=—6-280—[%N8-260+%N8-360)+18-260+8-380—5~50+5-80=0 Vs,
12 e
o[~ N r48]=0 = N, =430
L5kN L5kN
©)
® @)
6 kN <o ® &) 18 kN
@ \\\ N 9 @
© I @
8 kN L

Rys. 13. Obciazenia kratownicy
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V2 8o

V2 8¢

280

0:=0=0x0

300

Rys. 14. Plan przemieszczen wirtualnych punktéw weztowych kratownicy

Znajac site N, mozemy wyznaczy¢ sity w pozostalych pregtach wykorzystujac metodg
robwnowazenia wezlow. Warto zauwazy¢, ze w analizowanej kratownicy (rys. 12) wyzna-
czenie sil osiowych w pretach sposobem réwnowazenia weztow w pierwszym kroku jest
niemozliwe, gdyz nie ma wezta, w ktorym schodzityby si¢ tylko dwa prety. W wytrzymatosci
materiatow stosuje si¢ w takim przypadku sposob wymiany pretow — metoda Heneberga.
Usuwamy mys$lowo pret taczacy wezly B, C 1 wstawiamy nowy prgt pomigdzy weztami C
iD (rys. 151 16).

Rys. 15. Kratownica z wymienionym prgtem

Wyznaczamy sity osiowe we wszystkich pretach kratownicy od obcigzenia X =1. Sita
w precie CD jest rtéwna N,
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5 kN 5 kN

18 kN

6 kN @ )

>

0) Cl Q
8 kN
Rys. 16. Obciazenie zewngtrzne dla kratownicy z pregtem CD
Wyznaczamy sily osiowe we wszystkich pretach od obciazenia zewngtrznego. Sila
w precie CD jest rtowna N7,
W rzeczywistosci pret CD nie istnieje, zatem sita N, jest rtowna zero. Zachodzi wigc za-
leznos¢:
A7l P
Nopy=X-Nopy+Noypy =0 = X =N, :_N_l
CD

Po przeprowadzeniu obliczen metoda rownowazenia wezldw wyznaczono:

N, 34 NS, = %/442

Nep=-—3—

Znajac site N, wyznaczamy sily w pozostatych pretach wykorzystujac zasadg super-

pozycji
_ A7P A7l
Ny =N; +NgN;
Otrzymany wynik jest taki jak z obliczen z wykorzystaniem zasady prac wirtualnych,

ale naktad pracy jest nieporownywalny. Korzystajac z zasady prac wirtualnych zyskujemy
na czasie, bo obliczenia sg znacznie prostsze i nie wymagaja duzego naktadu pracy.
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5. Wnhnioski koncowe

W zagadnieniach mechaniki gorotworu istotne jest konstruowanie rownan ruchu, ktore
moga by¢ wyprowadzone z zasady prac wirtualnych. W realnych konstrukcjach geotechnicz-
nych wystepuja m.in. belki pojedyncze, ztozone i kratownice. Konieczne jest wstepne wy-
znaczenie ich stanu réwnowagi. W tych zagadnieniach najefektywniejszym narzedziem jest
zastosowanie zasady prac wirtualnych.

W pracy zrealizowano postawiony cel, a byto nim pokazanie korzysci wynikajacych ze
stosowania zasady prac wirtualnych.
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