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MALZENSKA RENTA HIPOTECZNA
UWZGLEDNIAJACA ZALEZNOSC MIEDZY
PRZYSZEYM CZASEM TRWANIA
ZYCIA MALZONKOW"

Streszczenie: Spoteczenstwo zyje coraz dhuzej, a znaczny spadek umieralnosci w stosun-
ku do lat 60.-70. XX wieku obserwuje si¢ u 0s6b w wieku emerytalnym. Emerytura z tytu-
hu ubezpieczen spotecznych jest niska i moze nie byé wystarczajaca, aby godnie przezy¢
staro$¢. Wazna kwesti¢ stanowi mozliwos¢ pozyskania dodatkowych $rodkow finanso-
wych, aby zachowa¢ dotychczasowy standard. Jednym z takich rozwigzan moze by¢ tzw.
renta hipoteczna (reverse annuity contracts), czyli dozywotnia renta, ktora wiasciciel
mieszkania moze otrzymywaé w zamian za przeniesienie praw wiasnosci na spotke, gwa-
rantujac sobie w akcie notarialnym prawo do mieszkania w nim do $mierci. W sytuacji gdy
wlascicielami nieruchomosci sa matzonkowie, istnieje mozliwos¢ wyptacania tzw. hipo-
tecznych rent matzenskich. Celem artykutu jest wyznaczenie wielko$ci §wiadczenia
w przypadku, gdy renta jest wyptacana do momentu §mierci pierwszego z matzonkow (sta-
tus wspolnego zycia) oraz gdy renta jest wyptacana do $mierci drugiego matzonka (status
ostatniego przezywajacego), przy bardziej realnym zatozeniu, ze przyszie czasy trwania
zycia malzonkow sg zaleznymi zmiennymi losowymi. Poréwnano wysoko$¢ $wiadczen
w przypadku zaleznosci i niezaleznosci dalszego trwania zycia matzonkéw. Uwzgledniono
réwniez czestotliwos¢ wyptacania renty. Prawdopodobienstwa trwania zycia wyznaczono
na podstawie danych GUS z wykorzystaniem modelu Markowa. W obliczeniach zastoso-
wano stopg procentowg okreslong modelem Svenssona.

Stowa kluczowe: matzenska renta hipoteczna, status wspdlnego zycia, status ostatniego
przezywajacego, zalezno$¢ dalszego czasu trwania zycia matzonkow.

" Praca finansowana z projektu badawczego UMO-2013/09/B/HS4/00490 pt. ,,Niestandardowe
wieloosobowe produkty ubezpieczeniowe uwzglgdniajace zaleznosci miedzy ubezpieczonymi”.
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Wprowadzenie

Spoteczenstwo zyje coraz dluzej, a znaczny spadek umieralnos$ci w stosunku
do lat 60.-70. XX wieku obserwuje si¢ u 0sob w wieku emerytalnym. Osoby,
ktore jeszcze kilka lat temu przeszty na emeryture w mtodszym wieku, moga
oczekiwac, ze przez diugi czas bedg pobieraty emeryture, ktora z tytutu ubezpie-
czen spolecznych jest niska i moze nie by¢ wystarczajaca, aby godnie przezy¢
staro$¢. Wazng kwesti¢ stanowi mozliwo$¢ pozyskania dodatkowych $rodkow
finansowych, aby zachowa¢ dotychczasowy standard zycia. Jednym z takich
rozwigzan moze by¢ tzw. renta hipoteczna (reverse annuity contracts), czyli do-
zywotnia renta, ktérg wilasciciel mieszkania moze otrzymywaé¢ w zamian za
przeniesienie praw wiasnosci na spotke, gwarantujgc sobie w akcie notarialnym
prawo do mieszkania w nim do $mierci.

Czgsto wlascicielami nieruchomosci sg matzonkowie. Naturalnym rozwig-
zaniem wydaje si¢ by¢ mozliwo$¢ wyplacania tzw. hipotecznych rent malzen-
skich (obecnie na rynku polskim jest oferowana jedynie renta indywidualna).
Celem artykutu jest wyznaczenie wielko$ci $wiadczenia w przypadku dwoch ro-
dzajow rent malzenskich, gdy renta jest wyplacana do momentu $mierci pierw-
szego z malzonkow (status wspolnego zycia) oraz gdy renta jest wyplacana do
$mierci drugiego matzonka (status ostatniego przezywajacego). Swiadczenie jest
obliczane przy bardziej realnym zatozeniu, ze przyszte czasy trwania zycia mat-
zonkow sg zaleznymi zmiennymi losowymi. W artykule poréwnano wysokos$¢
tak wyznaczonego $wiadczenia z wysokoscig §wiadczenia obliczonego przy kla-
sycznym zatozeniu o niezaleznosci dalszego czasu trwania zycia matzonkow.
Ponadto uwzgledniono czestotliwo$¢ wyplacania renty. Prawdopodobienstwa
trwania zycia matzonkow wyznaczono na podstawie danych udostgpnionych
przez GUS, dotyczacych ludnosci Dolnego Slaska, z wykorzystaniem modelu
Markowa. W obliczeniach zastosowano stope procentowa, okreslong modelem
Svenssona, ktérej parametry sg estymowane na podstawie rzeczywistych danych
z rynku polskiego.

1. Malzenska renta hipoteczna

Renta hipoteczna (reverse annuity contract) jest to terminowe lub dozywot-
nie $§wiadczenie (renta), ktore wiasciciel nieruchomosci (starsza osoba) moze
otrzyma¢ w zamian za przeniesienie praw wlasnosci na specjalnie w tym celu
stworzony fundusz hipoteczny, gwarantujgc sobie w akcie notarialnym prawo do
mieszkania w danym lokalu do $mierci. Przeniesienie praw wlasno$ci nastepuje
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juz po podpisaniu aktu notarialnego, przy czym zabezpieczenie wyptacania renty
jest wpisane w dziale IV ksigg wieczystych. Bezpieczenstwo klientow jest regu-
lowane jedynie kodeksem cywilnym, a w razie bankructwa spotki pozostaje je-
dynie dochodzenie praw na drodze sadowe;j [por. Borys, 2013]. W chwili obec-
nej' poza kodeksem cywilnym nie ma regulacji prawnych dla tego rodzaju
produktu. Sprzedaz renty hipotecznej nie jest rOwniez nadzorowana przez Komi-
sj¢ Nadzoru Finansowego (KNF). Konkurencyjnym produktem, nadzorowanym
przez KNF, jest odwrocony kredyt hipoteczny (reverse mortgage). Ustawe o tym
kredycie prezydent Bronistaw Komorowski podpisal w dniu 10.11.2014 roku.
Hipoteka odwrdcona i odwrocony kredyt hipoteczny sa to dwa zupelnie rézne
produkty [por. Marciniuk, 2014].

Z uwagi na to, ze wiascicielami nieruchomosci sa czesto matzonkowie,
a ludzie zyja coraz dluzej, to naturalne wydaje si¢ by¢ wprowadzenie na rynek
produktu dla malzonkéw — matzenskiej renty hipotecznej, obecnie nieoferowa-
nej w Polsce. W artykule wyrozniono dwa rodzaje takiej renty:
1) matzenska renta hipoteczna, gdy §wiadczenie jest wyptacane jedynie do mo-

mentu $mierci pierwszego z matzonkow, tzw. status wspélnego zycia (SWZ),
2) malzenska renta hipoteczna, gdy $wiadczenie jest wyptacane do momentu
$mierci drugiego matzonka, tzw. status ostatniego przezywajacego (SOP).

Swiadczenie renty malzenskiej jest wyptacane dozywotnio, a jego wyso-
ko$¢ jest ustalana na podstawie wieku $wiadczeniobiorcy X, dalszego czasu
trwania zycia K, oraz wartosci nieruchomosci W. Zgodnie z zatozeniami jest
wyplacany procent a, gdzie a € (0%, 50%], warto$ci nieruchomosci W [por. Bo-
rys, 2013]. Korzystajac z zasady réwnowaznosci, ktéra mowi o tym, ze oczeki-
wana wielko$¢ zaktualizowanych wszystkich przysztych wyptat jest réwna
oczekiwanej wielkosci zaktualizowanych wszystkich przysztych wptat, wielkos¢
$wiadczenia renty R wyznacza si¢ z nastgpujacego rOwnania;

E(la-W)=E(R-Z),
gdzie Z oznacza zaktualizowang na moment zerowy wielkos¢ §wiadczenia.
Z powyzszego rownania, w ktorym jedynie wielko$¢ Z, zalezna od dalszego
czasu trwania zycia, jest zmienng losowa, otrzymujemy:
_aw

CE(2) M

' Stan na grudzien 2014 roku.
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W celu wyznaczenia wielkos$ci §wiadczenia rent matzenskich niezbedne jest
wprowadzenie kilku definicji 1 oznaczen. Niech X, oznacza wiek mezczyzny,

a x, wiek kobiety. Czas trwania Zycia osoby w wieku x, mierzony w podokre-

sach roku, okre$la zmienna losowa K (m) , gdzie m =1,2,... [por. Marciniuk, 2004].

X

Status wspdlnego zycia (SWZ) definiuje sie nastepujaco [por. Bowers, 1986]:
U=Xx:X,.

Czas trwania zycia statusu u, mierzony w podokresach roku® (m = 1,2....,),
) Zmienna K"

u u

oznacza zmienna losowa K jest zdefiniowana, jako mini-

mum z czasOw trwania zycia poszczegélnych oséb K (:") i K )((:"), nastepujacym

X

wzorem [por. Marciniuk, 2014]:
K" = min(K ™, k™).

X2

Prawdopodobienstwo, ze status wspolnego zycia u bedzie trwal przynajmniej &
podokresdéw roku, oblicza si¢ nastgpujaco:

KW k) KYk KDk
km Pu=k/mPxx, = P[ —2 —] = P{ > >— 1. Q)
m m m m m m

Status ostatniego przezywajacego (SOP) dla odroznienia oznacza si¢ przez w
i definiuje nastgpujaco [por. Bowers, 1986]:

W=X0X, .

(m)

w

Czas trwania zycia statusu W jest to zmienna losowa K" zdefiniowana jako
maksimum z czasow dalszego trwania zycia poszczegolnych osob K )E:") i K )((’”)
okreslona nastepujacym wzorem [por. Marciniuk, 2014]:

K™ = max(k ™, k™).

x 0 X

Prawdopodobienstwo, ze status wspolnego zycia W bedzie trwal przynajmniej ¢
podokresdéw roku, oblicza si¢ nastgpujaco:

Py =PK" > k)= P(K" > kv K" > k)
— P(k" > k)+ P(K"™ > k)~ P(K™ > k, K™ > k).

2 Podzial na rowne czesci jest umowny, gdyz np. podziat na 12 czesci oznacza, ze rok jest po-
dzielony na miesiace, ktore sg jednak rownej dtugosci.
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Korzystajac ze wzoru (2), otrzymujemy:
k/m pw:k/mpﬁzk/mpxl +k/mpx2 - k/mpxlsz . (3)

Prawdopodobienstwo ,, p, oblicza si¢ w ogolnym przypadku ze wzoru [por.

Marciniuk, 2004]:

K"k .
kimPy = P( . Z;j = P(Ki )> k): k/mPx " (kem)P xs[kim] >

gdzie [a] oznacza cze$¢ catkowita liczby a, natomiast (a + b) — cze$¢ utamkowa
z dzielenia liczb a i b.

Jezeli rozktad $mierci w ciggu roku jest jednostajny [por. Bowers, 1986], to
powyzszy wzOr przyjmuje postac:

(m)
kimPx = P(K;? 2 %J = lk/m)Px '(l_(k+m)'(l_px+[k/m]))' 4)

Gdy renta hipoteczna jest wyptacana m razy w roku z géry w wysokosci
1 j.p. rocznie (w kazdym podokresie roku w wysokosci 1/m, m > 0) do momentu
$mierci pierwszej osoby (SWZ), to warto$¢ aktuarialna takiej renty, rowna war-
tosci oczekiwanej zaktualizowanych wszystkich przysztych §wiadczen, jest obli-
czana ze wzoru [por. Marciniuk, 2014]:

w K (m) w K
o) _a _py o L p K S k| S s
a, axlzxz ( ) me:(;V m m me:(;V k/mpu9 ()

k
gdzie v to czynnik dyskontowania z podokresu k na moment zerowy.

W przypadku SOP wartos¢ aktuarialna renty, rowna warto$ci oczekiwane;j
zaktualizowanych wszystkich przysztych §wiadczen, jest obliczana ze wzoru
[por. Marciniuk, 2014]:

i =i = E(Z)= LY v Pk 2 k), (©6)

w XX

N
3

N

L

Po uproszczeniach powyzszy wzdor mozna zapisa¢ nastepujaco:

glm = glm) — glm) o () _ alm) ) m) _ oilm) , (7)
gdzie a)((:”)zz wyznacza si¢ ze wzoru (5), a c'i)(;”) ze wzoru w postaci [por. Marci-

niuk, 2014]:



Malizenska renta hipoteczna uwzgledniajgca zaleznosé... 119

I
a)(c ) :_zvm ’ k/mpx' (8)
m o
Zardbwno we wzorze (5), jak i (7) wystepuje prawdopodobienstwo
WPy = P(K l(;n) > k), okreslone wzorem (2), dlatego niezbedne jest jego wyzna-
czenie. W przypadku gdy dalsze czasy trwania zycia matzonkoéw sg niezalezne:

op, =Pk 2 k)= PR 2 k) PK " 2 )

W niniejszym artykule przyjeto zalozenie, ze dalsze czasy trwania zycia mat-
zonkow sg zaleznymi zmiennymi losowymi, a prawdopodobienstwo 4 p,, oblicza
si¢ w inny sposob, co zostato przedstawione w kolejnym punkcie.

2. Wielostanowy model Markowa. Prawdopodobienstwo przezycia
dla statusu wspolnego trwania Zycia

Struktura zaleznosci dtugosci zycia malzonkéw moze by¢ modelowana za
pomoca procesOw Markowa. Rozpatrzmy najprostszy model z czterema stanami:
pierwszy, gdy obydwoje malzonkowie zyja (1), dwa stany obejmujace zdarzenie
$mierci jednego z matzonkow, tj. (2) — nie zyje maz i (3) — nie Zyje zona oraz
czwarty, gdy obydwoje matzonkowie nie zyja (4). Model ten wraz z mozliwymi
przejsciami migdzy stanami i intensywnoscia przej$¢ u; ze stanu i do stanu j
(i,j = 1,2,3,4) przedstawiono na rys. 1.

O
O O,

Ho4 H3q

O

Rys. 1. Przestrzen stanéw w wielostanowym modelu Markowa

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Debicka, Marciniuk [2014].
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Oznaczmy przez p; (s, t), i,j=123,4, prawdopodobienstwo przejscia ze
stanu 7, gdy proces jest w tym stanie w momencie §, do stanu j w momencie
t (S < l‘). Intensywno$¢ przejs¢ s, (S) ze stanu i do stanu j w momencie

s > 0 jest okreslona wzorem:

W przypadku tego modelu intensywno$ci umieralnosci nie zalezg od czasu po-
bytu w poszczegdlnych stanach.

Prawdopodobienstwo, okreslone wzorem (2), oznacza, ze oboje matzonko-
wie przezyli co najmniej ¢ podokresow roku. Prawdopodobienstwo to jest row-
ne prawdopodobienstwu pozostania nadal w stanie 1 w chwili #, czyli:

. =P(K" > )= P(K"™ >4, K™ > )= p,, (0,1). ©)

X2

W ogélnym przypadku prawdopodobienstwo pozostania w stanie 1 mozna
przedstawi¢ w nastgpujacy sposob [por. Denuit i in., 2001]:

p”<o,t>=exp[—j@u(r)wls(r))drj 20 (0

Problem wyznaczenia szukanego prawdopodobienstwa p“(O,t) sprowadza si¢

do okreslenia intensywnosci przejs¢ ze stanu 1 do 2 i z 1 do 3. Autorzy pracy
[por. Denuit i in., 2001] przyjeli, ze dla ustalonego wieku matzonkéw x, 1 x,

intensywnosci przejScia sg proporcjonalne do odpowiednich intensywnos$ci
umieralno$ci matzonkow 4, ., 1 p, ,, W nastepujacy sposob:

Hip (t) = (1 Ta, )luxlﬂ )
Hiz (t) = (1 T )/szw

Przyjmujac to zatozenie (11), wzor (10) mozna zapisac nastgpujgco:

(m) Y
P (O’r:’lj = P[K“ 2 t] = exp{— j(ﬂ]z (T)+ His (T))dTJ = (t/m P )Hm‘2 '(z/m P, )HD‘I3 > (12)

m m 0

(11

gdzie:

t
P = eXp(— [ 1., dSJ :
0
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Prawdopodobienstwa brzegowe ,, p, 1 ,,p, oblicza si¢ ze wzoru (4),
korzystajac z tablic trwania Zycia, przy czym prawdopodobienstwo , p oblicza

si¢ za pomoca wWzoru:

gdzie [ oznacza liczbg 0sob zyjacych w wieku x .

Z kolei na podstawie danych dotyczacych liczby zmarlych oraz zyjacych
k-letnich mezow izon w danym roku i w roku kolejnym, mozna oszacowac
wspotczynniki &, 1 &;. W tym celu korzysta si¢ z estymatora Nelsona-Aalena

opartego na funkcji [por. Denuit i in., 2001]:
t
Q, = J-,uy.(r)dz', t>0.
0

Estymator ten minimalizuje sume kwadratow réznic miedzy przyrostem
funkcji AQ a jej estymatorem AQ), . Stad estymatory &, ( j= 2,3) przyj-
muja nastepujaca postac [por. Heilpern, 2011]:

U . ! 2 ZAQH Inp,
a,, = argmin E {AQ12 —J.,ulz (k+r)dr} — ]y k= ’
k=1 0

=

n 1 2
s = al’gminZLAf)B _Iﬂm (k+ T)dT] =1+

k=1 0

Estymator Af)ij oblicza si¢ korzystajac z nastgpujacej formuty [por. Denuit
iin., 2001]:

A A Li:j (k)

N L)L)

(InZ,(k+1)=1nL,(k)),

gdzie L, ; (k) oznacza liczbg k -letnich mgzow/zon zmartych w danym roku, L, (k)
liczbe k-letnich mezow/zon w danym roku oraz L, (k + l) liczbe k£ + 1-letnich me-

z06w/zon w kolejnym roku.
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Na podstawie danych udostepnionych przez GUS dotyczacych liczby zmar-
tych mezoéw/zon w 2011 1 2012 roku oraz liczby me¢zéw/zon z 2011 roku dla
Dolnego Slaska, oszacowano wspotezynniki a,, 1 a,; [por. Heilpern, 2014].

Wyniki sg nastgpujace:
a, =—0,0612  oraz ,; =—-0,0992.

W zwigzku z powyzszym wzor (12) przyjmuje nastepujaca postac:
! m 0,9388 0,9008
pll[o’;J:t/mpu = P(KlE ) Zt)= (t/mpxl ) .(t/mpxz) : (13)

Powyzszy wzor przyjeto do obliczen numerycznych przedstawionych w kolej-
nym punkcie artykutu.

3. Przyklady numeryczne

Przyktady numeryczne, zaprezentowane w tym punkcie, wykonano za po-
moca wlasnych interfejsow napisanych w programie MATLAB. Do obliczen
przyjeto W =100 000 zt oraz a = 50% (dla innej, rzeczywistej wartosci W; wy-
starczy przemnozy¢ otrzymane wyniki przez W, -W™"). Prawdopodobienistwa

Py, oraz  p,  zostaly wyznaczone na podstawie Tablic Trwania Zyciaz2013 1.

dla ludnoéci Dolnego Slaska, udostepnionych przez GUS. Do obliczen zastoso-
wano model Svenssona natychmiastowej stopy procentowej okreslony za pomo-
ca funkcji Ry, zaleznej od czasu ¢ [por. Marciniuk, 2009]. Parametry tej funkcji
estymowano za pomocg metody najmniejszych kwadratow z uzyciem pakietu
Solver w programie Microsoft Excel. Estymacji parametrow dokonano na pod-
stawie danych rzeczywistych z rynku polskiego dotyczacych 2-, 5- i 10-letnich
obligacji o statym oprocentowaniu i 20-tygodniowych bonow skarbowych z dnia
3.03.2013 roku [www 1; www 2]. Funkcja Ry, przyjmuje nast¢pujaca postac
[por. Debicka, Marciniuk, 2014]:

Ry, =P, + B %[1—6"}+ﬂ2(%{1—e”j—eﬁj+ﬁ3[%[l—erzj—e”}

gdzie:
B, =0,0379, B, =-0,0016, B, =—-0,0174, B, =0,006, 7, =12242, 7, =2,5556.
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Czynnik dyskontowania vy, wystepujacy we wzorach (5) i (6), oblicza si¢ ze
wzoru [por. Jakubowski i in., 2003]:

Vou = exp(— R, -t).

Pierwszy z przyktadéw dotyczy wyznaczenia $wiadczenia dla rent matzen-
skich w przypadku SOP. Na rysunku 2 przedstawiono wysoko$¢ rocznego
$wiadczenia, wyptacanego z gory raz w roku (m = 1), dla mezczyzny w zalezno-
$ci od wieku kobiety, gdy dalsze czasy trwania zycia malzonkow sa zaleznymi
zmiennymi losowymi.

Wraz ze wzrostem wieku malzonkéw wzrasta wysokos¢ swiadczenia.
Wigkszy wplyw na wysokos¢ swiadczenia w tym rodzaju renty ma wiek kobiety.
Dla przyktadu gdy mezczyzna jest w wieku x; = 95, a kobieta w wieku x, = 65,
to wysokos¢ rocznego $wiadczenia wynosi 3618 zt (przy wartosci nieruchomo-
sci 100 000 zt). W odwrotnej sytuacji (x; = 65, x, = 95) wysoko$¢ rocznego
$wiadczenia jest wyzsza i wynosi 4339 zt. Dla ustalonego wieku me¢zczyzny wy-
stepuje szerszy przedzial zmienno$ci §wiadczenia przy zmiennym wieku kobiety,
odwrotnie niz dla ustalonego wieku kobiet przy zmiennym wieku mezczyzny.

14000
Vs SOP
12000 )
- wiek mezczyzny
N ~
g 10000 / - 65
s ”
K 70
S 8000 [, o —
1 75
: R
g 6000 30
B
E 4000 -+ 85
7
2000 - =%
0 T T T T T T 1
65 70 75 80 85 90 95
wiek kobiety

Rys. 2. Wysoko$¢ rocznego §wiadczenia SOP, gdy dalsze czasy trwania zycia
malzonkdéw sg zaleznymi zmiennymi losowymi

Zrédto: Opracowanie whasne.
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Na rysunku 3 przedstawiono roznicg miedzy wysokoscig rocznego $wiad-
czenia SOP wyplacanego z gory raz w roku, obliczonego przy zalozeniu, ze dal-
sze czasy trwania zycia malzonkow sa zaleznymi zmiennymi losowymi, a wyso-
koscia rocznego §wiadczenia, gdy dalsze czasy trwania zycia malzonkéw sa
niezalezne, a matzonkowie sg w tym samym wieku (x; = x;). Rysunek 4 przed-
stawia roznice miedzy wysoko$ciag §wiadczen dla oséb w roznym wieku.

Swiadczenie renty malzenskiej w przypadku SOP jest wyzsze, gdy dalsze
czasy trwania zycia matzonkéw sa zaleznymi zmiennymi losowymi. W przy-
padku gdy matzonkowie sg w tym samym wieku, réznica migdzy dwoma $wiad-
czeniami, wyrazona w procentach, jest funkcja wklesta. Réznice migdzy rocz-
nymi $§wiadczeniami sg rzedu 2-2,5%. Od wieku 65 do wieku 92 lat roéznice te
rosng od 1,98% do 2,66%, a nastgpnie ponownie malejg do wartosci 1,56%.
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Rys. 3. Roznica migdzy wysokoscia rocznego $wiadczenia SOP, gdy dalsze czasy
trwania zycia matzonkow sg zaleznymi zmiennymi losowymi, a wysokoscia
$wiadczenia, gdy dalsze czasy trwania zycia sg niezalezne dla jednolatkow

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Rys. 4. Roznica migdzy wysokosciag rocznego $wiadczenia SOP, gdy dalsze czasy
trwania zycia matzonkow sg zaleznymi zmiennymi losowymi, a wysokoscia
$wiadczenia, gdy dalsze czasy trwania zycia sg niezalezne dla matzonkow
w roznym wieku

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Nieco inaczej ksztattuja si¢ funkcje réznic migdzy wysokoscig §wiadczenia,
gdy dalsze czasy trwania zycia malzonkoéw sg zalezne, a wysokoscia swiadcze-
nia, gdy dalsze czasy trwania zycia sg niezalezne, a matzonkowie sg w roznym
wieku. Do wieku 90 lat funkcje réznic sg wkleste 1 osiggajg maksima w innym
punkcie. Gdy jedno z malzonkoéw jest w wieku 95 lat, to funkcja réznic jest ro-
sngca. Gdy kobieta jest w wieku 65 lat, to roznice maleja od 2% do 0,66%, a dla
wieku kobiety 95 lat jest odwrotnie, tzn. ré6znice w wysokos$ci $wiadczen rosng
od 1,26 % do 2,62%. Maksimum funkcji roznic w zaleznosci od wieku kobiety
pojawia si¢ dopiero dla x, = 80. Gdy mezczyzna jest w wieku 65 lat, roznice ro-
sng od 2% do 2,47%, a nastgpnie malejg do 1,26%; dla wieku mezczyzny 95 lat
roznice rosng od 0,66% do 2,62%. Najwigksze roznice w wysokos$ciach $wiad-
czen sg dla x; = 851 x, =90 i wynosza 2,71%.

Na rysunku 5 przedstawiono wysokosci rocznego §wiadczenia w zaleznosci
od czestosci wyptat w ciggu roku (m = 1,2,4,6,12), gdy dalsze czasy trwania zy-
cia malzonkow sg zaleznymi zmiennymi losowymi. Zard6wno wraz ze wzrostem
wieku matzonkow, jak i wraz ze wzrostem czgstotliwosci jego wyptat rosnie
wysokos¢ $wiadczenia. Roznice miedzy wysokoscig $wiadczen wyplacanych
cze$ciej niz raz w roku rosng wraz ze wzrostem wieku matzonkow. Roznice
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miedzy $wiadczeniem wyplacanym dwa razy w roku (m = 2) a raz w roku (m = 1)
w zaleznosci od wieku matzonkdéw sg rzedu od 1,95% dla x; = 70 i x, = 70 do
3,7% dla x; = 85 i x, = 85. Roznice miedzy $wiadczeniem wyplacanym mie-
siecznie (m = 12) a rocznie (m = 1) sg wigksze 1 wynoszg od 3,64% dla x; = 70
ix; =70 do 7,02% dla x; = 85 1 x, = 85. Miedzy $§wiadczeniem wyptacanym
miesigcznie (m = 12) a potrocznie (m = 6) lub kwartalnie (m = 4) nie wystepuja
juz tak znaczace roznice. Roznice te sg rzedu 0,3-0,6% w pierwszym przypadku
10,7-1,3% w drugim przypadku.
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Rys. 5. Wysokos¢ rocznego $wiadczenia SOP w zaleznosci od czgstosci wyptat
w ciagu roku (m = 1,2,4,6,12), gdy dalsze czasy trwania zycia malzonkow
sg zaleznymi zmiennymi losowymi

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Drugi z przyktadéw dotyczy wyznaczenia §wiadczenia dla rent matzenskich
w przypadku SWZ. Rysunek 6 przedstawia wysoko$¢ $wiadczenia wyptacanego
z gory raz w roku (m = 1) dla m¢zezyzny w zaleznos$ci od wieku kobiety, gdy
dalsze czasy trwania zycia matzonkéw s zaleznymi zmiennymi losowymi. Swiad-
czenie ro$nie wraz ze wzrostem wieku malzonkoéw. Struktura tego $wiadczenia
jest inna niz w przypadku SOP. Po pierwsze §wiadczenie SWZ jest wyzsze niz
$wiadczenie SOP. Na przyktad dla matzonkéw w wieku 95 lat $wiadczenie SWZ
wynosi 22 906 z1, a $wiadczenie SOP 13 024 zk. Po drugie dla mtodszych kobiet
to wiek me¢zezyzny ma wigkszy wpltyw niz wiek kobiet na wysoko$¢ §wiadcze-
nia renty SWZ w przeciwienstwie do przypadku SOP, kiedy to wiek kobiety ma
wiekszy wptyw na wysoko$§¢ §wiadczenia. Dla x; = 80 ix, = 65 roczne $wiad-
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czenie SWZ jest rowne 7788 zi, a dla x; = 65 i x, = 80 wynosi ono 7298 zt. Dla
starszych kobiet nieco wigkszy wpltyw na wysoko$¢ swiadczenia ma wiek kobie-
ty, ale roznice te nie sg znaczgce. Na przyktad roczne §wiadczenie dla x; = 85
1x, =90 jest rowne 15 148 zt, a dla x; = 90 1 x, = 85 wynosi ono 15 088 zt.
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Rys. 6. Wysoko$¢ rocznego $wiadczenia SWZ, gdy dalsze czasy trwania zycia
malzonkdw sg zaleznymi zmiennymi losowymi

Zrodto: Opracowanie whasne.

W przypadku SWZ $wiadczenie obliczone przy zatozeniu, ze dalsze czasy
trwania zycia sa zaleznymi zmiennymi losowymi, jest nizsze niz w przypadku,
gdy dalsze trwanie zycia jest niezalezne (odwrotnie niz dla SOP). Roéznice
w wysokosci $wiadczen sg rzedu 2-5%. Dla malzonkoéw w tym samy wieku (x; = x»)
roznice te zostalty przedstawione na rys. 7, a dla malzonkow w réznym wieku
w tabeli 1.
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Rys. 7. Roznica miedzy wysokoscia rocznego §wiadczenia SWZ, gdy dalsze czasy
trwania zycia malzonkdéw sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, a wysoko$cig
$wiadczenia, gdy dalsze czasy trwania zycia sg zalezne dla jednolatkéw

Zrodto: Opracowanie whasne.

Tabela 1. Réznica miedzy wysokoscig rocznego $wiadczenia SWZ, gdy dalsze czasy
trwania zycia malzonkow sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, a wysoko$cia
$wiadczenia, gdy dalsze czasy trwania zycia sg zalezne dla malzonkow
w réznym wieku

X2
65 70 75 80 85 90 95
65 3,07% 3,39% 3,90% 4,59% 5,28% 5,63% 4,87%
70 3,22% 3,47% 3,93% 4,58% 5,24% 5,61% 4,89%
75 3,42% 3,62% 3,99% 4,57% 5,20% 5,59% 4,91%
X1 80 3,65% 3,79%% 4,09% 4,58% 5,14% 5,53% 4,95%
85 3,83% 3,93% 4,15% 4,54% 5,04% 5,42% 4,96%
90 3,81% 3,89% 4,07% 4,39% 4,81% 5,25% 4,94%
95 3,14% 3,19% 3,32% 3,56% 3,94% 4,40% 4,83%

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Na rysunku 8 przedstawiono wysokosci rocznego $wiadczenia SWZ w za-
leznosci od czestosci wyptat w ciggu roku (m = 1,2,4,6,12), gdy dalsze czasy
trwania zycia malzonkéw sag zaleznymi zmiennymi losowymi.
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Rys. 8. Wysoko$¢ rocznego $wiadczenia SWZ w zaleznoéci od czestosci wyptat
w ciggu roku (m = 1,2,4,6,12), gdy dalsze czasy trwania zycia matzonkoéw
s zaleznymi zmiennymi losowymi

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Zarowno wraz ze wzrostem wieku matzonkow, jak 1 wraz ze wzrostem czg-
stotliwo$ci jego wyplat rosnie wysokos$¢ swiadczenia. Roznice migdzy wysoko-
$cig $wiadczen wyptacanych czg$ciej niz raz w roku rosng wraz ze wzrostem
wieku matzonkow. Wiekszy wptyw na wysoko$¢ roznic ma wiek mezezyzny.
Przy ustalonym wieku kobiet réznice w wysokos$ci §wiadczenia sg wyzsze niz
przy ustalonym wieku mezczyzn. Réznice migdzy $wiadczeniem wyptacanym
dwa razy w roku (m = 2) a raz w roku (m = 1) w zaleznosci od wieku matzon-
koéw sg rzedu od 3,14% dla x; = 70 i x, = 70 do 7,02% dla x; = 85 i x, = 85. Roz-
nice migdzy §wiadczeniem wyplacanym miesi¢cznie (m = 12) a rocznie (m = 1)
sa wieksze 1 wynosza od 5,89% dla x; = 70 i x, = 70 do 13,84% dla x; = 85
i x, = 85. Roznice te sa wigksze niz w przypadku $wiadczenia SOP. Miedzy
$wiadczeniem wyplacanym miesiecznie (m = 12) a pdtrocznie (m = 6) lub kwar-
talnie (m = 4) roéznice sg mniejsze, ale rosng one wraz z wiekiem matzonkow.
Roéznice w wysokosci §wiadczenia R™ w zaleznosci od czestotliwosci m wyptlat
w roku przedstawia tabela 2.
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Tabela 2. Réznice w wysokosci $wiadczenia SWZ w zaleznosci od czestotliwosci m
wyptat w roku, gdy dalsze czasy trwania zycia matzonkdéw sg zaleznymi
zmiennymi losowymi

R(m:Z) R(m:4) R(m:f:) R(m:lZ) R(m:lZ) R(m:lz)

(xl > XZ) R(mzl) -1 R(m:l) -1 R(m:l) -1 R(m:]) -1 R(m:4) -1 R(m:6) -1

(70,70) 3,14% 4,77% 5,32% 5,88% 1,05% 0,53%
(75,70) 3,62% 5,51% 6,15% 6,80% 1,22% 0,61%
(80,70) 4,33% 6,61% 7,39% 8,18% 1,47% 0,74%
(70,75) 3,53% 5,36% 5,98% 6,61% 1,18% 0,59%
(75,75) 3,98% 6,06% 6,77% 7,48% 1,34% 0,67%
(80,75) 4,66% 7,12% 7,96% 8,82% 1,58% 0,79%
(70,80) 4,18% 6,37% 7,12% 7,87% 1,41% 0,70%
(75,80) 4,61% 7,04% 7,87% 8,71% 1,55% 0,77%
(80,80) 5,27% 8,07% 9,03% 10,00% 1,79% 0,89%
(85,85) 7,20% 11,11% 12,47% 13,84% 2,46% 1,23%

Zrodto: Opracowanie whasne.

Podsumowanie

Z przedstawionych w poprzednim punkcie przyktadéw dla ludnosci Dolne-
go Slaska wynika, ze wysoko$é §wiadczenia renty matzenskiej zalezy od rodzaju
renty (SOP, SWZ), czestotliwosci jej wyptacania, wieku matzonkow, jak row-
niez od przyjetego zatozenia o zalezno$ci lub niezaleznosci dalszego trwania zy-
cia matzonkow.

W przypadku SOP na wysoko$¢ swiadczenia wigkszy wplyw ma wiek ko-
biety. Wraz ze wzrostem czgstotliwo$ci wyplat §wiadczenia jego wysokos¢ ro-
$nie. Roznice miedzy wysokoscig §wiadczen wyptacanych czesciej niz raz w roku
rosng wraz ze wzrostem wieku matzonkéw. Miedzy suma rocznych $wiadczen
wyptacanych co miesigc a wyptacanych potrocznie lub kwartalnie nie ma juz tak
znaczacych roznic, jak migdzy roczng sumg §wiadczen wyplacanych miesigcznie
a wyplacanych jedynie raz w roku.

W przypadku SWZ wigkszy wpltyw na wysoko$¢ $wiadczenia ma wiek
mezezyzny. W tym przypadku rowniez wraz ze wzrostem czestotliwosci wyplat
swiadczenia ro$nie jego wysoko$¢. Roznice te sg jednak wyzsze i réwniez rosng
wraz ze wzrostem wieku matzonkow. Wigkszy wplyw na wysoko$¢ réznic ma
wiek mezczyzny. Ponadto renta w przypadku SWZ jest wyzsza, gdyz moze byé
ona pobierana krocej niz renta w przypadku SOP.

Na wysoko$¢ $wiadczenia wptywa zatozenie o dlugosci dalszego zycia
matzonkow. W przypadku SOP $wiadczenie jest nieco wyzsze w sytuacji, gdy
dalsze czasy trwania zycia matzonkow sg zaleznymi zmiennymi losowymi, odwrot-
nie niz w przypadku SWZ. Ponadto réznice w wysokosci $wiadczen w przypad-
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ku SOP s3 mniejsze niz w przypadku SWZ. Firmy oferujace tego rodzaju pro-
dukty powinny w obliczeniach §wiadczen uwzgledniaé¢ zalezno$¢ wystepujaca
miedzy dalszym trwaniem zycia malzonkow.

Renty hipoteczne sg produktem do$¢ nowym na rynku polskim. Matzenskie
renty hipoteczne obecnie nie sa sprzedawane w Polsce. Sg to produkty, dzigki
ktorym starsi ludzie mogliby uzyska¢ dodatkowy dochdd do swoich niskich
emerytur, by méc godnie przezy¢ staro$¢, przeznaczy¢ §wiadczenie na wspolne
spedzanie czasu i robienie rzeczy, na ktore nie mieli czasu za mtodu, na podre-
perowanie zdrowia itp. Wybdr rodzaju renty zalezy od samych matzonkow i od-
powiedzi na pytanie, co dla nich jest bardziej korzystne i potrzebne w danym
momencie. Renta SWZ jest wyzsza, co daje matzonkom mozliwo$é np. wspdl-
nych wyjazdow zagranicznych. Nalezy jednak pamigtaé, ze po $mierci jednego
z matzonkow $wiadczenie przestaje by¢ wyptacane. Renta SOP jest zdecydowanie
nizsza niz SWZ, jest jednak wyplacana pomimo $mierci jednego z matzonkow.

Wazna kwestig pozostaje nadal dopracowanie i uregulowanie szczegolow
zawieranych umow, zeby osoby starsze nie mogly zosta¢ oszukane przez nie-
uczciwe firmy, a w razie bankructwa firm odkupujacych (w zamian za rentg)
nieruchomosci nie bylo sytuacji, ze starsi, a czgsto i schorowani ludzie, nie beda
mieli gdzie mieszkac.
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MARRIAGE REVERSE ANNUITY CONTRACT TAKING INTO ACCOUNT
THE DEPENDENCE BETWEEN THE FUTURE LIFETIME OF SPOUSES

Summary: People live longer, and a significant decrease in mortality compared to 60-70
years of the 20th century, is observed in people at retirement age. The social insurance
pensions are low and may be insufficient to survive with dignity. In this context, an im-
portant issue is the possibility of obtaining additional financial resources. One of those is
the so-called a reverse annuity contract. In return for the transfer of the ownership onto
the company, an owner is guaranteed by a notarial act the right to live in property until
his death and whole life annuity. Since in many cases the property owners are couples,
therefore an important issue is enabling the marriage reverse annuity contract. This
product is not offered on the Polish market. The aim of the article is to calculate the ben-
efit in two cases, when both spouses are alive (the status of the common life), and then
when one of them dies (the status of the last surviving). The calculations are made under
the more realistic assumption of the dependence of future lifetime of spouses. The value
of benefits is compared in both cases i.e. independence and dependence of future life-
time of spouses. Moreover the frequency of payment is taken into consideration. The
surviving probability is calculated on the basis of data follows from Main Statistical Of-
fice. For this purpose it is used the Markov process. The Svensson interest rate model is
applied to calculate the benefits of reverse annuity contract.

Keywords: reverse annuity contract, life annuity, status of the common life, status of the
last surviving, dependence of future lifetime of spouses.



