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WIELOKRYTERIALNE PORZADKOWANIE
METODA PROMETHEE
ODPORNE NA ZMIANY WAG KRYTERIOW

Wprowadzenie

Wrazliwo$¢ wynikdéw analizy wielokryterialnej na zmiany wag kryteriow,
przy tym, ze wazno$¢ kryteridw w wielu problemach mozna wyrazi¢ najwyzej
w skali porzadkowej, jest problemem w wielokryterialnym wspomaganiu po-
dejmowania decyzji. Problem ten mozna rozpatrywaé przynajmniej w trzech
roznych aspektach, korzystajac z nastepujacych narzedzi analizy:

1) analizy wrazliwosci — okre$lenie dopuszczalnych przedzialow zmian
wag, przy ktorych wynik analizy wielokryterialnej pozostaje niezmieniony,

2) analizy odpornosci wynikéw na zmiany wag kryteriow — poszukiwanie
i analiza wynikéw, ktore sprawdzaja sie przy wszystkich dopuszczalnych zmia-
nach wag,

3) analizy strat — wyznaczenie i pordwnanie strat réznych mozliwych wy-
nikéw w stosunku do wyniku najlepszego przy tych samych warto$ciach wag'.

Celem pracy jest wyznaczenie odpornego na zmiany wag wielokryterialne-
go uporzadkowania wariantow, bedacego wynikiem analizy problemu metoda
PROMETHEE’. Takie odporne uporzadkowanie jest cze$ciowym uporzadko-
waniem na podstawie odpornych relacji dominacji.

Opisana w pracy metoda wyznaczenia odpornych relacji dominacji na pod-
stawie relacji przewyzszania metod PROMETHEEI i PROMETHEE II jest
oparta na teorii Liniowej Czastkowej Informacji (Linear Partial Information)

" A. Jessop: Sensitivity and Robustness in Selection Problems. ,,Computers & Operations Re-
search” 2004, Vol. 31, s. 607.

2 J.P. Brans, Ph. Vincke: A Reference Ranking Organization Method (The PROMETHEE Method
for Multiple Criteria Decision-Making. ,,Management Science” 1985, Vol. 31, s. 647-656.
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E. Koflera® w procesie analizy wielokryterialnej na podstawie addytywnej funk-
¢ji uzyteczno$ci w warunkach niepelnej informacji o wagach kryteriow”.

1. Wielokryterialna analiza odporna na zmiany wag kryteriow

Przedmiotem pracy jest problem uporzadkowania skonczonego i przeliczal-
nego zbioru wariantow decyzyjnych wedtug preferencji decydenta opisanych
z pomocg kilku kryteriow. Oznaczmy przez A = {aj, ay . an} — zbidr wa-
riantow decyzyjnych, a przez > (nie gorszy) — relacj¢ porzadkujacag zbior A
wedlug preferencji opisanych za pomoca K kryteriow F= {f}, f,, ..., fx}.
Relacja > jest przechodnia i na jej podstawie mozna zdefiniowa¢ dwie na-
stepujace relacje: > (lepszy):a; > a; © a; > a;ia; ¥ a; ; = (rbwnowazny):
~ (réwnowazny):aq; = a; © a; 7 ajia; > a; .

Parametrem wystepujacym w wigkszosci sposobach modelowania wielo-
kryterialnych preferencji jest wektor wag kryteriow. Analiza wrazliwo$ci wy-
nikow analizy wielokryterialnej na zmiany wag kryteriow wykazata, ze wyniki
otrzymywane roznymi metodami sg w duzym stopniu zalezne od wag kryteriow.
Natomiast doktadne okreslenie warto$ci wag jest do$¢ trudnym zagadnieniem.
Bardziej przyjazne i zrozumiate jest opisanie wzajemnej wazno$ci kryteriow
w postaci np. zbioru liniowych nieréwnosci, ktory okresla dostepne czeSciowe
informacje o warto$ciach wag kryteriow. Oznaczmy przez w = {wi, Wy, ... , Wg}
— wektor wag kryteriow, okreslony przez zbior dopuszczalnych wartosci

w={weRF:YK_ w,=1;w,=0Vk;g,(W)=0,t=1,..,T} (1)

gdzie g,(w) = 0 — liniowe warunki opisujace dostgpne informacje o wagach
kryteriow.

W przypadku tak okreslonych wag kryteriéw, wynikiem analizy wielo-
kryterialnej jest wyznaczenie takich relacji porzadkujacych zbidr wariantow,
ktére zachodza dla wszystkich dopuszczalnych kombinacji warto$ci wag kry-
teriow. Oznaczymy taka relacje przez a; #y a; (odporna relacja dominacji),

3 E. Kofler, Z.W. Kmietowicz, A.D. Pearman: Decision Making with Linear Partial Information
(L.P.L). ,,Journal of Operational Research Society” 1984, Vol. 35, s. 1079.

* K.S. Park, S.H. Kim: Tools for Interactive Multiattribute Decision Making with Incompletely
Identified Information. ,,European Journal of Operational Research” 1997, Vol. 98, s. 111.
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co oznacza, ze a; jest niezdominowanym przez a; wedlug wielokryterialnych
preferencji okreslonych przez kazdy z dopuszczalnych wektoréw wag kryteriow
(YweW)

a 7w ap ©3IweW:a; za; i AweW:a; > q; 2)

W przypadku spojnej relacji > porzadkujacej zbior wariantéw decyzyj-
nych a; >y a; oznaczg, ze a; * a;V we W. Natomiast jesli relacja > jest
niespdjna i wprowadza cze$ciowy porzadek na zbiorze wariantow decyzyjnych,
a; 7w a; oznacza, ze a; * a;VweW.

2. Wyznaczenie odpornej relacji dominacji dla addytywnej funkciji
preferencji wielokryterialnej

Niech y(a) = {yi(a), y2(a), ..., yx(a)} — wektor ocen wariantu a wedtug
poszczegdlnych kryteriow.
Addytywna funkcja preferencji wielokryterialne;j:

U(y(a)) = Yi=1 Wi Yk (a):

Wariant a jest nie gorszy od wariantu b wedtug wielokryterialnej relacji
preferencji opisanej za pomoca addytywnej funkcji preferencji

a>beUy@) =z Uyb) 3)

K.S. Park i S.H. Kim’ opracowali metode wyznaczenia relacji dominacji
w warunkach niepetnej informacji o parametrach (w tym wagach kryteriow) dla
przypadku tak okreslonej relacji preferencji wielokryterialnej. Metoda powstata
na podstawie relacji dominacji statystycznej przy niepeinej informacji o prawdo-
podobienstwach opisanej przez P. Fishburna® (1965) oraz metody poréwnania
rozktadow prawdopodobienstwa wynikow decyzji w sensie takiej relacji w przy-
padku parametréw zadanych przez liniowe nier6wnosci, zaproponowanej przez
Koflera i innych’.

> K.S. Park, S.H. Kim: Op. cit.

¢ P.C. Fishburn: Analysis of Decisions with Incomplete Knowledge of Probabilities. ,,Operation
Research” 1965, Vol. 13, s. 217.

7 E. Kofler, Z.W. Kmietowicz, A.D. Pearman: Op. cit.
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Aby poréwna¢ warianty a i b wedlug relacji preferencji okreslonej w po-
staci (3), nalezy rozwiaza¢ odpowiednie zadania programowania liniowego

K
z(a,b) = kzwk[yk(a ) = Y (b )] — 57— min 4)
=1

K
z(b,a) = kzwk[yk(b ) = yi(a )] — 77— min (5)
=1

min,,ew z(b,a) <0 oznacza, ze istnieje dopuszczalny wektor wag kry-
teriow taki, ze a jest nie gorszy od b wedlug odpowiedniej funkcji wielo-
kryterialnej preferencji (3w € W:a = b).

minyew z(a, b) >0 oznacza, ze nie istnieje dopuszczalny wektor wag kry-
teriow taki, ze b jest lepszy od a wedtug odpowiedniej funkcji wielokryterialnej
preferencji (Zw € W: b > a).

Wariant a jest niezdominowany przez b w sensie odpornej relacji dominacji

> ) jesli i ) 2 i i )] S
a =y b, jesli “rpelvrl}z(a b)>0 i “rglelglllz(b a)<o0

3. Wyznaczenie odpornej relacji dominacji w metodzie
PROMETHEE

Opracowana przez J.P. Brans i Ph. Vincke metoda analizy wielokryterialnej
PROMETHEE® jest oparta na zasadach koncepcji ograniczonej racjonalnosci
i relacji przewyzszania.

Schemat analizy wielokryterialnej w metodzie PROMETHEE:

1. Pordwnanie wariantow wedlug poszczegdlnych kryteriow za pomoca
funkcji preferencji
H(x), jezeli fi(a) > fi(b) x= f(a)- f(D)

gdzie

Py(a,b) = {0, jezeli fi(a) < fr(b) ~° 0<H(x)<1

2. Agregacja preferencji w postaci indeksu preferencji n(a, b)

K
m =2 wrh(a,b)
k=1

8 J.P. Brans, Ph. Vincke: Op. cit.
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3. Porzagdkowanie wariantdw na podstawie przeplywow preferencji @' i ¢~

9 (a)= 2 7(a,x)

xed
¢ (@)= Z;tﬁ(x,a)

Warto$é ¢'(a) jest oceng tego w jakim stopniu wariant a jest lepszy od
pozostatych wariantow. Warto$¢ ¢ (a) jest oceng tego w jakim stopniu wariant a
jest gorszy od pozostatych wariantow.

Metoda PROMETHEE 1 pozwala czg¢éciowo uporzadkowaé zbior wa-
riantow decyzyjnych za pomoca relacji przewyzszania. Wariant a jest nie-
przewyzszany przez wariant b

axzsbh,jeslip*(a) = @*(b) Ao~ (a) < ¢~ (b) (6)

Jesli wariant a jest nieprzewyzszany przez wariant b i jednocze$nie wariant
b jest nieprzewyzszany przez wariant a, to a jest rOwnowazny z b

azxsb Ab>xs a>a=b

Relacje przewyzszania przedstawia si¢ w postaci grafu preferencji, za po-
moca ktérego tworzy si¢ ranking wariantow decyzyjnych (czgsciowe uporzad-
kowanie).

Istnieje tez wariant metody PROMETHEE II, w ktérym wynikiem jest
pelne uporzadkowanie wariantow na podstawie warto$ci przeplywdw netto
P(a) =@ (a) - ¢ (a)

a zsi b, jesli p(a) 2 ¢(b) (7)

Poniewaz funkcje ¢ '(a), ¢ (a) i @(a) sa liniowe wzgledem wag kryteriow,
do wyznaczenia odpornych relacji dominacji >y, na podstawie relacji przewyz-
szania wykorzystywanej w metodach PROMETHEE mozna wykorzysta¢ za-
dania (4) i (5) i reguty opisane w poprzednim rozdziale.

W celu sprawdzenia czy zachodzi odporna relacja dominacji na podstawie
relacji =g ;; (7) nalezy rozwigza¢ liniowe zadania

min,ew (@(a) - @(b) 20 oraz min,ew(@(b) - (a)) (8)

Wariant a jest niezdominowany przez b w sensie odpornej relacji dominacji
na podstawie relacji przewyzszania metody PROMETHEE 11 (7): a =y ; b,
jesli

minyew (@(@) - @) 20 i min,ew(@(b) - p(a)) <0 9)
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W celu ustalenia czy zachodzi odporna relacji dominacji na podstawie re-
lacji przewyzszania >¢ nalezy znalez¢ optymalne wartosci funkcji celu nastepu-
jacych zadan liniowych

(p* (@) — @™ (b)

min
{(wew: ¢~ (a)<e™(b)}

+ — ot ;
(p*(b) — 9™ () v — L (10)

(p*(a) —p*(b) in

m
{wew: ¢~ (a)2¢~ (b)}
Poréwnujgc optymalne wartosci funkcji celu powyzszych zadan mozna
stwierdzi¢ czy istnieje 3 we W:a >5 b orazczy Awe W: b >5 a:
IweW:a >5 b, jesli: ming,ep. ¢—(a)5¢—(b)}(go+(a) —pt(b))=0
i Inin{wEW: ¢‘(a)5tp‘(b)}(§0+(b) - §0+(a) ) <0

AweW:b >s a, jesli: rrlirl{WEW: (p_(a)Slp_(b)}((p+(a) - (p+(b) )>0
Zgodnie z (2) wariant a jest niezdominowany przez b w sensie odpornej
relacji dominacji na podstawie relacji przewyzszania metody PROMETHEE I

(6)
azyb, jesliweW:azsbi AweW:b >5a

Procedura wyznaczenia odpornych relacji dominacji w metodzie
PROMETHEE I.

1. Dla wszystkich i=1,...,m, j=1, ..., m wyznaczy¢:
miny (i, J) = argmin (¢* (a)) ~ ' (q)))
weWw,

o (a) <o (a)
2. Dla wszystkich i=1,...,m, j=1, ..., m wyznaczy¢:
min, (i, j) = argmin (¢"(a;) — (P+(aj))
wewW,
¢ (a) =9 (a))
3.Dla wszystkich i=1,...,m, j=1,...,m sprawdzi¢, czy zachodzi
relacja a; Zw a;:
a; 7w 4, jesli (min;(4,j) =0 ) A

(I

( (min,(i,j) > 0 V nie istnieje) A min,(j,i) < 0)



Wielokryterialne porzadkowanie metodqa PROMETHEE... 215

4. Przyktad numeryczny

Opisany w poprzednim rozdziale sposdb wyznaczenia odpornych relacji
dominacji na podstawie relacji przewyzszania metody PROMETHEE przedsta-
wimy na przykladzie numerycznym.

Rozpatrujemy 6 wariantow {A, B, C, D, E, F} ocenianych za pomoca
3 kryteriow, wazno$¢ kryteriow okre§lona przez nierOwnosci: w;> w,> wj.
Do analizy problemu zastosujemy metody PROMETHEE 11 PROMETHEE II.

W pierwszym kroku warianty decyzyjne zostaty poréwnane wedlug posz-
czegblnych kryteriow zgodnie z postgpowaniem wedlug metody PROMETHEE
i zostaly wyznaczone wartosci funkcji preferencji dla poszczegolnych kryteriow
Py(a;a)) przedstawione w tabelach:

Pi(a;, aj) A B C D E F
A 0 0 0 0 0 0,3
B 1 0 1 1 1 1

C 0,75 0 0 0,5 0,1 1
D 0,25 0 0 0 0 0,5
E 0,65 0 0 0,4 0 0,9
F 0 0 0 0 0 0
Py(a;, a) A B C D E F
A 0 1 0 1 1 0
B 0 0 0 0 0 0
C 0 1 0 1 1 0
D 0 1 0 0 0 0
E 0 0 0 0 0 0
F 1 1 1 1 1 0
Pi(a;, a)) A B C D E F
A 0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0,5
C 0 0 0 0 0 0,5
D 0,5 0 0 0 0 1
E 0,5 0,5 0,5 0 0 1
F 0 0 0 0 0 0




216 Olena Sobotka

Nastepnie, zgodnie z procedura opisang w poprzednim rozdziale, zostaty
rozwigzane zadania programowania liniowego (10) i wyznaczone optymalne
wartosci funkcji celu jako warto§ci min;(i, j) i min,(i, j) odpowiednio. Optymal-
ne wartosci min;(i,j) i miny(i,j) sa podane w tabelach (,,—” oznacza brak
dopuszczalnego rozwiazania w odpowiednim ZPL).

Tabela 1

Wartosci min (i, j)
min, (i, j) A B C D E F
A -1,11 - -0,05 0,07 -0,9
B 0,75 0,99 0,75 0,64 0
C 0,86 -1,23 0,86 0,4 0,2
D 0,18 - - - 1,1
E -0,35 -1,2 - 0,1 -1,2
F 0,87 -0,22 - 1 1,2
min,(i, j) A B C D E F
A -4,75 -2,1 -0,5 -1,7 -0,9
B 0,77 -0,2 - 0,35 0
C - -2,65 - - -
D 0,75 425 1,8 12 1,7
E 0,65 3,05 1,7 - 1,5
F -0,25 -5 -2,4 -0,75 -1,95

Na podstawie wartosci min;(i, j) i min,(i, j) zgodnie z (11) mozna stwier-
dzi¢, ze zachodza takie odporne relacje dominacji okreslone na podstawie relacji
przewyzszania metody PROMETHEE 1. B>y ;AB>y;D. B>y, E.
Crwi A C>yiD C>yE C=y; F E >y D Narys. 1l przedstawiono
graf odpornej relacji dominacji >y,; oraz relacje przewyzszania dla zadanych
dopuszczalnych wartosci wag kryteriow.

W celu wyznaczenia odpornych relacji dominacji okre§lonych na podstawie
relacji preferencji metody PROMETHEE 11 zostaly rozwigzane zadania progra-
mowania liniowego (8), warto$ci optymalne odpowiednich funkcji celu sg po-
dane w tabeli 3.

Na podstawie wartosci podanych w tabeli 3 zgodnie z (9) mozna stwierdzic,
ze zachodza takie odporne relacje dominacji okreslone na podstawie relacji
przewyzszania metody PROMETHEE II: B >y, AB >ywuD. B>y E.
CPwu ACPwuDCrwn ECP2wny FEZwnD.
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Graf odpornej relacji dominacji przy wyzw,zw;
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Rys. 1. Poréwnanie grafu odpornej relacji dominacji >y, ; przy w,> w,> w; do grafow
relacji przewyzszania >g; dla zadanych wartosci wag kryteriow

Tabela 3
Warto$ci miny, ey (@(a;) - (p(aj))

A B C D E F
A -7,4 -3,75 -1,25 -3,3 -0,9
B 0,7 -1,18 0,88 0,2 -0,2
C 1,58 -3,65 1,67 0,5 1
D -1,38 -6,15 -3,25 2 -2,3
E -0,88 -4,15 -2,75 0,5 -1,8
F -1,25 -8,65 -5 2,5 -4,5
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Graf odpornej relacji dominacji przy wizw,zw;

B—‘>Z#A
s
<

F

Rankingi wedtug metody PROMETHEE I

wq=0,7 w;=0,5 wy=0,5
w,=0,2 w,=0,3 wy=0,45
wy=0,1 w3=0,2 w;=0,05

mMrOMmMmO®
Mormow
om®» Moo

Rys. 2. Porownanie grafu odpornej relacji dominacji >y, ;; przy w;=> w,> w3 oraz ran-
kingéw na podstawie relacji przewyzszania >g; dla zadanych warto$ci wag

kryteriow

Podsumowanie

W pracy zdefiniowano pojgcie odpornej relacji dominacji w celu przepro-
wadzenia analizy odporno$ci wynikow wielokryterialnego porzadkowania me-
toda PROMETHEE. Zaproponowano metod¢e wyznaczenia odpornej relacji
dominacji na podstawie relacji przewyzszania metod PROMETHEE I oraz
PROMETHEE II, ktéra pozwala wyznaczy¢ odpowiednie relacje przewyzsza-
nia, ktore nie zmieniajg si¢ na przeciwne przy wszystkich dopuszczalnych zmia-
nach wag kryteriow.
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A PROMETHEE-BASED MULTICRITERIA RANKING ROBUST
TO CHANGES OF CRITERIA WEIGHTS

Summary

The approach described in article is based on the Linear Partial Information (LPT)
by E.Kofler. The robust multicriteria ranking is based on the robust dominance
relations, which holds under all admissible combinations of criteria weights. In the ar-
ticle the robust dominance relation is defined and the robust ranking method based
on the PROMETHEE outranking relations is proposed.





