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STANDARDOWY BEAD NUMERYCZNY
DLA ESTYMATOROW CHM I CAM!

Streszczenie: W pracy zaproponowano sposob obliczania standardowego biedu nume-
rycznego dla estymatordw wartosci brzegowej gestosci wektora obserwacji, opartych na
skorygowanej $redniej harmonicznej oraz skorygowanej $redniej arytmetycznej. W czgsei
empirycznej poréwnano numeryczne wiasnosci tych estymatorow w konteks$cie modeli
Copula-AR-GARCH. Dodatkowo zastosowano metodg Chiba i Jeliazkova. Wyniki jedno-
znacznie pokazaly, ze estymator oparty na skorygowanej sredniej arytmetycznej charakte-
ryzuje si¢ najmniejszym standardowym btgdem numerycznym.

Stowa kluczowe: standardowy blad numeryczny, skorygowana $rednia arytmetyczna,
skorygowana $rednia harmoniczna.

Wprowadzenie

Bayesowskie podejscie do wnioskowania statystycznego daje mozliwosé
formalnego poréwnywania modeli, poprzez czynniki Bayesa, a takze taczenia
wiedzy pochodzacej z roznych modeli. Stosowanie zasad Bayesowskiego po-
rownywania modeli wymaga estymacji wartosci brzegowej gestosci wektora ob-
serwacji. Estymacja ta jest powaznym wyzwaniem obliczeniowym®.

Jednym z miernikow doktadnosci szacowania wartosci brzegowej gestosci
wektora obserwacji jest standardowy btad numeryczny (ang. Numerical Stan-

Praca zostata sfinansowana ze $§rodkéw przyznanych Wydzialowi Zarzadzania Uniwersytetu
Ekonomicznego w Krakowie, w ramach dotacji na utrzymanie potencjatu badawczego.

Dlatego tez w ramach wnioskowania bayesowskiego nierzadko wykorzystywane sa nieformalne
metody, np. kryterium informacyjne DIC (ang. Deviance Information Criterion, zob. Spiegel-
haltera, Besta, Carlina, Van der Linde, 2002).
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dard Error, NSE). W pracy zaproponowano sposob obliczania tego bledu dla es-
tymatora opartego na skorygowanej $redniej harmonicznej (ang. Corrected
Harmonic Mean, CHM; zob. Lenk, 2009; Pajor, Osiewalski, 2013) oraz estyma-
tora opartego na skorygowanej $redniej arytmetycznej (ang. Corrected Arithme-
tic Mean, CAM; zob. Pajor, 2017). W czegsci empirycznej, dla por6wnania, roz-
wazono réwniez estymator Chiba i Jeliazkova [2001]. Metoda Chiba
1 Jeliazkova jest jedna z najpopularniejszych metod szacowania wartosci brze-
gowej gestosci wektora obserwacji, nalezy do zbioru ,,ztotych standardow” (ang.
gold-standard method). Pozostate dwie metody sa stosunkowo nowe, cho¢ opar-
te na znanych $rednich. Przy pewnych zatozeniach estymatory CHM, CAM oraz
Chiba i Jeliazkova sa symulacyjnie zgodne (ang. simulation-consistent), tzn. ze
wraz ze wzrostem liczby losowan realizacje estymatorow zmierzaja do szaco-
wanej wartosci [zob. Chib, Jelizakov, 2001; Lenk, 2009; Pajor, 2017], jednak
szybko$¢ tej zbiezno$ci jest rézna. O rozproszeniu mozliwych (w konteksScie
powtarzanych wielokrotnie symulacji) realizacji tych estymatorow informuje
m.in. standardowy blad numeryczny. Sposob obliczenia NSE dla estymatora
Chiba i Jeliazkova mozna znalez¢ w pracy [Chib, Jeliazkov 2001], natomiast dla
pozostalych dwoch estymatorow, CHM i CAM, dokonano stosownych wypro-
wadzen, ktore zaprezentowano w niniejszej pracy.

Artykut sktada si¢ z trzech czgsci. W pierwszej przedstawiono ogdlne zasa-
dy formalnego poréwnywania modeli Bayesowskich. Czg§¢ druga poswigcona
jest standardowym btedom numerycznym dla estymatoréw CHM i CAM. Ilu-
stracj¢ empiryczng, zwigzana z porownaniem modeli Copula-GARCH, zawarto
w czegsci trzeciej. Czg$¢ ostatnia stanowi podsumowanie.

1. Porownywania modeli Bayesowskich

W ujeciu Bayesowskim podstawowym kryterium poréwnawczym modeli sa
ich prawdopodobienstwa a posteriori, obliczone ze wzoru Bayesa [zob. Osie-
walski, Steel, 1993; Zellner, 1971]. Zat6zmy, ze mamy kompletny zbiér parami
wykluczajacych si¢ modeli Bayesowskich, {M;, M>, ..., M}}:

M piy, m) = piyIm) pdn), i=1, ..., 1, @8
gdzie:
n; € H; — wektor parametrow modelu M;;
pi(n;) — gestosé rozktadu a priori wektora 7; w i-tym modelu;
pi(y| ;) — probkowa gestos¢ wektora obserwacji, y, w i-tym modelu.
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Niech ponadto p(M,), p(M,), ..., p(M,)) beda prawdopodobienstwami a prio-
ri tych modeli. Wowczas prawdopodobienstwo a posteriori modelu M; wynosi:

p(M, | )= np(M,-)p(ylM,-) =12, .1 @)

1p(M,-)p(y M ;)

j:
gdzie:
p(y| M;) — brzegowa gestos¢ wektora obserwacji w modelu M;:
Py M) =p,(y)= [ p(y|n)p(n) dn;. 3)
H.

Prawdopodobienstwo a posteriori danego modelu zalezy wigc od prawdopodo-
bienstw a priori wszystkich modeli oraz wartosci brzegowych gestosci wektora
obserwacji. Co do prawdopodobienstw a priori modeli, to w literaturze proponu-
je sig przyjac, iz sa one jednakowe (czyli p(M;) = 1/l i =1, ..., [), lub dobra¢ je
tak, aby modele o mniejszej liczbie parametréw byty bardziej prawdopodobne,

!
zgodnie z tzw. zasada brzytwy Ockhama (np. p(M,) = ati/Ya™ ,i=1, ..., 1
i=1

gdzie a jest liczba rzeczywista wigksza od jednos$ci, za$ k; oznacza liczbg para-
metrow modelu M, por. Jeffreys, 1961; Osiewalski, Steel, 1993). Natomiast ob-
liczenie warto$ci brzegowej gestosci wektora obserwacji dla zdecydowanej
wiekszos$ci modeli nie jest mozliwe w sposob analityczny i stanowi ogromne
wyzwanie numeryczne. W literaturze proponuje si¢ rézne metody Monte Carlo,
a w szczegolnosci te oparte na tancuchach Markowa (ang. Markov — chain Monte
Carlo, MCMC), na przyklad losowanie Gibbsa lub algorytm Metropolisa i Ha-
stingsa [zob. Newton, Raftery, 1994; Kass, Raftery, 1995; Chib, 1995; Chib, Jeliaz-
kov, 2001; Raftery, 1996; Lenk, 2009; Pajor, Osiewalski, 2013; Pajor, 2017].

W niniejszej pracy porownamy wiasnosci numeryczne trzech metod szaco-
wania wartosci brzegowej gestosci wektora obserwacji: Chiba i Jeliazkova oraz
dwoch opartych na odpowiednio skorygowanej $redniej harmonicznej oraz sko-
rygowanej $redniej arytmetycznej. Ostatnie dwie metody wymagaja przyjecia
zbioru 4; < H,, ktoérego zardwno prawdopodobienstwo a priori, jak i a posteriori
jest skoficzone i niezerowe’. Zbidr ten zostal wiec ustalony na podstawie proby
pseudolosowej z rozktadu a posteriori jako przekrdj (iloczyn mnogo$ciowy)
kostki wyznaczonej przez skrajne stany tancucha Markowa i zbioru punktow
speliajacych warunek, ze warto$¢ funkcji wiarygodnos$ci jest niemniejsza od
najmniejszej z uzyskanych w ramach symulacji MCMC:

? Prawdopodobienstwo a priori nie musi by¢ miara unormowana, wystarczy, Ze jest miara
o-skonczong [zob. Pajor, 2017].
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A = [min 5}, max o310 m,: p, (v 1) = L}
gdzie:
L, =min{p, (v 7)) k=1, .., K},

{77,-(k) };1;1 — proéba pseudolosowa z rozktadu a posteriori w i-tym modelu;

k
77,-(, j) — j-ta sktadowa wektora 77,~(k) i

Do estymacji P/(4;) oraz obliczenia skorygowanej $redniej arytmetycznej
wykorzystano dodatkowo metod¢ Monte Carlo z funkcja waznosci [por. Pajor,
2017]. Jako funkcj¢ waznosci przyjeto gestos¢ wielowymiarowego rozkladu
normalnego, scentrowanego wokot wektora wartosci oczekiwanych a posteriori,
z macierza kowariancji réwna w przyblizeniu macierzy kowariancji rozktadu
a posteriori (obliczong numerycznie na podstawie symulacji MCMC).

2. Standardowy blad numeryczny dla CHM i CAM

Miernikiem doktadnosci szacowania wartos$ci brzegowej gestosci wektora
obserwacji jest standardowy btad numeryczny.

G
Niech h, = G Zhi(g ) bedzie oszacowaniem catki
g=1
E(h; | y)= [h(n, )p,(n; | y)dn, , gdzie h'® =h(n'®) jest wektorem wy-
H.

1

miaru d x 1, {771.(g) }Z:] sa realizacjami ergodycznego tancucha Markowa o roz-
ktadzie stacjonarnym zadanym przez ggstos¢ pAniy). Z twierdzen ergodycznych

pow.
dla tancuchéw Markowa wynika, ze h, — E(h; | y), gdy G — +oo [Tierney,

1994].
Estymatorem asymptotycznej macierzy kowariancji ﬁl- jest [Hannan, 1970;

Newey, West, 1987; Chib, 1995]:
A b
V(ﬁi) =G [QLO +>(0-s/(b+ l))(Qi’S + Qi,s')} 4)
s=1

G
gdzie: ;=G Y (h® —h)HEY —h),5=0,1, ..., b,

g=s+1
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Niech teraz w, = g(h,), gdzie g: R” — R jest funkcja rozniczkowalna.

Wykorzystujac tzw. metode delta, mozna pokazaé, ze estymator asymptotycznej
wariancji ¥/, wynosi:

A 6g A 6g
var g(h)~ 2"V (h)-% 5
g( l) aﬁl ( l)a;l‘ia ()
g
gdzie: oh jest wektorem pochodnych czastkowych funkcji g.

Pierwiastek kwadratowy z var g(ﬁi) jest standardowym btedem nume-
rycznym dla y,; [por. Chib, 1995].

Sposob obliczenia NSE dla estymatora Chiba i Jeliazkova mozna znalez¢
w pracy [Chib, Jeliazkov, 2001].

Estymator warto$ci brzegowej gestosci wektora obserwacji, oparty na sko-
rygowanej sredniej harmonicznej, jest nastgpujacy:

(k)
Picinar(¥) = B(4 )( L )] 6)

Kklp,(yln’”)

gdzie: {77,-(k) };Ile jest proba pseudolosowa z rozktadu a posteriori w i-tym mode-
lu [zob. Pajor, Osiewalski, 2013]. Zatem:

A (7; k))
In §; e (¥) = In B (4;) —In) K 27@ ; (7)
=p(vn™)
ponadto:
A (n:g(/))p (77;(]))
Inf(4)=In ( 2 : (®)

gdzie: {1; “ }Zzl jest proba pseudolosowa z rozktadu o gestosci s; (zwanej funk-

cja waznosci w i-tym modelu). Analogicznie jak w [Chib, Jeliazkov, 2001],
przyjeto K = J oraz:

]Ai (7715(]{) )pz (771 (k))

0 = By _ s, )
IAi (nz(k)) ’

Py ")

K
ﬁi =K kz_:lhi(k) = (ﬁi,l ) ﬁi,Z ).



12 Anna Pajor

W tym przypadku ¥, =In ﬁ,-,l —In ﬁ,-ﬂz. Dodatkowo, poniewaz losowania

z rozktadu a posteriori oraz z rozkladu o gestosci s; sa niezalezne, to estymator
przyblizonej wariancji logarytmu naturalnego estymatora wartos$ci brzegowe;j
gestosci wektora obserwacji wynosi:

var(In p, (1)) = var(Ini ) + var(inf, ;) ©)

gdzie: var(In Em) r Var(ﬁi’l) / k2, var(In ﬁi,z) ~var(h,,)/ ﬁfz . Standardowy

i,1»

btad numeryczny oszacowania Inp;(y) obliczamy ze wzoru:
NSE s = | var(h, )/ B2+ var(hy, ) 12, (10)

Estymator oparty na skorygowanej $redniej arytmetycznej (z uwzglednie-
niem losowania z funkcja waznosci s;) mozna zapisac:
k k k
11 &) eI, ()

Prest = 4 1) K 75 s.(n) 0

gdzie: {nl(k)}szl jest proba pseudolosowa z rozktadu o gestosci s; [zob. Pajor,
2017]. A zatem:

LE P, (")
1npi,CAME(y):ln[K lkz_:l 5. (k)) !
= i\77;

J . .
Ponadto: InP(4, | y) = ln(J_1 >1, (771?’(’))) , gdzie: {n” V], jest pro-
=

J—mﬁuﬁwxu)

ba pseudolosowa z rozktadu a posteriori. Zbiodr A; zostal jednak tak dobrany, ze
P (A, |y)=1. Zatem standardowy blad numeryczny dla estymatora CAM jest

zwiazany tylko z pierwszym sktadnikiem, czyli:

NSE e ~ | var(h) /B (13)

K . Yo ("I, (n®
gdzie: A, = K'Y A", natomiast £ = Py [0, (Z') M, 07) .
= 5.1

3. llustracja empiryczna

Wiasnosci numeryczne wybranych metod szacowania wartosci brzegowej
gestosci wektora obserwacji przedstawimy w kontek$cie poréwnania modeli
Copula-AR-GARCH.
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3.1. Bayesowskie modele Copula-AR(1)--GARCH(1,1)

Niech {x;= (x4, x2,)', t=-1,0, 1, ..., T} oznacza szereg czasowy cen aktywow fi-
nansowych w chwili z. Dla logarytmicznych stop zwrotu {y,= (01, 12),t=0,1,2, ..., T},
obliczonych wedlug formuly y;, = 100 In(x; /x;1) t=1, ..., T, i = 1, 2, przyjgto na-
stepujaca strukturg Copula-AR(1)-~GARCH(1,1) [zob. Mokrzycka, Pajor, 2016]:

YVie = ﬂi,O t D0Vt Zig, (14)
Zi, = gi,t’\/hi,t , (15)
hi,t :ai,0+ai,lzi2,t—l + }/i,lhi,t—l ) i= 15 25 t= 15 25 ceey Ta (16)

gdzie: a; >0, o1 20, %, >0, {8,-,,}?:1 ~1it(0,1,v;) dla kazdego i € {1, 2}4.

Struktura zalezno$ci wektora (&, &) zadana jest poprzez kopulg o gesto-
sci c(uy, up), czyli gestos¢ tacznego rozktadu tego wektora jest postaci:

p.(&,,6,,)= C(FSt,vl (31,t)aFSz,v2 (&) 5 (&50,L,v) f5,(€,,50,L,v,) (17)

gdzie Fg,(-) oznacza dystrybuant¢ jednowymiarowego rozkladu ¢ Studenta
o zerowej modalnej, jednostkowej precyzji i v stopniach swobody, zas f(-;0,1,v)
jest gestoscia tego rozktadu.

W badaniu wykorzystano jedenascie postaci funkcji gestosci c(uy, up).
Rozwazono dwie kopule eliptyczne: gaussowska i ¢ Studenta; pie¢ kopuli archi-
medesowych: Franka, Claytona, Gumbela, Claytona-Gumbela (BB1) i Joego-
Claytona (BB7); symetryzowana kopule Joego-Claytona; dwie kopule przezycia:
obrécone (o 180 stopni) kopule Claytona i Gumbela [zob. Joe, 1987; Doman,
2011]. Ponadto wzigto pod uwage kopule odpowiadajaca niezaleznosci rozkta-
dow warunkowych, c(u, u;) = 1. Podstawowe charakterystyki tych kopuli oraz
postaci funkcji gestosci zestawiono w pracy Mokrzyckiej i Pajor [2016]. Row-
niez rozklady a priori parametrow rozwazanych modeli przyjeto jak w tej pracy.

3.2. Wyniki empiryczne

Przedmiotem modelowania jest zmienno$¢ i struktura zaleznos$ci dziennych,
procentowych logarytmicznych stop zwrotu, wyliczonych na podstawie kursu
zamknigcia subindeksow sektorowych indeksu WIG: WIG-Banki, WIG-
-Informatyka, WIG-Spozywczy i WIG-Budownictwo’. Analizowane szeregi za-
wieraja po 2539 obserwacji pochodzacych z okresu od 1 sierpnia 2005 r. do

4 Zapis {8,-,,},11 ~iit(0,1,v;) oznacza, ze zmienne losowe {&;, =1, 2, ..., T} sa niezalezne i maja

rozktad ¢ Studenta z zerowa modalna, jednostkowa precyzja i v; stopniami swobody.
5 Dane pochodza ze strony www.stooq.pl i byly przedmiotem analizy w pracy [Mokrzycka, Pajor, 2016].
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21 wrzesnia 2015 r. Dwie obserwacje z kazdego szeregu zostaly wykorzystane
jako warunki poczatkowe, stad liczba obserwacji modelowanych wyniosta

T =2537 dla kazdego szeregu czasowego.

Do symulacji z rozkladu a posteriori wykorzystano algorytm Metropolisa
i Hastingsa. Wstgpne stany tancucha generowano z rozktadu ¢ Studenta z trzema
stopniami swobody, scentrowanego wokot ostatniego stanu tancucha Markowa,
i macierza kowariancji ustalona na podstawie wstgpnych przebiegow algorytmu
[por. Osiewalski, Pipien, 2004]. Uzyskane w ten sposob wektory pseudolosowe
(z rozktadu a posteriori jako rozktadu stacjonarnego) wykorzystano do oblicze-

nia ocen warto$ci brzegowej gestosci wektora obserwacji.

Tabela 1. Oszacowanie warto$ci brzegowej ggstosci macierzy obserwacji oraz
standardowy btad numeryczny (dla par subindekséw: WIG-Informatyka —
WIG-Spozywczy, WIG-Informatyka — WIG-Budownictwo,
WIG-Informatyka — WIG-Banki)*

WIG-Informatyka —

WIG-Informatyka —

‘WIG-Informatyka —

WIG-Spozywczy WIG-Budownictwo WIG-Banki
Kopula ChibJ | CHME | CAME ChibJ] | CHME | CAME ChibJ CHME | CAME
Franka -8332,6 | -8344,5 | -8331,6 | -8145,7 | -8147,8 | -8146,4 | -8448,4 | -8461,6 | -8443,6
(0,972) | (0,368) | (0,004) | (0,352) | (0,655) | (0,005) | (0,954) | (0,463) | (0,006)
Claytona -8316,4 | -8304,0 | -8304,5 | -8136,7 | -8129,5 | -8129,1 | -8473,5 | -8463,5 | -8463,9
(0,994) | (0,506) | (0,005) | (0,985) | (0,479) | (0,005) | (0,937) | (0,216) | (0,005)
Obrocona -8410,6 | -8398,6 | -8400,3 | -8230,3 | -8221,3 | -8221,7 | -8551,6 | -8539,0 | -8541,7
Claytona (0,989) | (0,335) | (0,005) | (0,98) | (0,232) | (0,005) | (0,979) | (0,414) | (0,005)
Gumbela -8362,2 | -8350,2 | -8352,2 | -8158,7 | -8150,2 | -8150,3 | -8468,4 | -8453,0 | -8457,3
(0,989) | (0,360) | (0,005) | (0,988) | (0,318) | (0,005) | (0,984) | (0,716) | (0,005)
Obrocona -8302,4 | -8287,2 | -8290,4 | -8094,6 | -8093,4 | -8093,0 | -8424,0 | -8409,1 | -8413,3
Gumbela (0,984) | (0,291) | (0,005) | (0,328) | (0,528) | (0,005) | (0,971) | (0,421) | (0,005)
Gumbela- -8305,3 | -8290,3 | -8292,2 | -8092,9 | -8084,7 | -8084,2 | -8395.4 | -8396,9 | -8394,5
Claytona (0,989) | (0,702) | (0,005) | (0,999) | (0,535) | (0,006) | (0,367) | (0,783) | (0,005)
Joego- -8306,4 | -8292,0 | -8293,7 | -8096,4 | -8087,9 | -8086,6 | -8411,6 | -8398,7 | -8400,4
Claytona (0,994) | (0,497) | (0,005) | (0,984) | (0,532) | (0,005) | (0,979) | (0,660) | (0,005)
Sym. Joego- | -8305,5 | -8294,8 | -8292,7 | -8094.,9 | -8086,5 | -8085,4 | -8413,4 | -8398,3 | -8400,4
Claytona (0,994) | (0,566) | (0,005) | (0,989) | (0,688) | (0,006) | (0,963) | (0,385) | (0,006)
Normalna -8322,9 | -8310,5 | -8312,6 | -8106,6 | -8106,2 | -8105,4 | -8414,0 | -8402,4 | -8403,7
(0,989) | (0,523) | (0,005) | (0,275) | (0,333) | (0,005) | (0,989) | (0,626) | (0,006)
¢ Studenta -8310,1 | -8296,2 | -8297.4 | -8102,2 | -8093.,8 | -8089,7 | -8395,3 | -8395,0 | -8394,1
(0,989) | (0,487) | (0,006) | (0,98) | (0,86) | (0,006) | (0,623) | (0,460) | (0,007)
. .., | -8529,8 | -8520,1 | -8519,0 | -8461,1 | -8453,3 | -8452,9 | -8872,1 | -8856,6 | -8859,0
Niezalezno$¢
(0,994) | (0,716) | (0,005) | (0,984) | (0,42) | (0,006) | (0,883) | (0,641) | (0,006)

* ChibJ — metoda Chiba i Jeliazkova, CHME — skorygowana $rednia harmoniczna, CAME — skorygowana
$rednia arytmetyczna. NSE podano w nawiasach.

Zrodho: Wyniki dotyczace ChibJ i CHME pochodza z pracy [Mokrzycka, Pajor, 2016]. Pozostate to obliczenia whasne.
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W tabelach 1 i 2 zamieszczono logarytmy naturalne oszacowan wartosci
brzegowej gestosci wektora obserwacji wraz z standardowymi btedami nume-
rycznymi (w nawiasach)®. Jak wida¢, najmniejszymi warto$ciami NSE charakte-
ryzuje si¢ estymator oparty na skorygowanej S$redniej arytmetycznej. Dla
wszystkich par szeregow czasowych sa one ponad dwa rzedy wielko$ci mniejsze
niz te uzyskane dla estymatora Chiba i Jeliazkova. Standardowe btedy nume-
ryczne dla estymatora opartego na skorygowanej $redniej harmonicznej sa okoto
1,5 rzedu wielko$ci wigksze niz te uzyskane dla estymatora CAM. Precyzja es-
tymatora CAM jest wigc duzo wigksza niz pozostatych dwoch estymatorow.
Najgorzej w tym poréownaniu wypadt estymator Chiba i Jeliazkova.

Tabela 2. Oszacowanie warto$ci brzegowej gestosci macierzy obserwacji
oraz standardowy btad numeryczny (dla par subindeksow: WIG-Spozywczy —
WIG-Budownictwo, WIG-Banki — WIG-Spozywczy, WIG-Banki —
WIG-Budownictwo)*

WIG-Spozywezy — WIG-Banki — WIG-Banki —
WIG-Budownictwo WIG-Spozywezy WIG-Budownictwo

Kopula ChibJ | CHME | CAME | ChibJ | CHME | CAME | ChibJ | CHME CAME
Franka -8463,1 | -8464,5 | -8464,4 | -8850,3 | -8852,1 | -8846,9 | -8593,4 | -8602,1 | -8594,4
(0,108) | (0,745) | (0,005) | (0,318) | (0,248) | (0,004) | (0,993) | (0,485) | (0,005)

Claytona -8438,1 | -8430,9 | -8430,1 | -8851,4 | -8838,4 | -8839,7 | -8626,5 | -8618,1 | -8617,4
(0,999) | (0,679) | (0,004) | (0,994) | (0,655) | (0,005) | (0,976) | (0,665) | (0,004)

Obrocona -8552,5 | -8544,9 | -8542,9 | -8945,5 | -8933,5 | -8935,8 | -8708,7 | -8695,1 | -8700,0
Claytona (0,980) | (0,919) | (0,005) | (0,957) | (0,187) | (0,005) | (0,983) | (0,306) | (0,005)
Gumbela -8501,4 | -8493,2 | -8492,2 | -8894,4 | -8880,0 | -8883,9 | -8625,5 | -8617,9 | -8616,1
(0,979) | (0,555) | (0,005) | (0,987) | (0,269) | (0,005) | (0,971) | (0,63) | (0,005)

Obrocona -8409,4 | -8408,3 | -8408,1 | -8830,8 | -8815,0 | -8818,5 | -8572,5 | -8560,4 | -8564,6
Gumbela (0,198) | (0,473) | (0,004) | (0,988) | (0,334) | (0,005) | (0,987) | (0,624) | (0,005)
Gumbela- -8420,4 | -8419,5 | -8419,5 | -8836,2 | -8817,1 | -8823,0 | -8561,8 | -8551,3 | -8551,5
Claytona (0,178) | (0,277) | (0,005) | (0,994) | (0,656) | (0,005) | (0,989) | (0,349) | (0,005)
Joego- -8433,1 | -8422,0 | -8421,9 | -8840,5 | -8823,7 | -8827,1 | -8571,2 | -8560,0 | -8558,9
Claytona (0,967) | (0,352) | (0,005) | (0,989) | (0,549) | (0,005) | (0,967) | (0,749) | (0,005)
Sym. Joego- | -8425,7 | -8415,0 | -8415,4 | -8837,3 | -8820,8 | -8824,3 | -8567,7 | -8553,6 | -8557,4
Claytona (0,989) | (0,376) | (0,005) | (0,984) | (0,504) | (0,005) | (0,993) | (0,537) | (0,005)
Normalna -8449,3 | -8433,6 | -8439,8 | -8846,5 | -8831,7 | -8835,6 | -8566,7 | -8552,1 | -8556,9
(0,988) | (0,265) | (0,005) | (0,984) | (0,465) | (0,004) | (0,971) | (0,334) | (0,005)

¢ Studenta -8441,6 | -8427,8 | -8427,8 | -8837,8 | -8825,2 | -8825,4 | -8562,0 | -8544,2 | -8548,8
(0,967) | (1,014) | (0,006) | (0,994) | (0,952) | (0,006) | (0,988) | (0,384) | (0,006)

Niezalesnode -8687,8 | -8680,3 | -8679,6 | -9097,7 | -9087,6 | -9085,7 | -9028,0 | -9020,4 | -9019,6
(0,993) | (0,550) | (0,005) | (0,984) | (0,844) | (0,005) | (0,999) | (0,817) | (0,006)

* ChibJ — metoda Chiba i Jeliazkova, CHME — skorygowana $rednia harmoniczna, CAME — skorygowana
$rednia arytmetyczna, NSE podano w nawiasach.

Zrédto: Wyniki dotyczace ChibJ i CHME pochodza z pracy [Mokrzycka, Pajor, 2016]. Pozostate to obliczenia wiasne.

Prezentowane wyniki uzyskano na podstawie 110 000 iteracji algorytmu MH, w tym 10 000
cykli spalonych oraz 100 000 dodatkowych losowan wykonanych w ramach metody Chiba i Je-
lizakova oraz w ramach MCIS dla korekty Lenka i skorygowanej $redniej arytmetycznej. Obli-
czenia wykonano w programie GAUSS 9.0.
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Rys. 1. Wartosci logarytmow naturalnych skorygowanej sredniej arytmetycznej oraz
skorygowanej $redniej harmonicznej w modelu z kopula Claytona-Gumbela
dla pary WIG-Informatyka — WIG-Budownictwo

Dla przyktadu, na rysunku 1 przedstawiono, jak warto$ci skorygowanej $red-
niej harmonicznej oraz arytmetycznej, w modelu najlepiej dopasowanym do pary
WIG-Informatyka i WIG-Budownictwo, zmienialy si¢ w zaleznosci od liczby
punktéow wylosowanych z przestrzeni parametrow. Wyraznie widaé, ze estymator
CAM generuje bardziej stabilne oszacowania Inp,(y) niz estymator CHM. Obser-
wowane wahania In p, ., () szybko wygasaja wraz ze wzrostem liczby loso-

wan. Rowniez wahania In p, ., (1) wygasaja, ale znacznie wolniej.

Podsumowanie

W pracy zaproponowano sposob obliczania standardowego btgdu numerycz-
nego dla estymatorow CHM i CAM oraz poréwnano numeryczne wlasnosci
trzech wybranych estymatorow wartosci brzegowej gestosci wektora obserwacji
w kontekscie porownania modeli Copula-GARCH. Rozwazono estymator Chiba
i Jeliazkova, estymatory oparte na skorygowanej $redniej harmonicznej (CHM)
oraz skorygowanej arytmetycznej (CAM). Jes§li jako kryterium poréwnania
przyjmiemy standardowy btad numeryczny, to estymator CAM wypada najlepiej.
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NUMERICAL STANDARD ERROR FOR CHM AND CAM ESTIMATORS

Summary: The main aim of the paper is to propose methods for calculating numerical
standard errors of the corrected harmonic as well as arithmetic mean estimators of the
marginal likelihood. We apply these two estimators in Copula-AR-GARCH models for
the daily growth rates of four sub-indices of the stock index WIG, published by the War-
saw Stock Exchange. For the sake of comparison Chib and Jeliazkov estimator (as a gold-
standard) is also considered. Empirical results demonstrate that the corrected arithmetic mean
estimator performs best. It is characterised by smallest numerical standard errors.

Keywords: numerical standard error, corrected arithmetic mean, corrected arithmetic mean.



