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PROPOZYCJA HYBRYDY REGUL HURWICZA
| BAYESA W PODEJMOWANIU DECYZJI
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI

Wstep

Z podejmowaniem decyzji w warunkach niepewnosci (PDWN) mamy do
czynienia wtedy, gdy sytuacja decyzyjna moze by¢ scharakteryzowana za po-
moca listy decyzji dopuszczalnych (wariantéw decyzyjnych, strategii) oraz sta-
ndéw otaczajacej nas rzeczywistosci. Stany te w istotny sposob oddzialuja na
otrzymany wynik, ale w momencie podjecia decyzji nie wiemy, ktory z nich wy-
stapi, i nie mamy na to zadnego wptywu [Pazek, Rozman 2009, s. 45-50; Trza-
skalik 2008]. W odroznieniu od podejmowania decyzji w warunkach ryzyka,
PDWN cechuje sie tym, iz decydent nie ma mozliwos$ci okreslenia prawdopodo-
bienstwa wystgpienia danego stanu [Groenewald, Pretorius 2011; Render, Stair,
Hanna 2006; Siddiqui, Chronopoulos, w druku; Sikora, red., 2008]. Knight
[1921] jako pierwszy zaproponowal wykorzystanie tak rozumianego ryzyka
i niepewnosci w ekonomii, ale te dwie kategorie zostaty formalnie wprowadzone
do teorii ekonomii dopiero w 1944 r. przez Neumanna i Morgensterna [Neu-
mann, Morgenstern 1944].
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Nasze rozwazania beda dotyczy¢ gry z natura, czyli sytuacji, w ktorej decy-
dent ma do czynienia ze zjawiskiem (np. pogoda) mogacym przyjmowac rozne
scenariusze (stany). Zatozymy, iz jesteSmy w stanie przewidzie¢, jaka korzysé¢
(strata) wynika z kolejnych decyzji przy zaistnieniu poszczeg6lnych stanow na-
tury. Zarowno liczba mozliwych decyzji, jak i liczba stanéw natury jest skon-
czona (ang. decision making under ,,scenarios” uncertainty), a kazdej kombinacji
decyzja-scenariusz odpowiada doktadnie jedna wyptata, zatem owe korzysci
mozna przedstawi¢ w postaci macierzy wyplat (tabela 1, gdzie m — liczba scena-
riuszy Si, ..., Siy ..., Sy (m>1), n — liczba decyzji D, ..., D;, ...., D, (n>1),
a; — wyplata zwigzana z i-tym scenariuszem i j-ta decyzja). Zbior potencjalnych
wyplat dotyczacy danej strategii jest tez skonczony i moze by¢ multizbiorem”.
Celem decydenta jest wybor strategii maksymalizujacej korzyseé.

W artykule skoncentrujemy si¢ na wyborze optymalnej strategii czystej, tj. roz-
wigzania zakladajacego, iz decydent wybiera i realizuje tylko jeden wariant decyzyjny
[Sikora, red., 2008]. Kazda decyzja bedzie opisana za pomoca jednego, wspdlnego
kryterium lub jednego miernika syntetycznego ukazujacego realizacje réznych celow,
zatem rozwazania beda dotyczy¢ probleméw jednokryterialnych lub sprowadzalnych
do tychze probleméw .

W literaturze mozna znalez¢ opis réznych metod majacych zastosowanie
przy podejmowaniu decyzji w warunkach niepewnosci. Jedng z nich jest reguta
Hurwicza. Ta zasada prowadzi zazwyczaj do logicznych i racjonalnych odpo-
wiedzi, ale w pewnych szczeg6lnych przypadkach rezultaty otrzymane za po-
moca tej metody mogag by¢ zdumiewajace.

Artykut ma nastepujaca strukture. Pierwsza cze$¢ zawiera krotki opis naj-
bardziej znanych regut stosowanych w przypadku PDWN. W cze$ci drugiej
skupiono si¢ na analizie istoty i mankamentow reguty Hurwicza. W cze$ci trze-
ciej przedstawiono nowe podejécie posiadajace znamiona regut Hurwicza i Bay-
esa. Wnioski zebrano w zakonczeniu.

1. Reguly podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci

Reguty PDWN sa powszechnie znane w §rodowisku ludzi zajmujacych sie teo-
rig podejmowania decyzji i metodami iloSciowymi w ekonomii, lecz dla utatwienia

* Jezeli natomiast scenariuszy jest nieskonczenie wiele, to zamiast macierzy wyptat podaje si¢ dla
kazdej strategii przedziat mozliwych korzysci [w;, m;] (ang. decision making under interval un-
certainty) [Huynh, Hu, Nakamori, Kreinovich 2007].

™ Werod interesujacych prac dotyczacych wielokryterialnego podejmowania decyzji w warunkach
niepewno$ci (WPDWN) warto wymieni¢: Dominiak [2006, 2009].
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dalszego wywodu zostana tu one krotko scharakteryzowane, przy czym z racji pod-
jetego tematu, regulty Hurwicza i Bayesa omowimy nieco dokladniej. Szersze omo-
wienie nizej przedstawionych zasad mozna znalez¢ w licznych pozycjach literatu-
rowych [Ignasiak, red., 1996; Kaufmann, Faure 1974; Pazek, Rozman 2009; Sikora,
red., 2008]. Jak bedzie mozna zaobserwowac, wybdr reguty decyzyjnej powinien
zaleze¢ od preferencji decydenta i przyjetych przez niego zatozen.

Reguta Walda (reguta maximin) zaktada, iz niezaleznie od wybranego wa-
riantu, decydenta spotka zawsze najnizsza z wyptat odpowiadajacych temu wa-
riantowi [Wald 1950a, s. 656-668, 1950b]. Jest wigc ona podej$ciem skrajnie pe-
symistycznym, sprowadzajacym si¢ do wyznaczenia wskaznika w; (poziomu
bezpieczenstwa) dla kazdej alternatywy i do wyboru decyzji maksymalizujace;j
ten wskaznik. W przeciwienstwie do zasady Walda, reguta maximax jest bardzo
optymistycznym podejsciem, w ktérym decydent zawsze spodziewa si¢ wysta-
pienia najkorzystniejszego stanu natury i wybiera decyzje¢ maksymalizujaca
wskaznik maximax m; (poziom optymizmu).

W regule Hurwicza przyjmuje si¢, iz decydent powinien przeprowadzi¢
ranking strategii na podstawie $redniej wazonej poziomu bezpieczenstwa i po-
ziomu optymizmu [Hurwicz 1952, 1951] zgodnie ze wzorem (1), gdzie A; to
wskaznik Hurwicza, w; i m; to minimalna i maksymalna wyplata zwigzana z j-t3
decyzja, a ae<0,1> oznacza wspdlczynnik pesymizmu (ostroznosci). Dla
skrajnych optymistow parametr ten jest bliski zeru, z kolei dla skrajnych pesy-
mistow wspotczynnik a dazy do jednosci. Optymalng strategia czystg jest ta,
ktorej warto$¢ wskaznika 4, jest najwyzsza“ (wzor (2)).

h;=a-w;,+(1-a)-m; ()

hj.:max{hj}:max{a-wj+(1—a)-mj} ()
J J

Reguta Savage’a [1961, s. 173-188] jest takze nazywana regulg minimalne-
go zalu lub regula minimax i polega na wyborze decyzji minimalizujacej mak-
symalng wzgledng strate na podstawie macierzy wzglednych strat.

Reguta Bayesa, zwana roéwniez regulg Laplace’a lub reguta niedostatecznej
racji [Render, Stair, Hanna 2006], zaktada, ze skoro decydent nie jest w stanie
okresli¢, ktory scenariusz ostatecznie wystgpi, to moze on przyjac, iz wszystkie
stany natury sa réwnoprawdopodobne. Wowczas wystarczy obliczy¢ dla kazdej

" Warto podkresli¢, ze w literaturze parametr o opisuje czasami poziom optymizmu decydenta, a nie
poziom jego pesymizmu. Wowczas wzor (1) ma oczywiscie nieco inng posta¢ [Huynh, Hu,
Nakamori, Kreinovich 2007; Groenewald, Pretorius 2011].
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opcji wskaznik Bayesa jako oczekiwang wyptate (3) i wybrac te decyzje, ktorej
wskaznik przyjmuje najwigkszg wartosc (4):

1
b, :;Z,-:alj 3)

b; =maxib;} (4)
J

Stosowanie poszczegdlnych regut PDWN moze doprowadzi¢ do uzyskania
zupelie odmiennych rankingéw i do wskazania roznych optymalnych strategii.
Z wyjatkiem zasady Bayesa, opisane reguly sg przeznaczone wylacznie dla de-
cyzji realizowanych jednokrotnie’. Dodajmy takze, ze reguta Bayesa mocno od-
biega od pozostatych regut klasycznych, gdyz jako jedyna odwotuje si¢ do ra-
chunku prawdopodobienstwa.

2. Analiza reguty Hurwicza

W tej czesci artykulu przeprowadzimy doktadng analize istoty reguly Hur-
wicza i konsekwencji wynikajacych z jej stosowania. Jak juz zasygnalizowano
na poczatku, korzystanie z tej zasady w podejmowaniu decyzji w warunkach
niepewnosci w wiekszosci analizowanych sytuacji decyzyjnych jest rozsadne.
Jednak warto zaznaczy¢, ze ta reguta prowadzi w bardzo specyficznych przy-
padkach do rezultatow sprzecznych z logika i deklarowanymi przez decydenta
preferencjami.

Przyjrzyjmy si¢ blizej konstrukcji wzoru (1), ktory stuzy do wyznaczenia
wskaznika Hurwicza dla poszczegolnych wariantow.

Wz6r uwzglednia jedynie skrajne wyplaty. Posrednie wartosci, tj. a; € (w;, m)),
nie s3 w ogdle brane pod uwagg. Nie ma wigc znaczenia, czy wsrod posrednich wy-
nikow dotyczacych danej strategii wigkszo$¢ jest bliska parametrowi w; badz m;, czy
tez rozktadaja sie one w miare symetrycznie. Pozycja konkretnej decyzji w rankingu
Jest zdeterminowana wylacznie przez w; i m;, przy czym w; # m;.

Powyzsza cecha reguty Hurwicza implikuje dla pary wariantow decyzyj-
nych D, 1 D, nastepujace konsekwencje:

(w, =w, )A(m, >m ) A(ae<00)= (h, > h,) (5)

’ Zaprezentowane zasady omowiono dla probleméw maksymalizowanych. Sposoby zastosowania
wymienionych regut w przypadku kryterium minimalizowanego przedstawiono m.in. w pracy
Gaspars-Wieloch [2012, s. 303-324].
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(w, =w, )a(m, >m)r(@=1)=(h, =h,) (6)
(w, >w, )a(m, =m ) A(aeO1>)= (h, > h,) (7)
(w, >w, )A(m, =m,)r(a=0)=(h, =h,) (8)
(we = w‘,)/\(m(, =m A (ae<0]1>)=(h, =h,) &)

Odnotujmy dodatkowo, ze:

(h,>h))= (@ w,+(1-a)ym,>a-w,+(1-a)-m;)

(h,>h )y (@ w,+m,—a-m,>a-w, +m, —a-m;)

(hy>h;) = (@-(w,—m,)+m, >a-(w, —m,)+m,)

(h,>h;) = (@-(-r,)+m,>a-(-r;)+m;)

(h,>hy) & (a-(ry =r,)>m; —m,) (10)

gdzie r, 1 ry 0znaczaja rozstepy migdzy maksymalng a minimalng wyplata zwig-
zanymi odpowiednio z decyzjami D, i Dr.

Zauwazmy, ze powyzsze implikacje wystepuja zawsze, nawet wowczas, gdy
decydent jest pesymista i zachodzi sytuacja opisana za pomoca wzoru (11) —
wszystkie wyplaty posrednie strategii D, s3 nizsze od wyplat posrednich strategii Dy:

A — —
\v Y a,.,<a, 3 a,,=m, | 3 a,,=w, |A
Ajo#Me j g #M g Qi Aie

Ao FWe A; r#Wy

/\(3 ai,fszj/\(ﬂai,f:wf) (11)
a; ¢ a; r

Szczegodlnym przypadkiem wyzej wspomnianej zaleznoSci jest sytuacja, w ktorej
nierosngce m-elementowe ciggi wyplat rozpatrywanych wariantow spetniajg wa-
runki (12)-(13):

(Se = (al,e’aZ,e ""’am,e))/\ (al,e = me) A (az,e == amfl,e = am,e = we) (12)

(S/ = (au,azgf,...,am‘f))/\ (@, =wN(a, , =a,, =..=a,,, =m,) (13)

Wymienione przypadki, cho¢ niezwykle rzadko wystepujace w praktyce, uzmy-
stawiajg nam zatem bardzo jasno, iz reguta Hurwicza, niezaleznie od warto$ci
wspotczynnika pesymizmu, pomija istotng informacje, jaka jest czestotliwos¢
wystepowania, w multizbiorze wszystkich wyptat zwigzanych z danym warian-
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tem decyzyjnym, wyptat bliskich parametrom w;i m;. Wracajac do analizowanej
pary decyzji D, i D; mozna stwierdzi¢, Ze zaobserwowane nastgpstwa wynikaja-
ce z zastosowania zasady Hurwicza sg dos¢ krzywdzace dla decyzji Dy w przy-
padku relatywnie wyzszych wyptat posrednich, poniewaz nawet wowczas nie
bedzie mogta zaja¢ wyzszej pozycji w rankingu niz strategia D, .

Analizujac specyfike reguty Hurwicza, warto réwniez sprawdzi¢, jakie zna-
czenie majg wspomniane konsekwencje dla poszczegoélnych decydentow.

Decydent optymista (o wspolczynniku pesymizmu bliskim lub réwnym ze-
ro), a wigc osoba zakladajaca, iz czeka jg najwyzsza badz prawie najwyzsza wy-
ptata zwigzana z podjeta decyzja, nie przejmuje si¢ zbytnio wielkos$cig pozosta-
tych, nizszych wyplat. Taki decydent nie poszukuje za wszelkg cene
bezpiecznych wariantow decyzyjnych (przyjeto tu, iz decyzja jest tym bardziej
bezpieczna, im jej wyptaty posrednie sg blizsze wyplacie maksymalnej). Reko-
mendowane przez regute Hurwicza strategie dla decydenta optymisty odzwier-
ciedlaja wiec raczej jego preferencje. Powazny problem pojawia si¢ dopiero
wtedy, gdy wspolczynnik pesymizmu (zwany roéwniez wspotczynnikiem ostroz-
nos$ci) decydenta rosnie, a wigc gdy w procesie decyzyjnym udziat bierze pesy-
mista. Postawa pesymisty wyraza si¢ w sktonnosci do dostrzegania tylko ujem-
nych stron zycia, negatywnej oceny rzeczywisto$ci oraz przysztosci. Stosunek
pesymisty do $wiata jest nacechowany lekiem 1 poczuciem bezsilno$ci
[http://wikipedia.pl]. Pesymista spodziewa si¢, iz spotka go raczej scenariusz
zwigzany z niskg wyplata. Skoro tak jest, to pesymista stara si¢ unika¢ decyzji,
dla ktorych wigkszos$¢ scenariuszy oferuje niskie wyptaty. Takie warianty decy-
zyjne bedziemy nazywaé w skrocie strategiami niebezpiecznymi' . Tymczasem
okazuje sie, ze im wyzszy wspotczynnik ostroznosci, tym gorzej jest uwzgledniane
w rankingu ustalonym na podstawie zasady Hurwicza ostroznosciowe podejscie
decydenta. Powr6¢my do rozpatrywanej wezesniej pary decyzji D, 1 D Ze wzorow
(5) 1 (7) wynika, ze ta reguta nigdy nie zarekomenduje osobom o wysokim wspot-
czynniku pesymizmu decyzji D nawet wtedy, gdyby wystapit przypadek (11) lub
(12)-(13), a roznice m, — my (wWzor 5) 1 w, — wy(wzdr 7) byty bliskie zeru, cho¢ wia-
domo, Ze pesymista postepuje ostroznie i woli wybiera¢ decyzje bezpieczne.

Kolejna kwestia warta poruszenia dotyczy strategii niezdominowanych. Jezeli
potencjalne decyzje sg Pareto-optymalne, to oczekiwaliby$my, ze ranking tych de-
cyzji bedzie, wraz ze zmiang poziomu wspotczynnika ostroznosci, rowniez ulegat

: Przyktadowo jezeli S, = (5,1,1,1,1)1.5,=(5,5,55,1), to h, =hy=a- 1 + (1 =) - 5=5—-4«.

™ Jezeli przyjmiemy (zgodnie z definicja podana na stronie http://wikipedia.pl), ze ryzyko to nie-
bezpieczenstwo wynikajace z mozliwych konsekwencji podjecia danej decyzji, to dla strategii
niebezpieczniej mozna uzywac zamiennie pojecia ,,strategia ryzykowna”.
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zmianom. Tymczasem wzor (10) pokazuje, ze kolejnos¢ wariantow decyzyjnych,
poza wspotczynnikiem pesymizmu, zalezy tylko od warto$ci maksymalnych i od
rozstepow wyplat poszczegdlnych decyzji, ktore s state, co oznacza, iz dla niekto-
rych sytuacji decyzyjnych ranking bedzie si¢ zmieniat bardzo rzadko.

Skoro w regule Hurwicza wazne sa tylko skrajne wyplaty, nasuwa si¢ wniosek,
iz powinno si¢ ja raczej stosowa¢ w problemach, w ktérych dla kazdej j-tej decyzji
wszystkie (a nie tylko niektore) wyplaty z przedzialu <w;,m> s3 mozliwe, a wigc
gdy liczba scenariuszy jest nieskonczona. Natomiast w przypadku zadan ze skon-
czong liczbg wyplat reguta Hurwicza owszem dobrze uwzglednia preferencje decy-
denta, lecz jedynie wtedy, gdy dla kazdego wariantu decyzyjnego rozktad wyptat
jest w miare symetryczny, tj. gdy nie wystgpuja w nadmiarze wartosci zblizone do
jednej ze skrajnych wyplat [ Gaspars-Wieloch 2013].

Zanim przejdziemy do przedstawienia propozycji nowego podejscia, ktore be-
dzie uwzglednia¢ nie tylko preferencje decydenta i skrajne wyptaty dotyczace po-
szczegblnych strategii, lecz takze warto$ci wszystkich wyplat posrednich, co umoz-
liwi uzyskanie sensownych rekomendacji dla szerszego spektrum probleméw
decyzyjnych, zilustrujemy sformutowane wczesniej wnioski fikcyjnym przyktadem.

Zalozmy, ze inwestorzy A 1 B zamierzaja wybra¢ najlepszy projekt, majac do
dyspozycji cztery rdzne biznesplany (P1, P2, P3, P4), przy czym eksperci przewidu-
ja, iz w przysztosci moze wystapi¢ jeden z szesciu scenariuszy (S1, S2, S3, S4, S5,
S6). Inwestor A jest umiarkowanym optymistg i okreslit swoj wspotczynnik pesy-
mizmu a4 na poziomie 0.3. Inwestor B lubi postgpowaé ostroznie — jego wspot-
czynnik pesymizmu ap wynosi 0.7. W tabeli 2 podano przewidywane roczne zyski
(W tys. euro) dla poszczegolnych projektow w zaleznosci od scenariusza.

Tabela 2
Macierz wyptat (studium przypadku)
. Projekt
Scenariusz

P1 P2 P3 P4
S1 5 1 1.5 1
S2 1 4.8 3 1
S3 1 4.8 1.5 4.8
S4 1 4.8 3 1
S5 1 4.8 2 4.8
S6 1 4.8 2 1

Analize por6wnawcza rozpatrywanych projektow utatwi nam tabela 3, w kto-
rej zebrano nastepujace informacje:
w; — wskaznik Walda, poziom bezpieczenstwa (wyptata minimalna),
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m;— wskaznik maximax, poziom optymizmu (wyptata maksymalna),

rj — rozstep (m; —w),

N, — liczba scenariuszy, w ktorych j-ty projekt uzyskuje najlepszy wynik,
n;— liczba scenariuszy, w ktorych j-ty projekt uzyskuje najgorszy wynik.

Tabela 3
Poréwnanie projektow (studium przypadku)
. Projekt
Charakterystyki Pl P - a
w; 1 1 1.5 1
m; 5 438 3 4.8
r 4 3.8 15 3.8
N; 1 5 0 2
Tabela 4
Wskazniki Hurwicza (studium przypadku)
Inwestor
Projekty A (umiarkowany optymista) B (umiarkowany pesymista)
(0 =0.3) (az=0.7)

Pl h§11:0.3~1+0.7~5:3.80 hg1=0.7-1+0.3-5=2.20
P2 hjy =0.3-1+0.7-48=3.66 | hp, =0.7-1+0.3-4.8=2.14
P3 hpy =0.3-1.5+0.7-3=2.55 | hpy=0.7-1.5+0.3-3=1.95
P4 hj, =0.3-1+0.7-48=3.66 | hp, =0.7-1+0.3-4.8=2.14

I. Pl I. Pl

Ranking II. P2iP4 II. P2iP4
1. P3 1. P3

Jak wida¢, najwiekszym rozstepem charakteryzuje si¢ projekt P1 (r; = 4).
To takze ten wlasnie projekt ma szanse¢ wygenerowac najwyzsze zyski (m; = 5).
Jego staba cechg jest to, iz tylko w przypadku jednego scenariusza (S1) plasuje
si¢ on na pierwszym miejscu. W pozostatych pieciu stanach odnotowuje najgor-
sze wyniki. Projekty P2 i P4 majg trzy wspolne cechy (rozstgp, warto§¢ mini-
malng oraz warto§¢ maksymalng), lecz r6znig si¢ istotnie pod wzgledem liczby
najwyzszych i najnizszych zyskow. W przypadku tych dwoch kryteriow projekt
P2 jest zdecydowanie lepszy. Projekt P3, niezaleznie od stanu, przynosi dosc¢
zblizone i relatywnie male korzysci. Jednakze w przypadku tego wtasnie projek-
tu az trzy charakterystyki ujete w tabeli 3 wypadaja najlepiej.
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Teraz przyjrzyjmy si¢ wskaznikom Hurwicza obliczonym dla poszczego6l-

nych projektow w zaleznosci od preferencji inwestora oraz ostatecznym rankin-
gom (tabela 4). Analizujac otrzymane rezultaty, dochodzimy do nastepujacych,
momentami absurdalnych, wnioskéw, ktore jednak potwierdzaja wymienione
wczesniej konsekwencje wynikajace ze stosowania reguty Hurwicza:

1)

2)

3)

4)

Ranking projektow jest identyczny dla umiarkowanego optymisty i pesymi-
sty, co moze by¢ troche zaskakujace, biorac pod uwage specyfike poszcze-
gblnych biznesplanow.

Niezaleznie od rozpatrywanego inwestora wartosci wskaznikow Hurwicza dla
projektow P2 i P4 sg parami takie same, cho¢ doskonale wiadomo, iz projekt P2
dominuje nad P4 (patrz dwie ostatnie charakterystyki ujete w tabeli 3). Para pro-
jektow P2 1 P4 ilustruje przypadek opisany za pomocg wzoru (9).

Projekt P1 zdobyt pierwsze miejsce w obu rankingach. Oznacza to, ze zgod-
nie z reguta Hurwicza jest to rekomendowana optymalna strategia czysta dla
obu inwestorow, nawet dla umiarkowanego pesymisty. Jest to o tyle zdu-
miewajace, ze projekt P1 jest przeciez do$¢ niebezpieczny. Owszem, mozna
w przypadku stanu S1 liczy¢ na najwyzsza wyplate (az 5 tys. euro), ale jezeli
wystapi jakikolwiek inny scenariusz, zyski z realizacji projektu P1 bedg naj-
nizsze. Wybor projektu P1 jest wigc dla pesymisty raczej nieracjonalnym po-
suni¢gciem. Posunigciem sprzecznym z deklarowanym przez niego wspot-
czynnikiem ostroznosci. Projekt P1 ustepuje w rankingu projektowi P3
dopiero przy wspotczynniku pesymizmu przekraczajacym 0.8.

Reguta Hurwicza wyzej plasuje projekt P1 niz P2, co w przypadku inwestora
pesymisty takze budzi kontrowersje. To przeciez projekt P2 wydaje si¢ bar-
dziej pozadany dla inwestora B, gdyz w az pieciu przypadkach na sze$¢ daje
mozliwos$¢ realizacji catkiem wysokiego zysku. Dodajmy, iz nawet gdyby
wspotczynnik ostroznosci pesymisty wzrdst do 0.99, to i tak projekt P1 nadal
uzyskiwalby wyzsza warto§¢ wskaznika niz projekt P2. Relacja pomigdzy
projektami P1 i P2 odpowiada wlasnie sytuacji opisanej za pomocg wzorow
(5), (11)-(13) i nawigzuje do sformutowanego wczesniej ogdlnego wniosku
dotyczacego rankingéw gorzej uwzgledniajacych preferencje decydentow
o wysokich wspoétczynnikach pesymizmu.

. Reguta H+B, czyli hybryda reguty Hurwicza

i reguty Bayesa — prezentacja podejscia

W dotychczasowych rozwazaniach stwierdzilismy, ze rekomendacje uzyski-

wane za pomocg reguty Hurwicza mogg nie do konca odzwierciedla¢ upodobania
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decydenta. Wniosek ten jednak dotyczyl jedynie sytuacji, w ktdrej przynajmnie;j je-
den z wariantéw decyzyjnych charakteryzuje si¢ zbiorem wyplat z przewazajaca
liczbg zyskow albo bliskich m;, albo bliskich w;. W pozostatych przypadkach
(. gdy wyplaty sa roztozone w miare symetrycznie) zasada Hurwicza proponuje
sensowne rozwigzania.

W tej czesci artykulu zostanie zaprezentowana pewna istotna modyfikacja
analizowanej reguly, dzieki ktorej bedzie mozna znaczaco zredukowac skutki
zaobserwowanego mankamentu i otrzymac logiczne odpowiedzi dla szerszego
spektrum problemow decyzyjnych. Proponowana zasada, podobnie jak reguta
Hurwicza, pozwala wskaza¢ optymalng strategi¢ czysta przy zalozeniu, ze liczba
stanéw jest skonczona oraz ze decydent jest w stanie okresli¢ swoj wspotczynnik
pesymizmu. Metoda ta bierze pod uwagg nie tylko postawe decydenta, lecz tak-
ze specyfike zbiorow wyplat wszystkich alternatyw.

Idea proponowanego podejscia, tj. reguty H+B, jest bardzo prosta. Podobnie jak
w przypadku oryginalnej wersji reguty Hurwicza, tu réwniez trzeba bedzie wyzna-
czy¢ dla kazdej decyzji pewng $rednia wazong wyptat, a nastepnie wskazac te decy-
zje, ktorej wskaznik jest najwyzszy. Jednak zupehie inaczej bedzie obliczany ten
wlasnie wskaznik, nazwijmy go wskaznikiem H+B, czyli hb;. Na poczatek trzeba be-
dzie przedstawi¢ zbior wyptat w postaci nierosnacego ciggu wyptat. Gdy deklarowa-
ny wspotczynnik pesymizmu bedzie sie miesci¢ w przedziale <0, 0.5>, to parametr
o bedziemy mnozy¢ nie przez najnizsza wyplate, lecz przez sume (m — 1) najniz-
szych wyrazow tego ciggu (gdzie m oznacza liczbe scenariuszy), natomiast wspot-
czynnik optymizmu (czyli f) — jedynie przez najwyzsza wyplate. Z kolei gdy dekla-
rowany wspotczynnik pesymizmu bedzie naleze¢ do przedziatu <0.5, 1>, to parametr
o bedziemy mnozy¢ przez najmniej korzystna wyptate, a wspotczynnik optymizmu —
przez sume (m — 1) najwyzszych wyptat (przy a = 0.5 nie ma znaczenia, ktéra meto-
de zastosujemy). Jak wida¢, przy obliczeniach wezmiemy pod uwage wszystkie wy-
platy, a takie zalozenie jest z kolei charakterystyczne dla zasady Bayesa. Dlatego
wlasnie proponowang regule nazwano hybryda regut Hurwicza i Bayesa. Aby
wskazniki hb; miescity si¢ w przedziale <w;, m>, wspomniane sumy odpowiednio
zwazonych wyplat zostang na koniec podzielone przez sumg wszystkich wag.

Powyzsza propozycja wymaga wyjasnienia. Ot6z dzigki takiemu podejsciu
mamy mozliwo§¢ uwzglednienia czgstotliwo$ci wystepowania wyplat najwyz-
szych i najnizszych. Oznacza to, ze pesymiscie zostanie wskazana ta strategia,
ktérej najnizsza wyplata jest wzglednie najwyzsza lub ktérej najwyzsze wyptaty
wystepuja stosunkowo czesto (taki rozklad jest preferowany przez pesymistow,
gdyz daje poczucie bezpieczenstwa), poniewaz jego wspotczynnik optymizmu
bedzie wagg dla kazdej wyptaty oprocz jednej, tej, ktora znajduje si¢ na koncu
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nierosnacego ciagu wyplat. Z kolei optymiscie, zgodnie z regula H+B, zostanie
zarckomendowana ta strategia, ktorej najwyzsza wyptata jest wzglednie naj-
wieksza, lecz ktorej najkorzystniejsze wyptaty wystepuja niekoniecznie czesto,
poniewaz optymista takiego zabezpieczenia nie potrzebuje — liczy na to, ze be-
dzie mial szczgsécie i ze wystapi akurat najlepszy scenariusz dla wybranej decy-
zji. Wspolczynnik pesymizmu bedzie w tym przypadku wagg dla kazdej wyptaty
oprocz jednej, tej, ktora zajmuje pierwsza pozycje w ciggu wyplat (patrz rys. 1).

PESYMISTA
05<qa<=1
s/
a ﬁ
i a2 - a .
as
OPYTMISTA

Rys. 1. WaZenie wypfat w regule H+B

Stosowanie reguty H+B sprowadza si¢ do realizacji nastepujacych krokow:
Krok 1. Wyznaczy¢ dla kazdej decyzji nierosnacy ciag wyplat Sg;:

Sq; = (alj,...,asj,...,amj) (14)
gdzie:
— s jest numerem wyrazu tego ciagu,
ag;2a,,; s=12,...ml), a;,=m;, a, =w,.

. 7 C 1 . I )4 o 0.5
Krok 2. Obliczy¢ dla kazdej decyzji wskaznik hb ; (hbj', hb; lub hb;” w za-
leznosci od parametru o).

1) Jezeli a €(0.5,1 >, obliczy¢ wskaznik hbfJ zgodnie ze wzorem (15):

m—1
Ay Ay +ﬂp 'ZaSJ
p s=1

T m-n-a)+a (1)
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2) Jezeli a €<0,0.5), obliczy¢ wskaznik hb;’ zgodnie ze wzorem (16):

m
a, )a;+p, ay,

[ s=2

;o (m-1)-a+l-a

(16)

3) Jezeli o= 0.5, obliczy¢ dla kazdej decyzji wskaznik kb, korzystajac ze wzoru (17):
0.5 _ P _ o __
hb;” = hbj’ = hbj = b, (17)

Jak wida¢, w tym przypadku nie ma znaczenia, ktéra formuta zostanie zastoso-

wana (hb j’ czy hb}), poniewaz oba wzory prowadza do uzyskania tych samych

wartosci, ktore sg zreszta rowne wskaznikom Bayesa, gdyz wagi dla wszystkich
wyplat sg identyczne.
Krok 3. Wybrac¢ te strategie, ktora spetnia warunek (18):

b} = max{hb;} (18)

Z konstrukcji metody wynika, ze w odréznieniu od reguly Hurwicza, suma
wszystkich wspotczynnikow uzytych jako wagi dla poszczegdlnych wyptat be-
dzie zazwyczaj wicksza od jednos$ci. Aby wiec otrzymaé wskazniki spetniajace
warunek (19), co oczywiscie nie zmienia rankingu decyzji, lecz jedynie propor-
cjonalnie obniza wartosci wszystkich wskaznikéw, warto podzieli¢ wazone su-
my wyplat przez sume¢ wszystkich uzytych wag. W przypadku pesymisty raz jest
stosowany wspolczynnik pesymizmu (a) i (m — 1) razy jest wykorzystywany
wspotczynnik optymizmu (f = 1 — a), co w sumie daje (m — 1)(1 — o) + a (patrz
mianownik we wzorze (15)). Natomiast w przypadku optymisty jedna wyptata
jest mnozona przez wspotczynnik optymizmu (5 =1 — «), a (m — 1) wyptat mno-
zymy przez wspotczynnik ostroznosci (a), czyli suma wszystkich wag wynosi
(m—1)-a+1-a (patrz mianownik we wzorze (16)).

w, <hb, <m; (19)
Z konstrukcji proponowanych wzorow (15) i (16) wynika, ze we wskazni-

kach ustalanych dla pesymisty wraz ze wzrostem liczby scenariuszy maleje zna-
czenie minimalnej wyptaty i ro$nie znaczenie sumy (m — 1) najwyzszych wyptat,
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za$ we wskaznikach obliczanych dla optymisty maleje znaczenie maksymalnej
wyplaty i ro$nie znaczenie sumy (m — 1) najnizszych wyptat. Taka zalezno$¢ nie
wystepuje w pierwotnej wersji reguty Hurwicza — niezaleznie od liczby stanow
wazne sg tylko dwie wyptaty: maksymalna i minimalna. Tu natomiast jest wi-
doczny wptyw zasady Bayesa, z ktorej wynika, ze szansa wystapienia danego
scenariusza (takze tego najbardziej i najmniej korzystnego) maleje, im scenariu-
szy jest wiecej. Reguta H+B daje wigc nastgpuje korzysci:

— dla pesymisty: im wigcej jest stanow, tym wyzszy wskaznik otrzyma wariant
decyzyjny, dla ktorego wigkszo$¢ scenariuszy oferuje wyptaty bliskie warto-
$ci maksymalnej zwigzanej z tym wariantem (jest to pewna forma zabezpie-
czenia dla pesymisty),

— dla optymisty: im wiecej jest scenariuszy, tym mniejszy wskaznik otrzyma
wariant decyzyjny, dla ktorego wigkszo$¢ stanow oferuje wyplaty bliskie
warto$ci minimalnej zwiazanej z tym wariantem (dzi¢ki temu optymiscie zo-
stanie zarekomendowana strategia, ktorej najwyzsze wyptaty sa znacznie
wyzsze od najwyzszych wyptat innych strategii).

Ostatecznie wigc mozemy stwierdzi¢, ze wskazniki H+B uwzgledniajg dwie
informacje: 1) poziom pesymizmu (badz optymizmu) decydenta (cecha charak-
terystyczna dla reguty Hurwicza), 2) szanse realizacji poszczegélnych wyptat
(cecha reguty Bayesa).

Wazenie wszystkich wyptat, a nie tylko skrajnych wartosci, daje istotng przewa-
ge reguty H+B nad regutag Hurwicza np. wowczas, gdy decydent ma do wyboru dwie
decyzje (D, 1 D) o zbiorach wyplat przedstawionych na rys. 2. Decyzja D, charakte-
ryzuje si¢ jedng bardzo wysoka wyptata (kilkakrotnie przewyzszajaca maksymalng
wyplate zwigzang z decyzja D)), natomiast pozostate jej wyplaty sa kilkakrotnie nizsze
od minimalnej wyplaty decyzji D,. Z kolei wyplaty decyzji D, sa do§¢ wyro6wnane
1, poza jednym scenariuszem, wyzsze od wyptat decyzji D,,.

_

ai

b1 bz
| |

Rys. 2. Zbiér wyptat dla decyzji Da i Dy
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Decydent o nastawieniu mocno pesymistycznym powinien raczej by¢ zaintere-
sowany realizacja strategii D,, ktorej rozktad wyplat jest bardziej bezpieczny. Regu-
fa Hurwicza i reguta H+B zaproponuja decydentowi strategie D,, gdy maksymalna
wyplata tej decyzji bedzie spelnia¢ odpowiednio warunek (20) i (21):

(l-a)-a +a-a;>(1-a) b +a-bg

JU-a) b ta (b —ap) (20)
: -
(l-a)-(a,+a,+a,+a,+as)+a-qa S (A-a) (b +b,+b,+b,+ b))+ b
S5 l-a)+a 5:(l-a)+a 1)
> (d-a)-(by+b, +b,+b,+b;—a,—a,—a, —as)+a-(by—ay)
-«

Jak wida¢, minimalny poziom parametru a; dla reguty Hurwicza jest znacznie
nizszy od minimalnego poziomu tego parametru dla reguty H+B (wynika to
m.in. z tego, ze w liczniku we wzorze (21) wystepuja ze znakiem dodatnim
wszystkie wyptaty decyzji D,, a nie tylko skrajne wartosci). Zatem konkluzja
jest taka, ze klasyczna reguta Hurwicza sugeruje pesymistom decyzje o rzadkich
wysokich wyptatach przy stosunkowo malej przewadze maksymalnej wyptaty
nad maksymalnymi wyplatami innych strategii.

Reguta H+B stanowi pewne posrednie narzedzie decyzyjne miedzy reguta
Hurwicza a reguta Bayesa. Dla wspdtczynnikéw a oscylujacych wokot wartosci
0.5 prezentowana zasada proponuje takie same rankingi, jak rankingi generowa-
ne za pomoca reguly Bayesa, co jest zrozumiate, gdyz podobnie sg wazone
wszystkie wyptaty. W przypadku skrajnych pesymistow badz optymistow ran-
kingi H+B przypominajg rankingi uzyskiwane na podstawie zasady Hurwicza,
zwlaszcza wowczas, gdy liczba scenariuszy jest mata. W pozostatych sytu-
acjach, a wigc gdy mamy do czynienia z umiarkowanymi pesymistami badz
optymistami lub gdy liczba stanéw natury jest duza, ranking wariantdéw propo-
nowany przez zasade H+B nie przypomina juz rankingéw otrzymywanych za
pomoca wspomnianych regul klasycznych. W przypadku decyzji niezdomino-
wanych rankingi generowane przez zasade H+B beda bardziej wrazliwe na po-
ziom parametru a, niz ma to miejsce przy regule Hurwicza, gdyz zmiana wspot-
czynnika ostroznosci bedzie wymagaé zmiany wag dla wszystkich wyptat (a nie
tylko skrajnych) we wskazniku £b;.
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Tabela 5
Wskazniki H+B (studium przypadku)
Inwestor
Projekty A (umiarkowany optymista) B (umiarkowany pesymista)
(as=0.3) (a5=0.7)
- he, = 03:5+0.7-5 o h = 07-1+03-9
(6-1)-03+(1-03) 0.7 +(6-1)1-0.7)
- e, = 03-202+0.7-48 _, 0 h, = 07140324 o
(6-1)-03+(1-0.3) 0.7 +(6-1)1-0.7)
_ 03104073 _ , _07-15403-115
P3 P 6-1)-03+(1-0.3) 3 P 07+6-D1-07)
0.3-8.8+0.7-4.8 0.7-1+0.3-12.6
ho =—— 22T RS 573 hh =— T2 2D g
P4 P4 (6-1)-03+(1-0.3) P07+ (6-1)(1-0.7)
. P2 . P2
. I. P4 1. P3
Ranking 1L P3 1L P4
IV. P1 IV. P1

Na koniec tej czeSci powrd¢my do przyktadu analizowanego wczesniej. W ta-

beli 5 pokazano sposob wyznaczania wskaznikow H+B dla umiarkowanego opty-
misty i umiarkowanego pesymisty:

1)

2)

3)

Tym razem rankingi wygenerowane dla obu inwestorow nieco si¢ rdznig.
Wiynika to z faktu, ze zmiana wartosci parametru a powoduje zmiang warto-
sci wag dotyczacych wszystkich wyplat (a nie tylko skrajnych).

W obu przypadkach jest rekomendowany projekt P2, i jest to raczej rozsadny
wybor, gdyz ani inwestor A nie jest skrajnym optymistg, by zdecydowac si¢
na projekt P1, ani inwestor B nie jest radykalnym pesymista, by zdecydowacé
si¢ na projekt P3. A projekt P2 z jednej strony, o ile wystapia korzystne sce-
nariusze, daje wysokie wyptaty, a z drugiej jest relatywnie bezpieczny, gdyz
czestotliwos¢ pozadanych wynikdéw jest tutaj najwyzsza.

Projekt P4 uzyskuje nizszg wartos¢ wskaznika H+B niz projekt P2, co jest
logiczne, gdyz projekt P4 jest zdominowany przez ten projekt. Na taka domi-
nacje nie wskazywaly natomiast rezultaty otrzymane za pomoca klasycznej
reguty Hurwicza. Tam zawsze hp, = hpy.

Zakonczenie

W pierwszych dwoch czgéciach artykulu pokazano, iz w niektorych przy-

padkach reguta Hurwicza stosowana przy PDWN moze prowadzi¢ do dos¢ za-
skakujacych wynikow, proponujac rankingi stabo uwzgledniajace preferencje
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decydentow (zwlaszcza pesymistow). Zasugerowano rowniez, by te regute wy-
korzystywac¢ tylko w przypadku probleméw, w ktorych: 1) liczba scenariuszy
jest skonczona, ale rozktad wyptat dla poszczegolnych decyzji jest w miare syme-
tryczny lub gdy 2) liczba scenariuszy jest nieskonczona i kazda wypflata z przedzia-
tu <w;, mp> jest mozliwa.

Natomiast w trzeciej czgsci zaproponowano regute H+B, ktora stanowi hy-
bryde reguty Hurwicza i reguty Bayesa. Opracowano ja gléwnie z mysla o zada-
niach ze skonczong liczbg standow natury i ze skonczonym zbiorem wyptat dla
kazdej decyzji, cho¢ przy odpowiedniej modyfikacji zaproponowanych wzoréow
zaprezentowang regute mozna takze stosowaé¢ w zadaniach z cigglym rozktadem
wyplat. Regula H+B byla testowana nie tylko w ramach omdwionego studium
przypadku, lecz takze w innych problemach decyzyjnych (z typowymi i niety-
powymi rozktadami wyptat). Przy typowych rozktadach rankingi uzyskiwane za
pomoca reguty Hurwicza i podejscia zmodyfikowanego sg bardzo zblizone i ra-
cjonalne. Ze wzgledu na to, iz reguta H+B usrednia, cho¢ réznymi wagami,
wszystkie wyplaty, moze ona by¢ przydatna zarowno przy jednokrotnej, jak
i wielokrotnej realizacji wybranej decyzji, cho¢ w tej drugiej sytuacji nalezy by¢
ostroznym, gdyz w dtuzszym okresie wspotczynnik pesymizmu decydenta moze
si¢ zmieni¢! Reguta H+B nie tylko pozwala deklarowac swoje preferencje, ale je
faktycznie uwzglednia w proponowanych rankingach. Bierze ona bowiem pod
uwage wspoélczynnik ostroznosci decydenta oraz czgstotliwo$¢ wystepowania
korzystnych i niekorzystnych wypftat. Dzigki takiej konstrukcji, nawet w przypadku
probleméw z do$¢ specyficzng tabelg wyptat, rankingi otrzymane za pomoca tej
metody lepiej odzwierciedlajg faktyczne preferencje decydentéw, a wiec mogg by¢
dla nich skutecznym narzedziem wspierajacym proces decyzyjny.

Na koniec dodajmy, Zze zaproponowana koncepcja poszukiwania optymal-
nej strategii czystej nie jest catkowicie nowym pomystem. W literaturze mozna
znalez¢ wiele opracowan zawierajacych opisy roznych metod stanowiacych hy-
bryde kryterium Hurwicza i kryterium Baysesa (lub hybryde innych klasycznych
regut PDWN). Warto jednak podkresli¢, ze istniejace juz procedury wykorzystu-
jace oba podejécia charakteryzujg si¢ odmienng konstrukcjg i przeznaczeniem
(dotycza one raczej podejmowania decyzji w warunkach ryzyka ze wzgledu na
wprowadzenie prawdopodobienstwa) niz reguta H+B. Przyktadowo w ksigzce
Ellsberga [2001] mozna znalez¢ opis metody nazwanej ,,the restricted Bay-
es/Hurwicz criterion”, w ktorej wybdr optymalnego wariantu jest uzalezniony
nie tylko od wspotczynnika pesymizmu « €< 0,1 >, lecz takze od wspolczynnika
niejednoznacznosci p € <0,1> (ang. degree of ambiguity). Determinuje on praw-
dopodobienstwa poszczegolnych wyplat. Im nizszy, tym wicksze znaczenie przypi-
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suje sie warto$ciom skrajnym. Z kolei Basili 1 Zappia [2010, s. 449-474] oraz Ghira-
dato i inni [2004, s. 133-173] proponuja kryterium ,,a0-MEU ” (ang. a-maxmin
expected utility decision criterion), w ktérym uwzglednia si¢ zarowno prawdopodo-
bienstwa dla poszczegdlnych wyplat, jak i poziom pesymizmu [Marinacci 2002,
s. 755-764]. Na podstawie koncepcji CEU (ang. Choquet expected utility) Basili
opracowal takze metode przypisujaca inne prawdopodobienstwa wartosciom po-
srednim i inne prawdopodobienstwa wartoSciom skrajnym [Basili 2006, s. 1721-
1728; Basili, Chateauneuf, Fontini 2008, s. 485-491; Gilboa 2009]. Obok wymie-
nionych juz podejé¢ warto wspomnieé tez o pracy Nakamury [1986, s. 147-162]",
w ktdrej zaprezentowano pewne rozmyte rozszerzenie reguty Hurwicza oparte na
odlegltosci Hamminga miedzy dwoma zbiorami (g.u.s i g.1.s, ang. the greatest upper
set, the greatest lower set) rozmytej uzytecznosci.
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A HYBRID OF THE HURWICZ AND BAYES RULES
IN THE DECISION MAKING UNDER UNCERTAINTY

Summary

The Hurwicz rule and the Bayes rule are classical approaches applied in the decision
making under uncertainty. This situation occurs when the decision maker may choose one
of several alternatives and he or she is only able to assign to each of them an interval of po-
tential payoffs or a set of possible profits. In both cases the answer obtained depends on the
state of nature (scenario) which will happen, but in the first case the set of scenarios is in-
finite and in the second one — it is finite. The Hurwicz measure, with the aid of the coef-
ficient of pessimism and the coefficient of optimism, enables to find the optimal pure
strategy when the decision selected is performed only once. Meanwhile the Bayes crite-
rion is designed to indicate the optimal pure or mixed strategy when the variant chosen is
performed once or many times.

In the first part of the article the author analyzes the Hurwicz rule and illustrates
cases when the use of this criterion leads to quite unexpected results which seem to be
contradictory with the logic and do not reflect the decision maker’s preferences. In the
second part a proposal of an approach for optimal pure strategy searching (by means of
formulas considering both the coefficients of pessimism and optimism, as well as the
whole set of payoftfs) is presented. This procedure (H+B rule) combines elements of the
Hurwicz criterion and the Bayes criterion, but is deprived of disadvantages typical of the
Hurwicz rule. The rule suggested takes into consideration both extreme payoffs and in-
termediate payoffs, which enables to receive rational recommendations for a larger spec-
trum of decision problems. The H+B rule may be applied in the decision making process
under uncertainty when the number of potential scenarios and the set of possible payoffs
are finite, however a slight modification of the equations proposed enables to use this
procedure in problems with continuous payoffs.



