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Wprowadzenie

Nieparametryczne metody regresji mozna zdefiniowaé jako takie, w kto-
rych posta¢ modelu nie jest jednoznacznie okreslona, w tym sensie, ze wystepuje
przynajmniej jeden z ponizszych przypadkow:

— nie jest $cisle zadana posta¢ analityczna funkcji sktadowych modelu,

— liczba funkcji sktadowych modelu nie jest z géry ustalona,

— na etapie budowy modelu nie jest jednoznacznie okreslony zestaw zmien-
nych, ktéry zostanie uwzgledniony w modelu koncowym.

Ponadto, w modelach nieparametrycznych nie zachodzi konieczno$¢ testo-
wania normalno$ci rozktadu sktadnika losowego, czy sprawdzania wspotlinio-
wosci zmiennych objasniajacych.

Metody nieparametryczne stanowia podejsécie alternatywne w stosunku do
klasycznej metody regresji wielorakiej, poniewaz zostaty skonstruowane tak, by
rozwigzywaly zadania regresji, kiedy cho¢ czgs¢ restrykcyjnych zalozen kla-
sycznego modelu liniowego nie jest spelniona. W zwiazku z tym modele niepa-
rametryczne charakteryzuja si¢ duzo wigksza elastycznos$cia, a dodatkowo za-
kres ich potencjalnych zastosowan jest znacznie szerszy.

Nieparametryczne metody regresji sa zroznicowana i dynamicznie rozwija-
jaca si¢ grupa metod statystycznej analizy danych. Decydujacym czynnikiem,
ktory wplynal na ich rozwdj byl postep technologii informatycznych, ktory
umozliwit budowg modeli z wykorzystaniem ztozonych algorytméw numerycz-
nych.
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W tym artykule przedstawiono wykorzystanie regresji nieparametrycznej
do modelowania wielko$ci oszczedno$ci gospodarstw domowych. Analize prze-
prowadzono na danych rzeczywistych, pochodzacych z badania przeprowadzo-
nego w 2000 r. przez Gtowny Urzad Statystyczny [GUS, 2001].

Przeprowadzone badania poréwnawcze pokazuja, ze niemozliwe jest wska-
zanie najlepszej metody regresji, ktora w kazdej sytuacji, niezaleznie od rozwa-
zanego zbioru danych, dawalaby najnizsze btedy predykcji [Meyer et al., 2003].
W przypadku szacowania wielko$ci oszczgdnosci gospodarstw domowych nie
bylo tez merytorycznych argumentéw wspomagajacych wybor metody regres;ji.
Zastosowano wigc procedure polegajaca na zbudowaniu kilku modeli regres;ji
nieparametrycznych i wybrano model o najlepszej zdolnosci predykcji, ktory na-
stepnie poprawiono poprzez wyeliminowanie z niego zmiennych nieistotnych.
Wszystkie obliczenia i analizy wykonano z wykorzystaniem programu staty-
stycznego R.

1. Analizowany zbiér danych

W analizie, majacej na celu modelowanie wielko$ci oszczgdnosci gospo-
darstw domowych, wykorzystano dane uzyskane z badania przeprowadzonego
metoda reprezentacyjng przez GUS w roku 2000. Bylo to badanie budzetéw go-
spodarstw domowych, ktore spelnia wazng role w analizach poziomu zycia Po-
lakow, poniewaz jest zrodlem informacji m.in. o przychodach, rozchodach czy
spozyciu ilosciowym zywnosci dla réznych grup ludnosci. Otrzymywane wyniki
sa wykorzystywane do opracowan prognostycznych oraz analiz ekonomicznych.

W niniejszym artykule modelowano wielko$¢ oszczednosci na podstawie
danych dotyczacych gospodarstw domowych pracownikow, tj. gospodarstw,
w ktorych wylacznym lub gtéwnym zrédlem utrzymania byt dochod z pracy na-
jemnej w sektorze publicznym lub prywatnym.

Kroétka charakterystyke analizowanego zbioru danych, ktéry na potrzeby tej
pracy nazwano Budzety, przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1

Charakterystyki zbioru danych Budzety

Liczebnos¢ Liczba zmiennych objasniajacych

zbioru ilorazowych porzadkowych nominalnych
14 423 3 3 1
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Zmiennymi objasniajacymi w zbiorze Budzety sa:

doch — miesieczny dochdd gospodarstwa domowego,

wydg — miesieczne wydatki gospodarstwa domowego,

kim — klasa miejscowosci (wyrdzniono miasta o liczbie mieszkancow:
powyzej 500 tys., 200-500 tys., 100-200 tys., 20- 100 tys., oraz
wies),

trb — typ rodziny biologicznej (wyrdzniono malzenstwa: bez dzieci,
z jednym dzieckiem na utrzymaniu, z 2 dzieci na utrzymaniu, z 3
dzieci na utrzymaniu, z 4 i wigcej dzieci na utrzymaniu, samot-
nych rodzicéw z dzie¢mi na utrzymaniu oraz pozostate),

ocdoch  — subiektywna ocena dochoddéw gospodarstwa, ktora jest zwiazana
z odpowiedzia na pytanie ankietowe ,,czy gospodarstwo wiaze
koniec z koncem?”,

przynpie — warto$¢ przychodéw niepieni¢znych gospodarstwa, pochodza-
cych np. z darowizn lub niepieni¢znej pomocy spotecznej,

wggd — wyksztalcenie glowy gospodarstwa domowego (wyrdézniono oso-

by: bez wyksztalcenia, z wyksztalceniem podstawowym, zasadni-
czym zawodowym, Srednim oraz wyzszym),
za$ zmienna zalezna jest:

0szcz — wielko$¢ oszczednosci gospodarstwa domowego [w zt].

W trakcie przygotowywania zbioru do analizy wykryto dwie obserwacje
odstajace, ktore usunigto ze zbioru Budzety. Jedna z tych obserwacji zawierata
ujemna wielkos$¢ oszczednoscei, a druga — oszczednosci rowne 210 tys. zb, roéznita
si¢ od mediany o ponad 500 odchylen ¢wiartkowych. Ostatecznie w badaniu
wykorzystano zbior ztozony z 14 423 obserwacji.

W tabeli 2 przedstawiono wybrane statystyki opisowe dla zmiennej zaleznej
oszcz. Zaobserwowano bardzo silne zréznicowanie zmiennej zaleznej, jak i silna
asymetri¢ prawostronng (zestandaryzowany moment centralny trzeciego rz¢du
rowny 9,2). Wyklucza to modelowanie wielkosci oszczednosci z wykorzysta-
niem klasycznej, liniowej metody regresji wielorakie;j.

Tabela 2

Charakterystyki opisowe zmiennej zaleznej oszcz w zbiorze danych Budzety

Srednia Odchylenie standardowe Wspodtczynnik asymetrii
735,5 zt 1054,2 z 9,2
Minimum Mediana Maksimum
0 zt 455 zt 38 480 zt
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2. Metody regresji wykorzystane w analizie

Wybor najlepszej metody regresji do rozwiazania zadanego problemu jest
dylematem, z ktorym spotkato si¢ wielu badaczy. Tak jak juz wspomniano we
wprowadzeniu, niemozliwe jest wskazanie najlepszej metody, ktora niezaleznie
od rozwazanego zbioru danych, generuje modele o najmniejszych btedach sred-
niokwadratowych. W tej analizie takze charakter badanego zbioru danych nie
determinuje wyboru odpowiedniej metody. Zaproponowano wigc zastosowanie
procedury, ktéra polegata na zbudowaniu wielu modeli regresji (dla réznych
warto$ci parametréw) i wyborze najlepszego z nich (pod wzgledem doktadnosci
predykcji), ktory to model zostal nastgpnie poprawiony poprzez wyeliminowanie
z zestawu zmiennych objasniajacych, tych cech, ktore nie wplywaly istotnie na
wielko$¢ oszczednosci (oszcz).

Jak wspomniano, w pierwszym etapie badania zbudowano wiele modeli, za
pomoca nastepujacych nieparametrycznych metod regresji :

— metody rzutowania PPR [Friedman, Stuetzle, 1981],

— metody ACE polegajacej na jednoczesnej transformacji wszystkich zmien-
nych [Breiman, Friedman, 1985],

— metody rekurencyjnego podziatu — RPART [Breiman et al., 1984],

— metody polegajacej na roéwnolegltym taczeniu drzew regresyjnych [Breiman,
1996] (oznaczonej jako BAGGING),

— stochastycznej, addytywnej metody drzew regresyjnych MART [Friedman,
1999a, 1999b],

— metody zagregowanych drzew regresyjnych Breimana — RANDOM FO-
RESTS [Breiman, 2001],

— wielowymiarowej metody krzywych sklejanych POLYMARS [Kooperberg et
al., 1997],

— metody wektorow nosnych SVM [Vapnik, 1998],

— metody wykorzystujacej sieci neuronowe (oznaczonej jako NNET) [Bishop, 1995].

Dla kazdej z wymienionych metod zbudowano (wykorzystujac odpowied-
nie funkcje programu statystycznego R) modele dla réznych zestawoéw parame-
trow. Jednak w ostatecznym zestawieniu dang metodg reprezentuje tylko jeden
model — ten w ktorym wykorzystano optymalna konfiguracje wartosci parame-
trow (dajaca najmniejsze wartosci btedu Sredniokwadratowego). Zwienczeniem

*  Wymienione nieparametryczne metody regresji byly przedmiotem badan autorki w poprzednich
latach, ktorych wyniki zostalty opisane w innych publikacjach. W tym miejscu ograniczono sig¢
jedynie do podania artykutow zroédlowych, w ktérych mozna znalezé szersza charakterystyke
tych metod.
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tego etapu procedury badawczej jest stworzenie rankingu modeli (tabela 3), pod
wzgledem doktadnosci predykcji, ocenianej za pomoca estymatora punktowego,
jakim jest blad $redniokwadratowy, ktory zostal obliczony metoda sprawdzania
krzyzowego (MSEcy).

Tabela 3

Bledy sredniokwadratowe MSE ¢y obliczone dla modeli otrzymanych
réznymi metodami regres;ji, dla zbioru Budzety

Metoda Btad MSE ¢y
MART 732 410
PPR 738 286
R.FOREST 742 864
ACE 745 925
NNET 759 690
POLYMARS 765 690
SVM 777 784
BAGGING 803 413
RPART 821577

Metoda Btad MSEcy

W tym przypadku, najlepszym pod wzgledem zdolnosci predykcyjnych jest
model zbudowany addytywna metoda drzew regresyjnych MART. Charakteryzuje
si¢ on najnizszym bledem s$redniokwadratowym obliczonym metoda sprawdzania
krzyzowego (MSEy). Model ten zostat wykorzystany w dalszej analizie.

3. Identyfikacja zmiennych istotnych i nieistotnych

Jedna z najwickszych wad nieparametrycznych metod regresji jest to, ze
wigkszos$¢ z nich dziata na zasadzie ,,czarnej skrzynki”’. Wyjatek stanowi metoda
rekurencyjnego podziatu, dla ktorej Breiman zaproponowat miernik oceny sity
wpltywu kazdej ze zmiennych objasniajacych na zmienna zalezna [Breiman
et al., 1984]. Dla zmiennej X; miarg t¢ mozna przedstawi¢ w postaci:

WT(X,-)=\/Z<0§'1(U(1?)=J'), (1)

gdzie: T'to model drzewa regresyjnego, P — liczba weztow tego drzewa,
u(p) to numer zmiennej objasniajacej wystepujacej w wezle p, zas wspotczynnik

2 .
®, dany jest wzorem:

" Wezel reprezentuje w graficznej postaci drzewa (grafie) podzial segmentu na dwa podzbiory
[Gatnar, 2001].
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Warto$ci wspotczynnika (0; , zsumowane po wszystkich wezlach p, w ktoérych
wystgpuje zmienna objasniajaca X;, reprezentuja wplyw tej zmiennej na Y.

Wzér (1) moze zosta¢ w prosty sposob uogdlniony i zastosowany dla mode-
li zagregowanych drzew regresyjnych, w tym rowniez dla modeli uzyskanych
metoda MART [Hastie et al., 2001, s. 332]. W modelach tych sile¢ wptywu kaz-
dej ze zmiennych X; na zmienng zalezna Y okresla miara

X)) = \/%i(WTk X)), )

k=1

gdzie 7 jest modelem sktadowym — pojedynczym drzewem regresyjnym (dla

k=1,...,K).

Funkcja gbm, z biblioteki gbm programu statystycznego R, pozwala na ob-
liczenie miary przedstawionej wzorem (3) i zbudowanie rankingu zmiennych
objasniajacych pod wzgledem ich wptywu na zmienna zalezna. Ranking ten,
wraz z procentowym oszacowaniem wplywu zmiennych objasniajacych na
zmienng oszcz, przedstawiono w tabeli 4.

Tabela 4

Ranking zmiennych objasniajacych pod wzgledem ich sity wptywu
na zmienna oszcz, dla metody MART

Nr Zmienna Sita wptywu na

objasniajaca zmienng 0szcz
1 Doch 77,7 %
2 Wydg 10,4 %
3 Przynpie 4,5%
4 Ocdoch 3,6 %
5 Klm 2,3 %
6 Wggd 1,0 %
7 Trb 0,4 %

Przedstawiony ranking zmiennych pokazuje, iz najwigkszy wptyw na wiel-
kos$¢ oszczednosci ma dochod gospodarstwa domowego. Relatywnie silng zalez-
no$¢ obserwuje si¢ rowniez pomigdzy zmienna oszcz a wydatkami badanych go-
spodarstw. Mozna powiedzie¢, ze jest to wynik zgodny z oczekiwaniami
badacza i teorig ekonomii. Najmniejszy wptyw na wielko$¢ oszczgdnosci ma
zmienna przedstawiajaca typ rodziny biologiczne;.
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W dalszej czgsci analizy starano si¢ wyodrgbni¢ zmienne istotnie wptywa-
jace na zmienng oszcz i tylko te wprowadzi¢ do modelu, zbudowanego metoda
MART. Pozwolilo to na uzyskanie dodatkowych informacji na temat zalezno$ci
migdzy badanymi cechami. Ponadto, zredukowanie liczby zmiennych prowadzi
najczesciej do zmniejszenia ztozonosci modelu.

Jak wspomniano, funkcja gbm pozwala na stworzenie rankingu zmiennych
objasniajacych, ze wzgledu na site ich wplywu na zmienna zalezna, jednak nie
oddziela ona zmiennych istotnie od nieistotnie wpltywajacych na zmiennga oszcz.
Rozdzielenie zmiennych objasniajacych (na istotne i nieistotne) poprzez ustale-
nie odpowiedniego poziomu sity wptywu zmiennych w rankingu (w tabeli 4)
mialoby charakter subiektywny. Ponadto zidentyfikowanie zmiennych istotnych
powinno uwzglednia¢ interakcje miedzy cechami, a nie tylko wplyw na zmienna
zalezna kazdej zmiennej objas$niajacej z osobna.

W celu wyodregbnienia zestawu zmiennych istotnie wptywajacych na wiel-
ko$¢ oszczednosci, przeprowadzono procedure eliminacji zmiennych blokiem
[Nagatani, Abe, 2007; Trzgsiok, 2010]. W tablicy 5 przedstawiono szczegdtowo
kroki algorytmu zastosowanej metody eliminacji cech.

Tabela 5

Algorytm metody eliminacji zmiennych blokiem

Krok 1 |Zbuduj model regresyjny na zbiorze uczacym D wykorzystujac peten zestaw zmiennych.

Oblicz btad sredniokwadratowy tego modelu MSE (D) metoda sprawdzania krzyzowe-

go. Utwdrz pomocniczy zbior S bedacy kopig zbioru D

Krok 2 [Poprzez wylaczenie tymczasowo ze zbioru S kolejno kazdej ze zmiennych wygeneruj

wiele zmodyfikowanych zbioréw uczacych na bazie S. Zbuduj na tak zmodyfikowanych

zbiorach modele regresyjne

Krok 3 [Dla kazdego modelu z kroku 2 oblicz metoda sprawdzania krzyzowego btad sredniokwa-

dratowy MSE ¢y

Krok 4 |Zidentyfikuj wszystkie modele z wylaczona zmienna, dla ktérych warto$¢ blgdu MSE ()|

jest mniejsza niz wartos¢ MSEqA(D). Jesli warunek nie jest spetniony dla zadnego mode-

lu, to uznaj wszystkie zmienne za istotne i zakoncz procedurg

Krok 5 |Usun tymczasowo ze zbioru S wszystkie zmienne zidentyfikowane w kroku 4. Zbuduj na tym

zbiorze nowy model i oblicz jego blad sredniokwadratowy. Jesli obliczony bfad jest mniejszy

od warto$ci MSE (D), to zapamigtaj tak zredukowany zbidr S i powrd¢ do kroku 2

Krok 6 |W przeciwnym przypadku przywrd¢ zbior S z kroku 2 i zastosuj algorytm potowienia do

zidentyfikowania mniej licznego bloku zmiennych do usunigcia:

a) uporzadkuj modele z kroku 4 wedtug rosnacych wartosci MSE ¢y,

b) tymczasowo usun ze zbioru S pierwsza potowg zmiennych, odpowiadajaca uporzad-
kowanym w kroku 6a) modelom.

Zbuduj model regresyjny na zbiorze S, z ktérego tymczasowo usunigto blok zmiennych

0 potowe mniej liczny niz uprzednio, i oblicz blad MSE ;. Jesli obliczony btad jest mniej-

szy od MSEc/(D), to pozostaw tak zredukowany zbior S i powrd¢ do kroku 2. W prze-

ciwnym przypadku przywr6¢ zbior S z kroku 2 i rekurencyjnie zastosuj metodg potowie-

nia dla mniej licznego bloku zmiennych (przejdz do kroku 6b).
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Wyniki tej procedury przeprowadzonej na zbiorze Budzety dla metody
MART przedstawiono w tabeli 6.

Tabela 6
Wynik dziatania procedury eliminacji zmiennych blokiem dla zbioru Budzety,
dla metody MART
Fta Usunigte Nazwy usunigtych Blad MSE¢y

P zmienne zmiennych modelu
0 1) 732 410
1 4,5 trb, ocdoch 730 262
2 3,6 klm, przynpie 731077
3 1,2,7 Doch, wydg, wggd

Wyniki przedstawione w tabeli 6 pokazuja, iz eliminacja zmiennych blo-
kiem wskazuje na trzy zmienne objasniajace istotnie wptywajace na wielkos¢
oszczednosci. Sa to: dochody 1 wydatki gospodarstwa domowego oraz wyksztat-
cenie glowy gospodarstwa domowego. Zauwazy¢ mozna, ze zmienna wggd
w przedstawionym rankingu (tabela 4) nie charakteryzowata si¢ zbyt silnym
wplywem na zmienna oszcz, jednak w eliminacji zmiennych blokiem oceniany
jest wpltyw grup zmiennych, a nie tylko pojedynczych cech. Uwzgledniane sa
wiec rowniez interakcje pomig¢dzy zmiennymi, zatem zmienna okreslajaca wy-
ksztalcenie glowy gospodarstwa wggd, pomimo stabego (indywidualnie) wpty-
wu na zmienng zalezna, tworzy w interakcji ze zmiennymi przedstawiajacymi
dochody (doch) oraz wydatki (wydg) grupe cech istotnie oddziatywujacych na
wielko$¢ modelowanych oszczednosci w badanych gospodarstwach domowych.

Model regresji otrzymany po zastosowaniu metody eliminacji zmiennych
blokiem ma znacznie mniejsza ztozonos$¢, a jednoczesnie charakteryzuje sig¢ niz-
szym btedem sredniokwadratowym MSE-y = 731 077 niz model zbudowany na
catym zestawie cech MSE-{(D) = 732 410.

Koncowy model MART zbudowano z 9 672 modeli sktadowych. Metoda
MART jako metoda agregacji pojedynczych funkcji sktadowych, nie pozwala
niestety na wyznaczenie i interpretowanie parametrow modelu.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono procedurg badawcza, ktérej zastosowanie pro-
wadzi do wyboru optymalnego nieparametrycznego modelu regresji, wykorzy-
stanego do analizy zbioru danych Budzety.

W pierwszym kroku tej procedury zbudowanych zostato wiele modeli re-
gresji, dla réznych zestawow parametréw. Sposrod nich wybrano model uzyska-
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ny za pomoca metody MART, poniewaz charakteryzowat si¢ on najlepszymi
zdolnos$ciami predykcyjnymi, mierzonymi wielkoscia btedu $redniokwadrato-
wego obliczonego metoda sprawdzania krzyzowego (MSEy).

W drugim etapie przeprowadzono dodatkowo procedure eliminacji zmien-
nych blokiem i do modelu MART wprowadzono tylko te zmienne, ktore istotnie
wplywaly na zmienna zalezna. Ostatecznie, uzyskany model optymalny opisy-
watl zalezno$¢ wielkosci oszczednosci tylko od trzech zmiennych objasniaja-
cych: dochodow i wydatkéw gospodarstwa domowego oraz wyksztatcenia glo-
wy gospodarstwa domowego. Ponadto wartos¢ btedu MSE(, tego modelu byta
nizsza od wartos$ci bledu sredniokwadratowego modelu zbudowanego na catym
zestawie zmiennych objasniajacych. Model optymalny charakteryzowat si¢ row-
niez mniejsza ztozonoscia.

Wykorzystanie zaproponowanej metody pozyskiwania modelu optymalne-
go, do analizy postawionego zadania regresji, jest rekomendowane szczegdlnie
wtedy, gdy badacz nie ma dodatkowych argumentow przemawiajacych za wybo-
rem okres$lonej metody.
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NONPARAMETRIC REGRESSION APPLIED TO MODELLING
HOUSEHOLD SAVINGS

Summary

In the paper the procedure for selecting the best nonparametric model for a given
problem of regression is presented. This procedure has two stages. In the first one, many
nonparametric models of regression, for different parameters settings, are built. Then the
model with the smallest mean squared error is chosen. In the second stage, the method
for the reduction of insignificant predictors is used. This procedure is applied to model-
ling household savings.



