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Remarque sur une propriété asymptotique des solutions
d’une équation différentielle a paramétre retardé

par Z. Mikoraiska (Krakow)

Résumé. Dans la présente note nous envisageons la solution x(t), x: [to—1, «) = R" non
continuable, de Péquation différentiefle x'(f) = f(r, x,} (o0 x,(s) = x(t+5) pour —7T <s<0) et,
dans le cas o0 x(r) est bornée, nous démontrons un théoréme sur I'ensemble des points limites
de x(t). Dans le théoréme II nous démonstrons que, dans le cas ol sont satisfaites les conditions
Z et Z2, la solution x est bornée.

Dans le livre [1] de N. Rouche, P. Habets et M. Laloy on trouve le
théoréme (4.2) (cf. VII) que voici:
Admettons les hypothéses suivantes:

HyproTHESES Z,. 2 est un ensemble ouvert dans R”, f: 2 - R", x = f(x)
est une fonction continue dans £.

Envisageons le systéme d’équations

(1.1) x'= f(x)
avec la condition initiale
(1.2) x(0) = x,.

Par x(t) désignons la solution non continuable de I'équation (1.1) avec la
condition initiale (1.2), x: (a, w) - R", I =(a, w). A*(x) désigne 'ensemble
des points limites de x(r).

HyproTHESES Z,. Soit S < Q un ensemble fermé par rapport a Q. Posons
M = 0S N 0Q. Supposons qu’il existe une fonction V: Q — R, localement
lipschitzienne, telle que D*V(x) <0 sur Q. Supposons que l'ensemble E
= {xeQ: D*V(x) = 0} ne contienne pas d’orbites non continuables.

HypotHeses Z,. Pour chaque ¢ > 0 il existe une fonction ¢: Q - R
positive et continue dans €, et des constantes positives 4, B, C, D > 0 telles
que pour chaque xeS\B(M, o)

(@) D(x)-|if (0 < 4,
(i) (Ixl| > By=®(x)D*V(x) < -C,
(iif) V(x)> —-D
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oi B (M, g)={xeR": d(x, M) <g}, d(x, M) est la distance de x a4 M,
V{x+h -V
D*V(x) = limsup b+ Hf () (x).

h-0, h

THEOREME 1. Les hypotheses Z,, Z,, Z, étant admises chaque solution
x(t) de léquation (1.1) telle que x(I")eS tend vers M pour t - w.

On voit facilement que des hypotheses Z, et Z, il résulte qu'il n’existe
pas de points limites de x(r) dans Q (cf. le théoréme de J. P. La Salle [2]).
Des hypothéses Z; on obtient I'information que la solution x(f) est bornée.
Ainsi le théoréme en question peut €tre obtenu du théoréme suivant:
Envisageons I'équation

(1.3) x'(1) = f(t, x,)
ou x,(s) = x(t+s) pour —1<s<0.

HypoTHEses Z,. Q est un ensemble ouvert dans R", C!™=% Pespace des
fonctions continues dans [t, 0], avec la norme |@| =sup |l¢(s)l| pour
—1<s5<0, C='0eCl™"%: p(s)eQ pour se[-7,0]), f: IxC—>R" I
= (a, f), f continue dans I x C.

Par x(r) désignons la solution non continuable de I'équation (1.3) avec la
condition initiale

(1.4) X, () = x(to+5) = @o(s) pour —1<s<0,
x: [to—1, w)— R".

Désignons par A" (x(z)) 'ensemble positif des points limites de l'intégrale
x(t), donc yeA™ (x). Signific qu'il existe une suite {¢,}, t,e[to, ®), t, > ®
telle que x(t,) > y.

HyYPOTHESES Z,.

(1.5) AT () N2 =0

c’est-a-dire qu’il n’existe pas de points de I'ensemble A* (x) dans lintérieur
de Q.
HypoTHESES Z,. La solution x(t) de I'équation (1.3) est bornée et

(1.6) x(t)eS pour t, <t < w,

ou § = 2 est fermé par rapport a Q.

THeoreME 1. Les hypothéses Z,, Z,, Z, étant admises, x(t) tend vers
Fensemble M = ¢S N 0Q, C'est-a-dire que pour chaque ¢ > 0 il existe T, > tq tel
que

(1.7) d(x(t), M)<e pour t > T,.
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Démonstration. Admettons que (1.7) n’ait pas lieu. Cest-a-dire qu’il
existe un g, > 0 et une suite t,e[t,, w), t, = w tels que

(1.8) d(x(t,), M)>¢, pour v=1,2,...

La suite {||x(1,)||} est bornée, on peut donc choisir une suite partielle {t,} de
la suite {t,} telle que

x(t,) = &.
S étant fermé par rapport @ £, on a
£eeSUISNIR=SUM.

Mais de I'hypothése Z, il vient £, ¢S et par suite £, M, d’ou, en vertu de
(1.8), on a

d(fo, M) ; £g > 0 = d(fo, M)
La contradiction obtenue termine la démonstration.

Les hypothéses Z, étant admises, I'hypothése Z, résulte par exemple de
I'hypothése suivante:

HyrorHeses Z3%. Il existe une fonction V continue dans I xQ et satis-
faisant localement a la condition de Lipschitz par rapport a x, et deux con-
stantes B > 0, C > 0 telles que

(1'9) (D+ V)(ta X, (P) S _C”f(ts (P)”,
pour peC, ¢(0) = x, |Ix]| > B,
(1.10) v(t, x) > —-D,

(1.11) D*V)(t, x, ) <0 pour tel, xeQ, peC, @(0) = x

~

ou

D* V), x, ¢) & lim sup L XN G, )=Vt x)
h—>0+

TutoreME I1. Les hypothéses Z, et Z% étant admises, x(t) est bornée.

Démonstration. Supposons que x(t) ne soit pas bornée. Il existe donc
une suite {t,}, t,€[ty, w), t, > w telle que

(1.12) IIx(e )l =00 pour v—

et par suite

(1.13) 1%, (-)l = sup |lx(t, +3)II.

—t<s<0
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On a

(1.14) %, () = lIx()l > 2B pour v > N.

En vertu de (1.12) on peut extraire de la suite {t,} une suite {t,} telle que
(1.15) Ix(ty+ )= x() > 2B pour v > N.

La continuité de x(t) entraine qu’il existe pour chaque v un §, > 0 tel que
(1.16) I () =Ix@®Il =B pour £, <t <t,+9,

et

(1.17) lx(t,+8,)—x(t ) =B pour v= N.

On peut choisir §, > 0 de telle facon que
(1.18) f <1, 48, <tyry.
Envisageons la fonction composée v(t) = V(t, x(t)),

D+v(t) = ]im sup 2%__0@ - lim up V(t+h, X(l +:))- V(t, x(t))
h=0, h—0

+

V(t+h, x(t+h)—V(t+h, x(@©)+hf (t, x)))
h ’

=(D*V){t, x(1), x,(*))+1im sup
h-0,

V(t, x) étant lipschitzienne, on a

[V (t+h, x(t+m)=V(t+h, x(O)+ B (t, x))| < Lix(e+hB)—x(O)—hf (&, X

x(t+h—x(t)

= Lh n —f(t, x,)

et par suite D*v(t) = (D" V)(t, x(2), x,).
Ainsi nous avons
T,+d, Ty+8,

v, +68)—v(@)< | D*o(s)ds= [ (DTV)s, x(s), x,)ds
7, Ty

d’ou en vertu de (1.9) et (1.16), on obtient
iv+dv

(1.19)  o(t,+8,)—v(t)< —C [ [If(s, x)lds
1y
T,+8,
< -C| | x(s)dsl| = —=Clix(t,+8,)—x(t)| <—CB
Tv
pour v = N;

o(t,+8,)—v(t,,) < Z [v(t;+3)—v(t)]+ Z [o(t)—0v(t)- 1 +6;-1)]-
i=v,

j=uo+l
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En vertu de (1.11) D*v(t) < 0 et, par suite, v(t) est décroissante d’olt en vertu
de (1.18)

v(t)—v(ty-, +3;-1) <0,
donc
—2D € v(f,+8,)—v(f,) < —(v—vo)CB  pour v=v,> N
d’on, en passant a la limite, on obtient
—o < —-2D < —w.

La démonstration est ainsi achevée.

Remarque. On vérifie facilement que T'hypothése Z% peut étre
remplacée par '’hypothése suivante Z%: Il existe une fonction V(t, x) con-
tinue dans I x Q et localement lipschitzienne par rapport a x, et une fonction
U(x) de classe C' telles que pour chaque B > 0 il existe pu > 0 tel que

(@) WWE—-UE&I=p pour ||x)| > B, ||X)| > B, ||x—Xx)| > B,
@ DV, x, 9) < ~DTUYt, x, )| pour ||x|| = Bo, || > Bo.

La démonstration est tout a fait analogue ‘a celle du théoréme Il.
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