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Une remarque sur le théoréme de Jiirgen Witte
sur Punicité de la solution

de I’équation différentielle y' = f(x, y)

par Z. MIKOEAJSKA (Krakow)

Résumé. Dans le cas ou f(¢, x) est une fonction continue dans {({,z): 0< t < a,
e} < r} et |f(t, ) = f(L, 3p)] < (2, iwy—@y|) pour 0 < t< a, ol w(t, u) est continue
pour 0 < ¢ < a, la condition suffisante et nécessaire d’unicité de la solution de I’équation
(1) 2’ (1) = f(¢, x(t)) avec la condition (2) 2 (0) = ¥,, |y, < r est I’existence pour chague
couple de solutiong {z(¢), #(f)} de 1'équation (1) avec la condition (2) d’une fonction
o(t,®(-), 2(+)) telle que ¢(0,x(-),Z(-))= 0 et [f(t, z(t))—F(t, x ()| < o(t, @(t, ty),
o(t, =, Z)) ou ¢lt,1t,, &) est la solution de ’équation 4’ = w(f, u) satisfaisante & la
condition @(ty, %, &) = & Dans le cas ou w(t,u) = a(l)u et o(t,x(-),z(-)) ne

¢

dépend pas de (z(-),Z(-)) on obtient |f(t, z)—f(t,y)| < a(t)o(t)exp [ a(s)ds. Dans
¢ ¢

0
le cas envisagé par Jiirgen Witte |f(Z, x)| < a(t)o(t)exp [ a(s)ds, yo = O.
to

Envisageons 1’équation différentielle

(1) Yy = flx,y)

ou la fonction f(x, ) est continue dans ’ensemble D = (0,1]x[—a, a].
Jirgen Witte a démontré dans [2] I'unicité de la solution y(z) de 1’équa-
tion (1) telle que

(2) limy(z) =0

dans le eas ou sont satisfaites les conditions suivantes:

(3) |f(@, 41) —f(@, Y2)| < h(®)| Y1 — Yo

et il existe o(«) continue dans [0, 1], ¢(0) = 0 telle que
4)  f(z, v) < o(x)h(x) [exp f h(s)ds] pour ly|<a, 0<z<1,
1

h(z) étant une fonction continue dans (0, 11].
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Dans la présente note nous allons démontrer un théoréme plus général,
Du théoréme 1 et de la remarque 1 on obtient immédiatement la condi-
tion nécessaire et suffisante d’unicité des solutions de 1’équation (1) avec
la condition (2).

1., HypoTHESES H.

1° La fonection w(w,u) est continue pour (z,u)e 2 = (0,1]x
X [0, o) croissante par rapport & %, w(z, 0) = 0.

2° n(wx, x4, ¢) est la solution minimale de I’équation

(1.1) w = w(z, u)
telle que
(1.2) 7 (%oy gy €) = C.

3° La fonction g(x,y) est continue dans I’ensemble D = (0,1] X
X [0,a] et on a

(1.3) 9(#,y) < w(z,9).

4° Pour chaque solution y(x) de 1’équation
(1.4) y =g,y
définie dans (0, 4] (@, € (0,1]) telle que

(1.5) limy(z) =0

fz—0

il existe une fonetion o(z, y(-)) > 0 continue dans [0, 1]

(1.6) 2(0,y(+) =0

et un nombre 4, 0 < << 1, tel que
(L7 glo,y(@) < oo, n(o, 50, e(z,y(+)))) pour 0<a2<3,

THEORBEME 1. Les hypothéses HL étant admises, chaque solution de
Véquation (1.4) définie dams UVintervalle (0, a) (0% 0 < a < 1), telle que

limy(x) = 0, est égal & zéro dams tout Vintervalle 0 < z < a.
z—0
Démonstration. Supposons qu’il existe une solution y,(x) de

I’équation (1.4) définie dans (0, a] (0 < a < 1) telle que y, () &= 0 et
(1.8) limy,(z) = 0.
a0
11 existe donc &,e (0, a] tel que
(1.9) 0y = Y1(&o) > 0.
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En vertu de (1.3) on a
y1(#) < o (2, ¥, (3}
pour z e (0, &] tel que y,(x) > 0, et par suite
(1.10) Y (x) = 5z, £, ¢) =0 pour 0 < o< §&,.
De P’hypothése 4° il résulte qu’il existe §, > 0 tel que
111) g < cu(a:, 1(z, &, e, y1(~)))) pour 0 < < &,.
Envisageons ¢ € (0, ¢,). 1l existe T (0, J,) tel que
0<o(z,0())<e pour 0<a<gT.

n(z, &, L) étant croissante par rapport & ¢ on a

63

(1.12)  5(z, &, o(®, 4:(-))) < n(@, &, o) < n(@, &,¢) pour 0 <z < T.

Dans la suite nous allons démontrer qu’il existe x, € (0, T'] tel que

(1.13) Mo = Y1 (Do) —N (2o, &y €) > 0.

De l'inégalité (1.10) et (1.12) il découle que pour chaque z € (0, 7] on a

Yy (®)—n(x, &,e)=>0 pour 0<z<T.
Supposons que

¥, (@) —n(@, Eyye) =0 pour 0< << T.
On a donc
¥y (2) =n'(x, &,¢) pour 0 <z T
et par suite
w(a;’ n(@, &, 8)) = g(w’ ?/1(*'”))
d’oti, en vertu de (1.11), il vient

w(w1 n(x, &, 5)) < w(m1 77(97’ &oy Q(.’l}, Yl )))) pour 0 <z <T
mais, en vertu de (1.12), w(x, #) étant croissante, on obtient

w(z, n(z, &, ¢)) < oz, n(z, &,y 8) pour 0<=z<T,

ce qui est impossible et ainsi nous avons démontré qu’il existe z, € (0, T']

tel que 7, défini par (1.13) est positif,

70> 0.
Dans Dintervalle (0, T} on a

¥ (@) < w(-”’ 7)(‘”’ oy Q(w; ?/1())” < w(xy n(@, &, 5))
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et par suite

Y1 () = n(@, &gy €) +Y1(To) — (o, &0y &) = n(@, &, €) + 7
pour 0 < x < x,
¢’cest-a-dire
Yi(@)=n, >0 pour 0 <z <,
done
0 = limy,(») = n,> 0.
>0

Nous avons ainsi démontré que y,(x) = 0 dans 0 < 2 < 1.

2. Remarque 1. Dans le cas ou g(x, y) est continue dans D I’hypo-
théses H est la condition nécessaire d’unicité de la solution y(x) de 1’équa-
tion (1.4) satisfaisant a (1.5). C’est-a-dire que si y(z) = 0 est la solution
unique de 1’équation (1.4) satisfaisant & la condition (1.5), il s’ensuit
qu’il existe une fonction w(x, ) continue dans £ par rapport a (x, u)
et de classe C' par rapport 4 u, croissante par rapport a u et telle qu’il
existe p(z) continue dans [0, 1], o(x) > 0 pour z e (0,1], o(0) =0 et
telle que

0 = g(ﬂ'), O) < w(ﬁb‘, ‘)](Q?, Loy Q((D, 0)))

pour chaque z, € (0, 1]. 11 suffit de prendre pour w«(xr, %) une fonction
croissante par rapport &4 u, continue par rapport & (x, %), de classe C'
par rapport & u et telle que

w(r, ) > 4 +max|g(x, 8)|.
os<u
On vérifie facilement qu’une telle fonction existe. Envisageons g(z) quel-
conque continue dans [0, 1] et telle que ¢(0) = 0 < p(x) pour 0 < z < 1.
De D'unicité des solutions de 1’équation

7 = oz, n)

il résulte que 7}z, x,, ¢(2)) > 0 pour 0 < # <1 et par suite

60(50,71(03,%, Q(w)))> 0 =g(a:,y(a:)) = g(x, 0)
pour 0 <z < 1.

3. Remarque 2. Dans les hypotheses H D’inégalité (1.7) ne peut
étre remplacée par I'inégalité faible. On peut construire un simple exemple
d’équation (1.4) satisfaisant aux hypothéses II, avec inégalité faible au
lieu de I'inégalité (1.7), et tel qu’il existe une solution y(z) £ 0 telle que
limy(x) = 0. Il suffit d’envisager 1’équation suivant:

=0



Théoréme de Jiirgen Witte 56

ExempLE 1. Envisageons ’équation (1.4) avec la fometion g(x, )
définie par les relations suivantes ;

2x pour ¥ L, 0<2 L1,

( =
x = .
9(@:9) 2[w—l/a;2—y] pour 0 <y <<

Posons par définition o(z,y) = g(@,y) pour y > 0. La fonction (z,y)
ainsi définie est croissante par rapport & v et continue par rapport a (z, y)
pour 0 < v <1, y = 0. Pour (z,, y,) tel que 22 <y, on a

N (@, oy Yo) = & —zi+ Y,

¢t par suite lim ﬁ(w, To, Yo) = Yo— Tt POUT Yo = 7o, Pour 0 < 4y, < &% ON 2

T—0

y =20—2Vat—y pour z tel que y < &
et par suite

y —2x
———— = —1 pour y < r?*
2Vr2—y
d’ou on obtient
Y(@) = 2(@—Vai—yo)(3—a0)+ ¥  DOUT @6 > 2> 7, — V] —y,

et par suite
2(m0-1/a¥:_c-)(w—wo)+c pour z,—Vai—ec<x <1,

Ty Xgy C) =
n(®, 2y, €) 22 pour0<w<$o—'/‘”ﬁ—01

cest-a-dire n(x, x,, ¢) > 0 pour z — 0 pour ¢ < ;. Chaque solution de
P’équation (1.4) telle que lim y(z) = 0, y(x) &= 0 est de la forme

>0

y(@) = (@, Byy 0) Ol 0 < €< T

et
y'(x) = 2%  pour 0<a7<97o'"l/wz_co=6o'
Posons
(#—=x)% pour 0< < b,
Q(.’D,y( ))"{0 pour J, < o < @x,.
On a

1(, @0, 0 (@, ¥(+)) = n(@, 3o, ¢)  pour 8 < &< .

Pour 0 <o < J, on a

20— Vah—o(m,9(") = = Vot —ai+(c—2) =

et par suite
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d’ou il vient
w(w, n(a;, Loy, g(m, y(-)))) =2 =y () pour 0 < & < 4,
limo(x, y(+)) = lim [ — (z-—x,)%] = 0.
z—0 z—0

4. Remarque 3. Dans le cas ou il y a unicité des solutions de ’équa-
tion (1.1) pour 0 < <1, %> 0 on peut remplacer I'inégalité (1.7) par
Pinégalité faible

1.7)  gle,y@) < w(:v, n(m, Ty, 0 (, y(-)))) pour 0 < 2 < J,.

Dans le cas envisagé

0 < n(@oy oy &) < N(®gy &gy €o) < Y1(20),

done 7, > 0 pour chaque z, € (0, &], et par suite la démonstration du
théoréme cn question est plus simple que dans le cas envisagé dans le
théoréme 1.

9. ExEMPLE 2. (Application du théoréme 1). Envisageons 1’équa-
tion (1.4)
Yy =g(x,9)
ou la fonction g(z, y) satisfait aux hypothéses suivantes:
HypoTuEsEs H,. g(z, ) est continue dans D et croissante par rapport
ay
(5.1) 0<g(z,y)<h(x)y? pour 0 <z<1, ¥y2<a?.
Pour chaque z, € (0, 1] il existe T’ € (0, z,) tel que
h
(5.2) g(z,a) < _zo—(m)_ pour 0 <o T.
[2 [ n(s)ds]?
x

THEOREME 1,. Les hypothéses H, étant admises, la fonction p(z) =0

est la solution unique de Uéquation (1.4) telle que lim p(z) = 0.
-0

Démonstration. Dans le cas envisagé on a
(5.3) w(x,u) = h(z)u? pour 0 <a <1,

(5.4) n(x, Ty, ¢) = ¢ pour 0 < z < w,.

1—c [ h(s)ds
Zo

Supposons que y(xz) est une solution de (1.4) telle que 0 < ¥ (%) = Yo < a
et que

(5.5) limy () = 0.

T—0
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Posons o(x) = max (z, 2y («)). De I’hypothéses (5.1) il résulte que

g(w)>2y(az)>2"/9(m’—m pour 0 < 2z < o,

h(z)
Mais, en vertu de (5.2), g(=, y) étant croissante, on a
ale. u(z)) alz. a) 1
]/ﬂ‘w g]/m <7 —— pouwr 0<z<T<T,
x

h@ o[ his)ds

l_fh l/g(h’(?;) >y

d’oi1 on obtient d’abord

et par suite

h = U gz, (2
@] h(s)dsl/ SRR ("”};(1‘;()"’”

]/ 9(@, y(@)
h@) —— pour 0<ao<T.

3 g(@,y(@))
1-— fh(s)dsl/—h(T

o

o ]/ﬂ_w_))
2]/g(a:, y@) _ h(a)

puis

o(x) >

Par conséquent

g(m,y(w))<[ Q(fz ]2-h(w) pour 0 <z < T.
1+ o(z) [ h(s)ds

En vertu de (5.1) et (5.4) on a donc

g(z,y(@) < olz, 1(z, 20, 0(2))).
De la définition de o(z) et de I’hypotheés (5.5) il résulte que limg(z) = 0.

z->0
Les hypothéses H du théoréme 1 sont done satisfaites et par suite y(z) = 0
pour 0 < z < w,.
Il est évident que la croissance de g(z, ) n’est pas nécessaire. Il
suffit de remplacer (5.2) par

h(x
ly(w,y)l<~L pour |yl <a, 0 <z<T <,

[ i) d]?

et (5.1) par |g(w, y)| < h(a)y®.
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6. Envisageons 1’équation
(6.1) Yy =S, )

ou la fonction f(x, y) satisfait aux hypothéses suivantes:

Hyrotaiises H. 1° La fonction fl(z, y) est continue dans ’ensemble
D ={@®9): 2e(0,1], ly—yol <a (@>0).
2° La fonction @(x,u) est continue par rapport a (z,u) pour
0<z<1, >0, o(x, u) croissante par rapport a u, @(x, 0) = 0.
3° n(x, x4, ¢) est la solution minimale de I’équation
(6.2) uw = w(r, )

telle que 7(xy, ,, ¢) = ¢ pour z, € (0,1], ¢ > 0.
4° La condition suivante est satisfaite:

(6.3)  |f(@y y1)—f(@,9,)| < D(w, ly,—7,l) Dpour (z,9,), (®,y,) €D.

5° Pour chaque a e (0, 1] et chaque couple de solutions ¢,(x), @,(x)
de I’équation (6.1) définies dans 'intervalle (0, a] et telles que

(6.4) lime, (z) = limg,(z) = y,

z—0 >0

il existe 8, 0 < 6 < a et une fonetion o(x, ¢,, @,), continue pour 0 < x < §
e(0, @y, ) = 0, telle que

(6.5) |f(m7 9”1(97)) —f(w’ ‘Pz(m))‘ < 5’("”3 g (5”y a, o(z, @1, ‘772)))
pour 0 < & <.

THEOREME 2. Les hypothéses H étant admases, il existe ay, 0 < @y, < 1,
let que dans Dintervalle (0, ay] ¢l n’existe qu’une solution ¢ (z) de Uéquation (6.1)
satisfaisant a la condition

(6.6) limg(a) = Y.
=0

Démonstration. Supposons qu’il existe une solution ¢(z) de ’équa-
tion (6.1) satisfaisant & (6.6) et définie dans l’'intervalle (0, a]. Il existe
done &,, 0 < a, < a tel que

(6.7) lp(2) —9yol <@/2 pour 0 <z < ay,

Supposons qu’il existe encore une solution y(x) de Péquation (6.1) satis-
faisant 4 (6.6) et définic dans un intervalle (0, 8], 0 < f < a,. Posons
par définition
g1 (#) = min(p(x), p(z)) pour 0 <z < B,
@2(®) = max (p(x), p(x)) pour 0 <z <p
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Les fonctions ¢;(z) satisfont & I’équation (6.1) et & (6.6). On a de plus

a
¢1(2) < @,(®) pour 0 <z <p.

Désignons par 7 le plus grand s tel que

lps () — Yol < @j2  pour 0 <z <s.
Nous allons démontrer que ¢,(2) = @,(2) dans (0, r] d’ou il résultera que
lp;(7) = Yol = lp(7) —Yol < @/2
et par suite v = §.

Envisageons la fonction Y (2) = ¢,(x) — ¢, (). Elle satisfait & ’équa-

tion
Y =f(z, Y+, (@) —f(z, g1 (®)) pour 0 <z <.

Posons par définition

f(d?, Y+¢1(-U))_f(‘v1?1(m)) pour 0 < Y 2, 0<ao<r,

906, ) = ; <a
flzy Y+ou() =7, @:(z))  pour 0 < ¥ < a2, ve(r,1].

On vérfic facilement que ’équation
(6.8) Y =g(x, Y)

satisfait & "hypothéses H du théoréme 1 avec a = @/2 et
_ Jeé(z,u) pour 0 <z<7,
(@, u) = \o(r, ) pour r<e<,
4 = min(z, 6)
et par suite chaque solution Y () > 0 de I’équation (6.8) tellec que limY ()
= 0 est égale a zéro dans lintervalle 0 < z < 1, d’ou 1l vient >0

@2(®) = @,(x) pour 0 <o <.
Le théoréme 2 est ainsi démontré (avee e, = 7).

7. En vertu de la remarque 3 on obtient une modification du théo-
reme 2 en remplagant les hypothéses H par les suivantes:

HypoTuisEs H. 1° La fonction f(@, y) est continue dans D.

2° 11 existe une fonction w(x, u) continne dans I’ensemble (0,17 x
X [0, oo), w(x, ) croissante par rapport & u, w(x, 0) = 0.

3° Par chaque point (zy, ¢) € (0,1]X {0, co) il passe unc solution
unique % (x, z,, ¢c) de équation (4.2) (telle que %(z,, x,, ¢) = ¢).

4° L’inégalité (6.3) cst satisfaite.

5° Pour chaque ae€(0,1] est chaque couple ¢,(z), ,(x) de solu-
tions de ’équation (6.1), définies dans (0, a] et telles qu’on a (6.4), il
existe 4, 0 < d < a et une fonction g(x, ¢,, ,) continue (par rapport & )
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pour 0 <z < a, 0(0, ¢, ¢.) = 0 telle que
\f (2, 9u(@) —f (@, @2 (@) < (2, 7(@) ay 0@, 715 1))
pour 0 < 2 < 4.

THEOREME 2. Les hypothéses H étant admiscs, il y a unicité des solu-
tions de U'équation (6.1) satisfaisant a la condition

limy(z) = y,.

z—0

7. Remarque 4. Pour 5, = 0 la condition (6.5) cst satisfaite, par
exemple dans le cas ol pour chaque solution y(x) satisfaisant & la condi-
tion lim y(x) =0 on a

M (e, y(@)| < 6o, n(o, ele, ()

od g(®,y(:)) >0 pour z—0 et @z,ij(z, ¢,))+a(z, 7z, 6)) < &,
7 (@, €+ ¢5)), 7 (w, ) est la solution de ’équation

¥y =a(z,y)
telle que %(1, ¢) = ¢. Par example pour

w(z,y) = k®)y, kz)=>0,

T
on a 7(wz,c) = cexp [ k(t)dt
1

d’(wr 7(x, 01)) -+ 6’(‘1"1 7(z, 02)) = k(#)(e,+¢c,)exp f.k(t)dt

= &’(wa 7 (@, 01—1—02))

et, par suite, le cas envisagé par Jirgen Witte est un cas particulier du
théoréme 2.

8. Remarque 5. Dans le cas ol g(»,y) est continue dans D =
= [0,1]x [0, a] on obtient du théoréme 1 I'unicité de la solution y(z)
satisfaisant 4 la condition y(0) = 0, par exemple si w(z, #) est continue
dans l’ensemble A4 = (0,1]x [0, a] par rapport a (z, u), de classe C!
par rapport & «, croissante par rapport a u, et telle que pour chaque solu-
tion u(x) de ’équation (1.1) telle que

(8.1) lim u(z) = lim 4% ¢

-0 >0 &
on a u(r) =0 dans [0, 1].
Pour appliquer le théoréme 1 il suffit de démontrer que pour chaque
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solution y(x) telle que y(0) = 0, définie dans [0, z,] il existe une fonction
oz, y(-)) continue dans [0, 2,] telle que o(0, y(-)) = 0 et satisfaisant
4 (1.7). Envisageons une solution quelconque y(z) de 1’équation (1.4)
telle que y(0) = 0 et posons par définition

e(@, y(-)) =n(xe, 2, y(@) pour =< a,.
On a done

"7("”’ Zo, 9(“’0, y( ))) = "7(*’”1 Toy 77("”07 Z, y(m))) = y(x),
g(@,y(@) = g(wy 1](.17, oy 0(2) y())))
éw(m':ﬂ(w’wo;@(a”y(')))) pour x < @g.

11 reste & prouer que ¢ (z, y(-)) - 0 pour & — 0. Supposons que o(z, ¥) »> 0
pour z — 0, c’est-a-dire qu’il existe une suite z,— 0, z, € (0, x,] et une
constante ¢, > 0 telles que

e(@ys ¥(+)) = o> 0.
De la définition de o(x, y(-)) on tire donc

77("”01“’91 y(a’u)) =0,2¢>0, Yy, = (@, %o, ¢,).
On a
y'(@) < oz, y(®) pour 0 <z <,

et par suite

y(x) = n(x,x9,¢,) >0 pour 0 <<z,
d’ol

y(@) = n(x, 2y, C) >0 pour 0 <z < 2,
et

& Ty Tyy C
yfp)>’7(ywo’ o)>0 pour 0 < z < a,,

9 (z) étant une solution de (1. 4) dans [0, z,], il existe

tim 2% — lim y(z) = 0
-0 x—0

d’ot il vient

&€ (4]
llmw = lim n(m’ Ty, 00) = 0.
T->0 z z—0

Mais nous avons supposé que I’'unique solution de (1.1) satisfaisant & (8.1)
est la solution banalle #(x) = 0, d’ol1 il vient

0 < ¢y = 1(@yy @y, ) =0
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ce qui est impossible. On a donc pour chaque suite z,—> 0 ¢ (x,, y(-)) - 0
et on peut appliquer le théorédme 1 avec la remarque 4.

9. Remarque 6. Dans notre théoréme 2 la fonction w(z,u) peut
étre quelconque pour 0 < < 1, u > 0, telle que w(z, 0) = 0, w(z, u) >0
de classe C' par rapport & u, continue par rapport & (z, ). L’hypothéses

. : : . u(x)
que chaque solution u(x) de I’équation (1.1) telle que lim u(x) = lim ——

=0 z>0 T
= 0 est égale & zéro n’est pas nécessaire pour 1’unicité des solutions de

I’équation (6.1) avec la condition (6.6). Mais il peut arriver qu’il n’existe
aucune solution de I’équation (6.1) satisfaisant & (6.6).

ExevMpPLE 3. Envisageons l’équation

1 1
(9.1) y = - _?‘em pour 0 <2< 1.
x

Chaque solution de P'équation (9.1) est de la forme
y(x) = e (ce™" —e-€'®) pour 0 <z <1
et par suite lim y(x) = oco. C’est-a-dire qu’il n’existe pas de solution de

z—0
I’équation (9.1) satisfaisant & (6.6). La condition (6.5) est done satisfaite

pour chaque couple ¢,, ¢, satisfaisant & (6.6). Dans le cas envisagé on a

CU((I/', u) = Eu

et par suite

n{(®, %o, ¢) = coxp(—1/x+1/z,).
On a done

@, Xgy €
lim% (%, #,, ¢) = lim & %0, 0,

z-0 z-0 &

Dans le cas envisagé les hypothéses du théoréme 2 sont satisfaites
tandis que celles du théoréme de Kamke sur I'unicité des solutions ne le
sont pas. L'exemple 3 démontre que les hypothéses H ne sont pas suffi-
santes pour ’existence d’une solution ¢(z) de 1’équation (6.1) satisfaisant
& (6.6).

10. Remarque 7. 11 est évident que dans le cas ou f(x, y) ne peut
étre prolongée d’une maniére continue sur x = 0, |y| < a, la condition
que f(w, y) soit continue pour 0 < z < 4, |y| < a et que |f(z, y;) —f(@, ¥»)!
< oz, [¥y,—9,|) pour 0 <z < 6, ly| < a, ol w(x,u) est une fonction de
classe C' pour 0 < 2 < 4, 0 < u < a, croissante et telle que » = 0 est la
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solution unique de I’équation
u' = w(x,u)

telle que lim #(z) = lim u(®)
-0 =0 x

des solutions de 1’équation

= 0, n’est pas suffisante pour [unicité

Yy =f(z,v)

telles que limy(z) = 0. Par exemple, dans le cas ou f(x, ¥) = y/z pour
0
0<z<l], l[y<a, olz,u) =ufr pour 0<aer<1l 0<u<a Dans le

cas envisagé on a ¥ (@, %y, Yo) :;—w et limy(z, 2,, ¥,) = 0. Pour assurer
(1) x—0

Punicité il faut supposer la, continuité de la fonetion f(x,y) au point

(0, 0). Nos conditions H, H Hn ‘exigent pas la continuité au point (0, y,).
Par exemple dans le cas ou g(z,y) = —y/r pour 0<z<1, 0<y<a
on peut poser w(x, #) = 0 et par suite y(x, 2y, ¢) = ¢. p(x) peut étre une
fonction quelconque telle que g(z) — 0. On a

w(z, 0 (%, 20y 0(@)) = 0> —y(a) /o

pour y(2) = 0, £ > 0. On peut donc appliquer le théoréme 1 avec la modi-
fication donné dans la remarque 3.

Remarque 8. On vérifie facilement que dans le théoreme 2 1’inégalité
(6.3) peut étre remplacée par l’inégalité
(10.1)  j(=, y1) —f(@, Yo) < & (2, Y1 —¥2)
pour y, > 4,, («,4,), (@, y2) € D.

La condition 5° peut étre remplacée par la condition suivante:

5’ Pour chaque couple de solutions ¢,(x), ¢.(x) de 1’équation (6.1)
définies dans (0, a] telles que

(10.2) limg, () = limg,(x),
z—0 T—0,
(10.3) P1(2) Z @2(2) pour 0<z<ea

il existe une fonction p¢(z, ¢,, p,;) continue dans [0, 4] (0 < § < a) telle
que
(10.4)  f(z, oi(@) —f (@, p:(@)) < @ (2, n(x, a, e(2, @1, ¢2)))
pour 0 < z < 4.
11. Remarque 9. Dans le cas ou y, = 0 Pexistence d’une solution

de 1’équation (6.1) satisfaisant & la condition (6.6) peut étre obtenue par
exemple dans le cas oii il existe une fonction z(x) > 0 de classe C' dans
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(0,1] telle que
limz(z) =0,

(11.1) fle,2(w)) <z'(x) pour 0<z<< <1,
(11.2) flz, —2)(@)) > —2'(#) pour 0 <z<8<1.

La démonstration du théoréme en question est une simple congé-
quence du théoréme de Wazewski [1]. La condition (4) du théoreme de
Jiirgen Witte est un cas particulier de la condition (11.1), (11.2). On vérific
facilement que dans le cas ol ¢(z) > 0 pour x> 0 l’intégrale

[ e()h(s)exp] [ h(z)dr]ds

existe:
x

2(@) = [ g(s)h(s)exp[fs h(t)dt] ds + ex.
0 1
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