ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XVII (19686)

Uber ein System von Funktionalgleichungen

von O. E. GIEORGHIU (Timigoara) und S. Goras (Krakéw)

In Verallgemeinerung der Gleichung [1]

(1) flz+yf (@) = f(x)f(y)

auf komplexe Zahlen (mit zwei Einheiten) sind wir zu dem folgenden
Funktionalgleichungssystem gefiihrt

Plz+zP(z,y)+ CtQ(z, ¥), y+1P(z, y)+2Q(z, y)]
= P(z,y) P2, 1)+ CQ(z, ¥)Q(z, 1),

Q[z+2P(z,y)+ CtQ(z,y), y+1P(z, y)+2Q(z, y)]
= P(z,y)Q (2, 1)+ P(z,1)Q(z, y),

wo P(x,y), @(x,y) zwei reelle gesuchte Funktionen von zwei reellen
Veranderlichen sind nund C eine reelle Konstante ist, die Rolle eines Pam-
meters spielt.

Wir setzen voraus, daf die Funktionen P, in der ganzen reellen
Ebene (x,y) definiert sind.

Was die Regularitit der gesuchten Funktionen P, @ betrifft, so
werden wir zweierlei Voraussetzungen machen. Da die Gleichung (1)
bisher allgemein (ohne irgendwelche Regularitdtsannahmen) noch nicht
gelost wurde [1], so ist es auch vorliufig hoffnungslos mit dem Sy-
stem (2) ohne Regularitdtsvoraussetzungen auszukommen. Im ersten
Schritt werden wir voraussetzen, dafl die Transformation

(3) E=P(w7y), y=Q(m1y)

im Grollen umkehrbar ist.

Im zweiten Schritt dagegen werden wir iiber die Funktionen P Q
die Annahme machen, dafl sie von der Klasse C' sind. Offenbar ist keine
von diesen zwei Annahmen stirker als die andere.

Es wird sich herausstellen, da8 nur fiir gewisse Werte der Konstanten C
das System (2) sich auf eine Gleichung vom Typus (1) im komplexen
Gebiete reduzieren 1iBt.
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224 O. E. Gheorghiu und S. Golab

§ 1. Zuniichst einige Folgerungen aus dem System (2) ohne irgend-
welche Annahmen liber die Funktionen P, Q.
Wir setzen

(4) A P0,0), »£Q(0,0).
HILFSSATZ 1. Es sind nur folgende drei Fille mdglich

I A=0, u=0,

b * .«
n i=1, #=0’}0 eliebig ,
(8) - .
IIr i=4%, y.=2l/6, g=1, 0>0.

Daraus folgt snsbesondere, dap der Fall C <0 fiir u # 0 diberhaupt nicht
auftreten kann. : ‘

Beweis. Setzt man in (2) a =y =t =2 =0 ein, so erhilt man
folgende Bezichungen zwischen 4 und u

(A—1)A+Cut =0,

(6)
pA+(A—1)p =0.

Fiir g = 0 bekommen wir
(A—1)A =0,

80 daB die ersten zwei Moglichkeiten im Hilfssatz 1 bewiesen sind. Fiir
p # 0 ergibt die zweite der Gleichungen (6) 4 =}, was in die erste ein-
gesetzt

Cu* = ¢

mit sich zieht. Daraus folgt erstens, dafl der Fall C < 0 nicht vorkommen
kann und zweitens folgt eben die dritte Moglichkeit.

Die Moglichkeit 4 = 4 =0 fithrt zu P =0, @ = 0 also zu der tri-
vialen Losung, von welcher wir weiterhin absehen werden.

Der Fall A =1, g =0 wird im folgenden in Einzelheiten behandelt.
(unter zusatzlichen Regularititsvoraussetzungen).

Das Ergebnis im Falle 2 =}, u = £/2)/C ist im folgenden Hilfssatz
cnthalten.

HILFSSATZ 2. Fiir 2= %, u = ¢/2Y C, C> 0 ist die allgemeine Losuny
des Systems (2) durch folgende Formeln

P(z,y) =}/ (@+VCy),
Qz,y) = _I/? -’D+81/_?l)

gegeben, wo f(u) beliebige Losung der Funktionalgleschung (1) bedeutet.

(1)



Uber ein System von Funmktionalgleichungen 225

Bewels Aus (2) erhalt man fiir t =2 =10
P(z,y) = AP(w, ?/)“I“CFQ(-'”: Y),
Qz,y) = uP(x,y)+1Q(2,9),
woraus fir A =%, u = ¢/2)/C

(8)

= iP(wiy)

Ve

folgt. Wird diese Beziehung in (2) beriicksichtigt, so erhilt man fir P(z, y)
folgende Funktionalgleichung

(9) Q(z,y)

(10) P{w+(z+te|/' )P(,4), 9+ V_(z+tsV0)P(w,y>} —2P(2,9)P(2,1).

Wird hier 2 =y =t =0 bzw. 2 =y = 0 eingesetzt, so erhilt man fol-
gende zwei Gleichungen :

=4
P 0
(11) (2 - 1/0) = P(z,0)
und \_
12) Plic+av®), =+ avOl = P, |
woraus
(13) P(z,t) = P(z+1V/C, 0)

zu schlieBen ist. Setzen wir kurz

(14) f(u) L 2P(u, 0).

(13) kann also folgendermalen

(15) P(z,1) = }f(2+1c)/C)

geschrieben werden. Die Gleichung (10) ergibt fiir y =t = 0

(16) Plo+ —f( 7), 5o 1@ )} 1@ )

F<

(15) und (16) ergeben zusammen die Relation

(17) [lz+2f(2)] = f(®)f(2) .
Aus (15) und (9) erhalten wir endlich

P(z,t) = ¥ (2+1ey/0) ,

18) Qz,t) = 2;6 flz+1V0) .

18+
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Auch umgekehrt bestatigt man leicht, daB System (P, @), das durch (18)
definiert ist, wo f die Gleichung (1) erfillt, eine Lisung von (2) darstellt.
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Bemerkung. Wird zusitzlich die Derivierbarkeit der Losung gefor-
dert, so hat die Gleichung (1) [1] die einzige Schar von Losungen

(19) f(z) =1+2me (m beliebige Konstante)
so, daB die allgemeine Losung von (2) folgendermaBen aussieht:
e P(w,y)=§—|—m(m+el/5y),
=0 Q(@,9) = ——=[4+m(z+)/Cy))
= — £ .
’ l/a y

§ 2. Kehren wir nun zur Annahme der Umkehrbarkeit der Tra,hsfor-
mation (3) zuriick. Durch Umtausch der Verdnderlichen z<==2 und y=1
indern sich die rechten Seiten von (2) nicht und folglich erhalten wir
Plo+zP(z,y)+ CiQ(z, y), y+tP(z, y)+2Q(z, y)) _

= Plz+2P(z, )4 CyQ(2, 1), t+yP(z, 1) +2Q (2, 1)]
Qo+ 2P (=, y)+ 01Q(z,y), y+tP (2, y)+2Q (v, y)]
= Qz+2P(2, 1)+ CyQ(z, 1), t+yP(z, 1) +2Q (2, 1)] .

Aus der Voraussetzung der Umkehrbarkeit der Transformation (3) félgt
daraus das folgende Gleichungssystem

e+ 2P(z, y)+ CtQ(z,y) = z+2P(z, t)+ CyQ(z, 1),
y+1P(z,y)+2Q(z,y) = t+yP(z, 1)+ 2Q(z, ).
Fir y =1 = 0 erhilt man aus (22)
z+z2P(z,0) =%2+2P(z,0),
2Q(z, 0) = 2Q(x, 0) .

(21)

(22)

(23)

Setzt man weiter

(24) a ¥ P(1,0), 8%Q(1,0),

80 ergibt (23) beim Einsetzen z =1

P(z,0) =1+ (a—1)z,

Q(z,0) =pz.

Das Einsetzen von ¢ =0 in '(22) ergibp weiter
z+2P(x,y) = z2+aP(z,0)+ CyQ(z, 0),
y+2Q(z,y) = yP(z, 0)+2Q(z, 0)

(25)
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was unter Beriicksichtigung von (25) in

z+2P(x, y) =2+ 2[14+(a—1)2]+ Cy Bz,

y+2Q(2,y) = y[1+(a—1)2]+2zp2
iibergeht. Das obige System soll fiir alle x,y, # erfiillt sein und daraus
folgt die endgiiltige Gestalt fiir die gesuchten Funktionen

P(z,y) =1+ (a—1)x+ CPy,

Q(z,y) = pr+(a—1)y .

Man bestatigt ohne Schwierigkeit, da fiir jede Wahl der Koeffizienten
a, B, die mit Hilfe von (26) definierten Funktionen P, @ eine Losung des
Systems (2) bilden. Damit aber die Transformation (3) umkehrbar sei, ist
es notwendig und hinreichend, dal die Konstanten a, 8 der Ungleichung
(27) (a—1pF—Cf # 0

geniigen.

Auf diese Weise haben wir das System (2) unter der Voraussetzung
der Umkehrbarkeit der Transformation (3) vollstdndig gelost.

§ 3. Jetzt machen wir die Voraussetzung, daB die Funktionen P, Q auf
der ganzen Ebene mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung aus-
gestattet sind und wollen das System (2) unter dieser Voraussetzung lésen.

Wir bezeichnen mit P, P,, @,, @, entsprechend die ersten partiellen
Ableitungen in bezug auf x bzw. y der Funktionen P(xz, ¥), Q(z, y). Wir
fithren weiter die folgenden kurzen Bezeichnungen ein

a(x) = Pyx, 0), B(z) = Qy(x, 0),
y(y) = Py(0,y), o(y)=@.0,y). S

Das beideseitige Differenzieren der Gleichungen (2) in bezug auf ¢ bzw. 2
und nachtriagliches Einsetzen des Wertes Null fiir die Veridndliche in
bezug auf welche das Differenzieren ausgefiihrt wurde, liefert uns das
folgende System von Gleichungen

(29)
Pl[m‘l‘:zp(w’y)a'y'i'zQ(w,y)]CQ(may)"'Pz[-’”‘l‘zP(W’é/)’y+zQ(w’y)]P(w’.'/)
= a(2) P(z,y)+ CB(2)Q(2,y),
Piz+ CiQ (z,y),y +1P(x,y)1 P(x,y)+ Pz 4+ CtQ(z,y),y +tP(z,¥)]Q (@,y)
= y()P(z,y)+ Cé(1)Q(z,y) ,
Qlz+2P(2,y),y +2Q(z,9)10Q (x,y) + QJfz+ 2P (2,y),y +2Q(z,y)] P(z,y)
= B(2) P(z,y)+ a(2)Q(z,y) ,

e+ ClQ(2,y),y+tP(2,9)1 P(z,y)+ Qo+ 0tQ(2,y),y + tP(z,y)1Q (2,9)
- = 8(t) P(w,y)+7(1)Q(z,y) .

(26)

(28)
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Wir setzen weiter kurz
(30) a¥o0), FREO), yEy0), s2La0)
und setzen in (29) 2 = ¢ = 0 ein. So erhalten wir
CQP1+PP2 = GP—I—OﬂQ,

PP,+QP, = yP+ C3Q,

CQQ,+ PQ, = BP - aQ ,
PO, +QQ, =P +Q .

Wir bezeichnen weiterhin die gemeinsame Cramersche Determinante
der Systeme (31) und (32) mit

(31)

(32)

(33) | A%E pi—og
und nennen G die Menge der Punkte (x,y) der Ebene in welchen
(34) 40

erfiillt ist. Fir die Punkte der Menge G kdnnen die Systeme (31) nnd (32)
folgendermafen umgeschrieben werden

P, = 3 (yP'—(a— C8) PQ— 0P},
P, = 7 {aP*+ C(8—7) PQ — C3QD),
(35) N
Q. = 5 (OP*+(y— H)PQ— oQ¥},
1

7 6P+ (a— 08) PQ— CyQ'} .

Es ist 4(0, 0) = 1 und folglich enthalt die Menge @ jedentalls die Umge-
pung des Punktes (0,0). Schreiben wir jetzt die Integrabilitdtebedin-
gungen fiir (35) aus:

! Py=P, und ¢;,=@y.

Dazu berechnen wir zuerst die partiellen Ableitungen
"' 24 [
4, =%z und 4, = By
Es ist '

f 4 =2(PP,— (Q¢)) y 4, = 2(PP,— OQQS) .



Uber ein System von Fumktionalgleichungen 229

Die Ausfithrung der entsprechenden Rechnungen ergibt nach ziemlich
langem Verfahren bei Beriicksichtigung der folgenden symmetnschen
Boyelchnungen

P, = Z {an P2+ 2“12-PQ+ ax@?},

o -Pz ,=211- {15'111')2 + 2}312PQ+ ﬂnqz} ?
(36%)

& =Zl" {yul?+ 2712PQ + y2:9%} »

1 .
Qs = A {61 P2+ 20,,PQ + 60Q%} , -

(36) A, = y190u— Yudu Ag = 7300 s V1 5 A, = ?aadu— Y1303 5
D, = ay,f13— 033811 Dy = ayfa— 0 by Dy = auﬁn—amﬁn ’

B, = é13a1— 712611 »
By = 813012— Y12512 5
By = 85501~ Y2211 »
B, = dnan—ynbu
(37) ‘ | By = dt1o— Y1 bray
By = 82015— Y2213 »
By = 813Gs— Y112 s
By = 833055— V22 Bz 5
By = 81300— 71202

die nachstehenden Relationen als Integrabilitdtsbedingungen des Glei-
chungssystems (35*):

5
Pu—Py =55 D PO =0,
{0

(38)
—Qn =3 ZPQ:"J‘—O
{=0

wo Wiy, Z¢ homogene Polynome zweiten Grades der Variablen aje, P,
viky O 8ind und sich folgendermaBen durch A;, D; und B; ausdriicken:

W°=—CD3, Z, = OB, ’

Wl = C(By— D), Z1 = By+ O(By+2B,— 4,) ,
(39) = Dy+ By+ C(By+2B,— D), = By-+2B¢+4-C(B,—4,+2B,),

Wa Dy+ By+2B,y+ C(2B,+ By), = A3+ 2B;+ B;+ 0(34 Al) y

W. = 1+2B2+B7+ 0B4, Z‘ B1+‘A”

Wy = By, Zs=A,.
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Die Koeffizienten aji, fixy yixy o sehen (als Funktionen von a,g,y, o
und des Parameters C) folgendermaflen aus:

an =¥,

fu=a, 7’11=61 o =248,

(40) a3 = $(Cé—a), B=1C(f—7)y, ra=131(y—B);, 0= 1(a—0Cd),
o = — OB, B = —C%, Ve = — @, bye = —Cy.

Folglich nehmen die Polynome A4j, Dy, B folgende Gestalt an

(41)

4, = }(By— f*— ad+ 0&)

4y =—af+Cyd,

Ay = $(Cad— o*+ Cy*— CBy) ,

D, = $(Cpy— Cy*— Cad+a?),

D, = — C*yé+ Caf

D, = }(C%ad— C*82 4 C2ft— O?By) ,
B, = §(ap— Cp9),

By = }(—a?+4-2Cad— O824 O2—2C By + Oy%),
By = a*— 0y,

By = fy—ad,

B; = 3(Cyd—ap),

By = }(Caf— C%9),

B, =— 0+ 02,

By = C*By— (26,

B, = }(C%8— Cap) .

Wir berechnen weiterhin die W; und Z; in Abhéngigkeit von a, 8, y, 6, C

(42)

Wy = §O%By— p*+ 08— ad) = OZ ,
W, = C*(0yd—af) = C*Z,,
W, = Ci{ad— fy + f— O8) = 0Z;
Wy = C(af— Cyd) = Z,
OW. = §CU(fy— ad— 2+ 08Y) = Z, ,
C*W, = $C(Cyd—af) = Z, .

Daraus ist es zu ersehen, daB sich die Koeffizienten Wy, Z; einfach durch 4,
und A, ausdriicken lassen und .zwar folgendermaBen
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W, = C34,, Zg=4A4,,

W, = C%4,, Zy=A4,,
(43) W, =—20%4,, Z;=-—2C4,,

Ws =—CA,, Zy=—0CA,,

W,=CA,, Z,=0C%4,,

Ws = 14,, Z, = 30?4, .

Nun werden wir zwei Fille unterscheiden. Es ist @(0, 0) = 0.

I Fall. Es gibt eine Umgebung des Punktes (0,0) in welchem
Q(z, y) identisch verschwindet.

IT Fall. In jeder Umgebung des Punktes (0, 0) gibt es Punkte (z, y)
in welchen Q(z, y) # 0.

Wir betrachten zun#échst den Fall I. In diesem Fall gilt

Q=Q:;=0
in der Umgebung des Punktes (0, 0) und, da in diesem Falle
1 1 1
Q=70P) =58P =08, Pi=2{P}=y,
. 1 1
Q=5 {6PY =8, P, = 2 {aP?} — a
ist, so haben wir
P=1+4+yz+ay,
Q = dz+py
in der Umgebung des Punktes (0, 0). Folglich miissen wir haben -
d=p=0,
WOraus
P=14vx4a
(44) yr+-ay ,
Q=0

in der Umgebung des Punktes (0, 0) folgt.
Wir behaupten, daBB die (44) auf der ganzen Ebene (z, y) bestehen
miissen. Tatséchlich, es gilt auf Grund der Relationen (35)

P, =7 (yP—aPQ),

P, =7 (aPi— Oy PQ),
(45) 1

Q=7 (yPQ—ag?),

Qs =7 (aPQ— 0¥QY) .
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Man bestéitigt ohne Schwierigkeit, dafl in diesem Falle folgende Relationen
gelten

Pu.=P21=01 Qn=Qu=0

und daraus folgt unmittelbar die Linearitdt der Funktionen P,@ und
folglich auch das Bestehen der Formeln (44) auf der ganzen Ebene (z, ).
Genauer gesagt, bestehen die Formeln (44) im Gebiete, das den Nullpunkt
enthilt und in welchem 4 von Null verschieden ist. Da sich aber 4 zu P2
reduziert, so ist 4 = 0 auf der Geraden 1+ yx+ ay = 0 (im Falle a®-} 92> 0,
anderenfalls ist 4 =1) und folglich kénnte P auf der zweiten Hilfte
der Ebene eine andere lineare Funktion sein; da aber die Differenzier-
barkeit vorausgesetzt wurde, so muB die einheitliche Formel (44) auf
der ganzen Ebene gelten.

Jetzt gehen wir zu dem zweiten Fall iiber, wo @ in jeder Umgebung
des Punktes (0,0) die von Null verschiedenen Werte annimmt. Kehren
wir zu der Integrabilitdtsbedingung (38) zuriick

1]
(46) , D PiQ-iZ =0.
{=0
Fiir ¢ =y = 0 bekommen wir wegen P(0,0) =1, @(0,0) =0
(47) Z,=0.

Die Bedingung (46) reduziert sich folglich zur Gleichung

4
2 P‘Q’"Z( =0

{=0
oder

Q Z‘P‘Q‘“‘Zg =0,

{0
Da es Punkte gibt, fiir welche Q # 0, so kénnen wir schreiben
4
D PiQs-1Z, = 0
im0
und beim Grenziibergang (z, y)—(0, 0) erhalten wir daraus

(48) Z. = 0 .

i

Die Bedingungen (47) und (48) sind gleichwirtig mit den Bedingungen
(49) A, =0 und A, =0
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und aus den Formeln (43) folgt, da8 dann alle W; und Z; verschwinden
miissen. Die beiden Gleichungen (47) und (48) sind unabbingig und
lauten

—pr—ab =0,
(50) By— BF—ad+ C&

Cyé—aff =0.

Den Fall § = 60 = 0 haben wir schon behandelt. Setzen wir nun weiter
voraus, daB

(51) d+#0.
Ist f =0, s0 ergibt die erste Gleichung

‘ d(Cé—a) =0
oder wegen (51)
(62) a=0C6.
Dies eingesetzt in die zweite Gleichung

| C8(f—y) =0

crgibt. Dies ist gleichwertig mit
(53) » C(f—y)=0..

Jetzt miissen wir zwei Fille unterscheiden, je nachdem die Kongtante C
verschwindet, oder ist sie von Null verschieden. ’
Fiir

{54) C=0

haben wir a =0 und folglich die Relationen (45) die folgende Form
annehmen

P, =y,
P,=a=0,
{Bd>
) Ql—6+3’ﬁy
Q2=0.

Die Integration des Gleichungssystems (55) ist einfach. Die ersten zwei
Gleichungen (zusammen mit der Anfangsbedingung P(0, 0) = 1) ergeben

(56) P=14yz+ay =1+yz.

Die vierte gibt

{87) Q=o@,

was, in die dritte cingesetzt, die folgende Differentinlgleichung liefert
dw

!

5 = L
(38) 3;—6-%}'1_’_74,-
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Dies ist eine lineare Differentialgleichung, die sich effektiv integrieren
14Bt. Wir hekommen

w(xr) = %(1-}— yr)n(14-y2) fir y+#0.

Man bestétigt leicht, daB das Paar der Funktionen

P=1+yzx,
-
(59) = J%(1+ yz)In(1+ yx)

tatsdchlich eine Losung des Gleichungssystems (2) darstellt. Fir y =0
erhalten wir

P=1,
dow
p i

also
o(@) =4é@) (w(0)=¢(0,0)=0)
und das Paar

(60) P@,y)=1, Q=)=
ste]lt wiederum eine Losung des Systems (2) dar.
Fiir
(61) C#0
ergibt die Gleichung (53) die Relation
y=248,

was zusammen mit § =0
y=0
ergibt. Die Gleichungen (45) nehmen jetzt die folgende Form an
‘Pl = 0 ’
P, =%06(P2— 0QY) = Cé,

Q=3 8(P—0Q) =3,

Qz = 0 .
Die Integration dieses Gleichungssystems fithrt zu

P=1+06'y,

(2 Q=da.
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Ist endlich

(63) g#0 und 6#0,

so erhalten wir durch Eliminieren von a aus den Gleichungen (50)
a = Cyé[B,

(64) By — B2+ O
“= 3

die folgende Relation
Cyd*—p*y+ f— Cp&* = 0

oder
, y(C8— f)— B(CE— ) = 0,
oder endlich
(65) (y»—B)(C&8—f?) =0.
Dies fiihrt zur folgenden Alternative
(66) y =8
oder
(67) p? = Cé*.

Die Relation (66) ergibt
a= 0o

und die Gleichungen (45) erhalten die Form

P, = 3(8P*— CPQ") = §,
P, — 211—(06P’— C16Q%) = C8
@ = 3 (8P*— CoQ) = 4,

Q. = 5 (BP*— C3Q") = 5,

was zu
P =1+ pz4 Cdy
(68) 4 ’
Q@ = dz+ By
fithrt. Es bleibt uns also nur den Fall (67)
2 = Cé&

zu erledigen, was nur im Falle C > 0 eintreffen kann. Es ist dann

B=ey/C (8=1)

und folglich wegen der zweiten Gleichung (50):

a=eVC.
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Die Gleichungen (45) nehmen jetzt die folgende Form an
1 ,
P, = 2 {yP*—[ey V0~ 081 PQ— CV/CedQ?}

P, = 1 {ey VO P+ C[e8 YT~y PQ— C°0%) ,
(69)
@ = = (OP*+[y— Y C) PQ— sy VTQ?)

Q. = 5 (8 TP+ [ey Y T— C31 PQ— Oy@?}

Dieser Spezialfall bietet die grofiten Schwierigkeiten dar. Zundchst be-
merken wir, da8 die folgenden Relationen bestehen

(70) Py =¢)Y0P,, @Q,=¢YCQ,.

Daraus ist es zu ersehen, dafB es zwei (differenzierbare) Funktionen einer
Veranderlichen existieren ¢ und y, so dall

(71) P(z,y) =pla+:V0y), Q,y)=y[z+eV/Cy].

Wenn weiter die folgenden kurzen Bezeichnungen eingefiihrt werden
U =y—¢ ]/65 ’

(72) v=y+eyC8,

A=08—¢e)YCy=—eyCpu,

0 bekommt man nach leichten Umformungen der rechten Seiten von (69)

Q0
P, = —
1 7+ P+‘EI/EQ *
_Jh Q |
P, =¢)/C [)’-l' m ,
(713) 0
=04 —E
Ql + P-[—EVEQ
—eyT|o+ —*¢__].
Q:=¢ l/ [ + P+ey0Q
Wenn wir nun (71) in Betracht ziehen, so konnen wir folgern (4 = x+ ¢ Vay]
. Ap(u)
p'(u) =y+ = ’
a0 (%) + )/ Cp(u)

") = 64 #p(¥) _
A @(w) 4+ ¢V Cy(u)
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Aus (74) erhalten wir:
pp'— Ay' = yp— 6

oder

(75) up(u)—Ay(u) = guto
wo

(76) 0 XL yu— 84 = y*— C&.

Den -Wert der Konstanten ¢ ermitteln wir einfach aus den Relationen
B ¢(0) =P(0,0)=1, (0)=¢(0,0)=0
und wir bekommen so

pp(u)—Ap(u) = ou+p

Der obigen Relation kann auch die Form

mn - - plo(u)+ ¢/ Cyp(w)) = eu+p
angegeben werden.
Das Einsetzen der Formeln (71) in das System (2) ergibt:

pl{z+2p(z+c)/Cy)+ Cty(z+£V/ Cy)+ .
‘ +&V/Cly+tp(@+ 5V Cy)+2p(a+ )/ Cy)l}
=gp(@+eV 0y)p(z+ eV Cl)+ Cyp(a+ eV Cy)p(z+ 2V Ct)

vie+zpla+eV/0y)+ Cly(w+)/ Cy)+
+ 2V 0ly+tp(@+ eV Oy)+2p(@+ e Y Cy)l)

= @(@+&VCy)y(e+ eV Tt)+p(2+ 2V Ct)p(z+2)/Cy) .
Die erste dieser Gleichungen ergibt fir y =¢ =10

(78) {a+2p(@)+ ¢V C2p(2)} = p(2)p(2)+ Op(2)p(2) .
Zunichst betrachten wir den Spezialfall

p=0.
Dann ist aneh 2 = 0 und aus den Gleichungen (74) erhalten wir

¢'(u) =y, yv'(u) =24
woraus

p(u) =1+yu, y(u)=0u
folgt. Aus (71) bekommen wir

P(z,y) =1+ y(@+eyCy),
Q(z,y) = 8(z+¢V/Cy).
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Aus u = 0 folgt weiter

y=¢e)/C8

was Zu

(79) P(z,y) =1+¢y Con+ Ody,
Q(z,y) =dz+¢e)/ Cdy.

fiihrt.

Man bestétigt ohne Schwierigkeit, da8 das Paar von Funktionen (79)
tatsdchlich eine Losung des Systems (2) darstellt.
Wir gehen zum Fall
p#=0

iiber. Differentiation der Gleichung (78) in bezug auf z ergibt

o' {z+2{p(@) - e V Cp(a))} {1+ 2¢'(x) + e V Coy' (z)}
= ¢'(2)p(2)+ Cy'(z)p(2) .

Setzt man hier £ = 0 und beriicksichtigt die Relationen

¢'(0) =y, $'(0)=24
50 bekommt man

@' ()14 (y+ eV 08)z) = yp(2)+ Coyp(2) .

Unter Beriicksichtigung der Formeln (77) und der Bezeichnung (72)
kann die letzte Gleichung folgendermaflen umgeschrieben werden (man
beachte daBl o = u» ist)

¢(2)(1+ 2z) = @(2)(y— Y/ C) +£)/CH(1+vz)

oder

pp(2)
(80) ¢'(2) = 1L z+81/06
Dies ist eine lineare Differentialgleichung, die leicht integrierbar ist.
Zunichst behandeln wir den Spezialfall

(81) r=20.
In diesem Fall haben wir

¢'(2) = wp(2)+e)/ C8.
Da aber » =0 zu
y=—e)C8
fithrt, so haben wir
u=—2¢ /8
und folglich : .
9'(2) = — 26 )/ Codp(2)+ 2/ C8..
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Die Integration dieser Gleichung liefert

(82) | ¢ = p(1+ e~V
was ‘ ' :

— £ _ e —23]/5&
(83) v =2 1/5(1 -€ )

mit sich bringt.

Man bestitigt ohne groBere Schwierigkeit, dall das Paar der Funk-
tionen (82), (83) zusammen mit (71) wirklich eine Lésung des Systems (2)
darstellt und zwar fiir jeden Wert der Konstanten 4.

Nun setzen wir ‘

(84) v# 0

voraus. In diesem Fall ergibt die Integration der Differentialgleichung (80)
und die Beriicksichtigung der Anfangsbedingung ¢(0) =1 die folgende
Formel fur ¢

(852)  @(@) = $[1+ww+sgn(l+wm) L4+l falls u#v

und '

(85b)  @(@) =14+ww+eY08(1+wr)Injl4vx| falls u=v.

Betrachten wir zunachst den zweiten'Fa.ll.
Die Bedingung u =»
6=20

ergibt was die Gestalt der Funktion ¢ zu

) =14+rw =14y
reduziert. Die Relation (77) ergibt dann fiir y die Formel

p(@) = V—%—[lww—qo(m)l = ——[us—vz] =0.

Yy

Die Beriicksichtiguug dieser Formeln in den Relationen (71) ergibt
P(z,y) =1+4y(@+eV/Cy),
Qz,y) =0.

Man stellt fest, dal das obige Paar der Funktionen (86) fur jedes y eine
Losung des Systems (2) darstellt.

Jetzt setzen wir
(87) r#F0, wFO0, vE
voraus und untersuchen wir wann die Funktion (85a) zusammen mit
der Funktion

(88) p(@) = l_/%(l +vz— ()

(86)

eine Losung des Systems (2) darstellt.”

Annales Polonici Mathematici XVII 1%
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Es stellt sich heraus, da8 tatsachlich immer (fiir jede x, ») die Funk-
tion (85a) zusammen mit (88) eine Ldsung des Gleichungssystems (2)
darstellt. Es zeigt sich auch a posteriors, daBl filr 4 = » die Funktion (85a)
sich zur

() =1+

reduziert, was mit (68) [fiir é = 0] zusammenfillt.
Somit haben wir das System vollstdndig gelost. Einfachheitshalber
stellen wir die Resultate zusammen.

Die Gesamtheit der differenzierbaren Liosungen (P, Q) des Systems (2)
tst ¢n den machstehenden Formeln enthalten.

Fiir C =0 lautet die allgemeine Ldsung

P =1-}yz+ay,

(89) Q=0
oder
P=1+yz, y+#0,
(90) P
Q J;(1+yw)1nll+rwl
oder
P —
(91) 1+ gz,
Q = dz+py .

Die erste zwei Scharen von Lésungen, sowie die dritte Unterschar (fir
p = 0) bilden singuldre Losungen in dem Sinne, daB die Transforma-
tion (3) nicht umkehrbar ist (die Jacobische Determinante identisch ver-
schwindet).

Fir 0 < 0 lautet die allgemeine Losung folgendermafen

P=1+yztay,

92
(92) 0 —0
oder
; P=1 Cdy ,
(93) +po+ Oy

Q =dr+ By .
Dagegen fiir ¢ >0 haben wir die folgenden Scharen von Lésungen

]P=1+7w+ay1

94) lg =0
(95) {P =1+pz+ Cdy,
Q = dz+ Py
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(darunter auch fir § =&)/0 die Losung (79)),

P = %[1 +e"?ﬂfa'6(z+al/(_3'!)] ,
(96) Q =%[1_3-zcl/§«z+cl/ﬁv)],
o) ‘ =1+yo+V/ Oy,
@=0,
, P —-{w+sgnw|w| r+eV/C }
ey C8
(98) Vo
r+eyCé
{ —sgn(w)|e| ——7F=— y—s)/0d }

fiir y 0, 4 £ 0, y # )/ 08, y #—¢e)/ 08, wo
=@,y L1+ (y+eV/08)(z+eVCy).
P =1%}+y(@+c)/Cy),

Q—W{Haf(wﬂ-slfﬂ’y

Unter diesen Losungen sind die (94), (96), (97), (98), (99) singulir und
fir 8 = ¢y C8 auch (95) singulir. ‘

§ 4. Nehmen wir jetzt in Betracht den Korper J der reellen Zahlen
und iiber ihn die Algebra der komplexen Zahlen mit zwei Einheiten ¢, e,

(99)

zey+ye, (@,YeX).

Békanntlich kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraus-
setzen, daBl die Multiplikationstabelle der Einheiten ¢,, ¢, folgendermafen
aussieht

€t 6

|
80 60 81‘, CGJ{J

e, | e, |Ce

B}

und die drei wesentlich verschiedenen und untereinander nicht isomorphc_an
Algebren den folgenden drei Werten der reellen Konstanten C entsprechen
I O0=-1 (gewbhnliche komplexe Zahlen),
(100)  IL . 0=0 (duale Zahlen von E. Study),
oI ¢=1. ' .
17*
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Es sei ferner ‘
F(xzey+ ye,)

eine eindeutige Funktion, deren WWertbereich e¢ben in dem kompleaxen
Zahlenbereich liegt. Wir konnen also schreiben

(101) F(xe,+ye) = Pz, y)e+Q(z,y)e

wo P und @ zwei Funktionen von zwei reellen Verdnderlichen sind. Setzen
wir nun voraus, da die Funktion ¥ die Gleichung von Golgb-Schinzel
erfiilllt, d.h. (ween mit o, die komplexen /qh]en bezeichnet werden)
die Gleichung:

(102) S Flo+1tF(w)] = F(o)F(T).

Wird diese Gleichung aui die reellen Komponenten der gesuchten Funk-
tion F ausgeschrieben, so bekommen wir eben das unsere. Gleichungs-
system (2). ’

Es interessieren uns weiterhin nur dle]emgen Losungen, die den
drei Werten (100) der Konstanten C entsprechen. Nach der allgemeinen
Tabelle der Losungen, die am Ende des vorigen Paragraphen angegeben
ist lauten die Losungen folgendermaf(en “

I Fall. ¢ =—1.

P=1+yz+uy,
(103) l 4 Y

lg=o,
A | P=1+po—0y,
o) Lo —or+py.

Beide Scharen sind zweiparametrige Scharen. Die erste liefert lauter
singuldre Transformationen, die zweite liefert (fiir 2+ 9% > 0) nichtsin-
gulire Transformationen. Diese Scharen bilden keineswegs Gruppen

IT Fall. ¢ = 0.

J P=14+yrx+ ay.

(105) l Q-0
P =148z,
(109 { Q = éz+ By,
P=1+yaz, |
(107) T (v £ 0).

8
Q =;(1—|—yw)ln|1 + 7|

Alle drei Scharen sind zweiparametrig und nur die zweite enthilt (fir
B # 0) nichtsinguldre Transformationen.
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Es zeigt sich, dal die Losung (die der allgemeinen differenzierbaren
Losung der Gleichung, von Golab-Schinzel 1+ ax, a beliebig, entspricht)

(108) o+ (Bey+ dey) (xeg+ yey)

erhalten wir nur als Teillosung. Die Losungen, die aber gleichzeitig eine
cineindeutige Abbildung der x¢,+-%e; Ebene bilden, miissen von der
Form (106) sein.

III Fall. ¢ =1.

(109) { +yr+ay .
{ =14 By,
(110)
- 5$+ﬂy,
P = 1(1 e—2eb@+er)
(111) { H1+ .
Q = 1e(1 — e+
| P=1+4+y(z+ey),
112 @ _1),
- @ = —eyi@tem), )
= %{14— (y+ ed) (@ + ey) +
+sgn{1+ (y+ &8) (@ + ey)] |1+ (y + €8) (z + ey)| }'+sg}
(113)
¢ = 5[t G+ ad)aten-
b
—sgnll+(y+ o)+ )] |1+ (y+ d) o+ )| L5g) (& = 1),

Darunter stellt nur die zweite Schar (fiir |8 # |8]) nichtsingulire Lésun-
gen dar.
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