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Une remarque sur la méthode des approximations
successives dans la recherche des solutions périodiques
des équations différentielles a parametre retardé

by Z. Mi1xorAJskKA (Krakéow)

Nous avons démontré(!) Dlexistence d’une solution périodique de
Véquation différo-différentielle

1) 2'(t) = f(t, 2(t), 2(t—h)), h>0

dans le cas ou f(t, #,y) est continue et croissante par rapport & = ou v,
périodique par rapport & ¢ avee la période h. Dans la présente note nous
démontrons une autre condition suffisante pour 'existence d’une solution
(1) périodique, avec la période T (qui peut étre différente de %). Nous
ne supposons plus que f(¢, z, y) est croissante par rapport & 2 ou y, mais
nous admettons qu’elle est de classe C* par rapport & x, ¥ et nous utilisons
certaines évaluations de |[f,l, |f,| et |f;+f,/. La méthode des approxi-
mations successives dont nous nous servirons dans cette note est plus
commode que celle employée dans(?).

1. HypoTHESES H. 1. La fonction f(t, z, y) est de classe C* par rapport
a (x,y), continue par rapport & (t,z,vy) et périodique par rapport & t, de
période T > 0, pour tous les (t,x,y).

2. Il existe une constante m > 0 telle que pour chaque couple de fon-
ctions périodiques a.(t), a,(t) de période T on a

T
(1) | [{fedts 1)y 2 (0) + {25 2(0), oa®))} dt| > m > 0,
0
12) a2 I <M, 1f(t 2,9 < M,
lfz(t; .’D,'y)-[—f"(t, .’D, y)l < N’
(1.3) MNTE <1.
m

(!) Z. Mikolajska, Sur Vexistence d'une solulion périodique d'une équation

différentielle du premier ordre avec paramélre retardé, Ann. Polon. Math. 23 (1970),
. 25-36. ‘ ‘
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THEOREME 1. Sous les hypothéses H il existe une solution périodique
z(t) de Véguation (1), de période T. La solution en question peut étre obtenue
comme la limite uniforme de la suile

(1.4) z2,(t) = a,+@n(t),

ol les constantes a, et les fonctions ¢,(t) sont definies par les relations
suivantes:
(1.5) 9o(t) =0 pour —oo <t << o0,

a, étant la solution de Véquation numérique
T

(1.6) [ 1, ay, ag)dt =o.
0

D’'une fagon analogue on définit a, et ¢,(t)

4
(1.7) on()) = [£(8) @Guos+Pus(8)y Gy +@u_i(s—h)ds,
0
a, est une solution de Uéquation
T
(1.8) [ £(s, an-t9a(s), 8a+ g, (s—h))ds = 0.
0

Démonstration. Nous allons démontrer que:
I. Les fonctions ¢,(?) sont périodiques de période T.
II. Pour chaque n» =0,1,2,... 'édquation (1.8) a une solution
unique a,.
III. La suite {a,,,(f)} converge uniformément dans lintervalle
[0, T].
IV. La limz,(t) = #(?) est une solution périodique de ’équation (1).

Démonstration de 1. ¢,(f) est par définition périodique de période
T. f(t, z,y) étant périodique, en vertu de (1.6) et (1.7), @,(f) est aussi
périodique. Dans le cas ou ¢,_,(?) est périodique et a,_, satisfait & (1.8),
la fonction f étant périodique, ¢,(t) définie par (1.7) ’est aussi. Dans le
cas ol tous les a, existent, ¢,(f) étant périodique, tous les ¢,(t) sont
périodiques de période T.

Démonstration de II. Introduisons la notation suivante:

T
To(a) = [ fls, a+@a(s), a+pa(s—h))ds.
0

On a

T
Ty(a) = [ {f.[8, 0+ 9u(9), 6+ ga(s—R)1+ 1, [3, a+ 9 (8), a+g,(s—R)1}ds.



Equations différentielles & paramdtre retardé 57

En vertu de (1.1) on a [I,(a)] > Tm > 0. Soit par exemple I, (a)}
=>Tm > 0, dou I',(a) > ma+TI,(0) pour a > 0, I',(a) < ma-+I,(0) pour
a < 0 et par suite il existe un R, > 0 tel que I',(R,) > 0,I,(—R,) <0
(pour » =0,1,2,...).

De la continuité de I, (a) il vient qu’il existe un a,¢(— R, ,R,) tel
que I, (a,) =0 pour »n =0,1,2, ...

Démonstration de III. Pour démontrer la convergence de la
suite {p,(!)} envisageons la différence

(Pa()— Pas ()
= |of [£(s5 @1+ @n1(8); Gp_1t@n 1 (s—h)—
—£(8) @u—2+Pn_2(5), Gn_s+ @n_sls— )} ds|

=] {110 001, B0 Mo 4 O ]

+fv(87 Gn(s) ’ ﬂn (3))[('?75—1 (8— h)'— Pr—2 (8)) + (an—l - a’n—z)]l ds I )

ou les fonctions a,(s), #,(s), convenablement choisies, sont périodiques.
En vertu de (1.8) on a

T
(@a_1— Gn_s) [ [£2(8) 00 (8), B.(9))+ 1, (s, 0,(8), B, (s))] ds
T
= — [ £(85 0n(8), 90(8)) (Pr—1(8) — @n_s(8))ds —

T
— [ 1,8, 0a(8), B0 (9) (Pa—r(8— B)— Pu_s(s—R)) ds,
d’ ot

14

f(fz(sr Ony D)+ [ (85 0ny ﬂn)) ds
hpn(t)_‘Pn—l (t)] = 1— 01' X

[ (fa(85 0ns B) 41,3, 0, ) s

:
X ffz(si Cpny Op) (q”n—-l(s)—f%_z(s))ds-l-

t
+ [£4(85 0ns Ba) (Pa_s(8—h) — pn_y (s— h)) ds} —
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¢

[1148, Ons D)+ 1 (8, 0wy D) ds 7
— 7 : f lfa;(sy Ops Oy) (tpn_l(s)—(pn_z (s))_|_
.'. [fz(s’ Oy Bp) 1, (8, Un,ﬂ”)]ds i

0

+14(85 Ony B) (ns (8— h)— @,y (s— D))} ds

T
[ U7 | o

<| | [ 1l 19 s )= Fuz )1+ 11,] Ipns(5— )~
[ Ut f1ds

t
;,f (fetf)ds | T
—‘pn-z(s— h)l}dS + T {lfa:l ltpn—l(s)—'pn—z (8)|+
! (fo+fy)ds |

+ 1fyl lpn—1(8—h)—@n_o(s—h)|}ds.
En vertu de (1.2) on a

2MN 4MN
P ()= Fns (N < == (T—= 1+ UT— D) 00y =— = eas (T—1)¢

pour O<t< T,

oll g, = maxX|g,(8)—@,_;(s)] pour 0 <¢<<T. On vérifie facilement que

le maximum - de la fonction (I'—?)t dans l’intervalle [0, T] est égal
T2
a (T—%T)% = d’ott l’on tire

MNT? 2MT

On < m €n-19 |a'n— an‘-l' g—T On-

De 13, en vertu de (1.3), on obtient la convergence

ea(t) >@(f) pour 0<t< T, a, >a,
et par suite
wﬂ(t) = aﬂ+¢ﬂ(t) -> a+9’(t) = w(t)'
La convergence obtenue est uniforme dans l’intervalle [0, T]. Les

fonctions ¢, (t) étant périodiques, la convergence uniforme a lieu dans
tout l'intervalle (—oo, 4 o0) et la fonction obtenue est périodique.

La démonstration de IV résulte immédiatement de la définition
{1.4), de (1.7), de la convergence uniforme de ¢, et de la convergence
de a,. La démonstration du théoréme 1 est ainsi terminée.
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2. Remarque 1. Il est évident que dans la définition de la suite
¢, on peut remplacer la fonction ¢,(f) = 0 par une fonction quelconque
périodique et continue ¢(2).

Remarque-2. Dans le cas ou T = h les conditions (1.2) et (1.3)
peuvent étre remplacées par des conditions moins restrictives. Dans le
cas envisagé on a le théoréme suivant:

HyrorHESES H,. 1. La fonction f(t, x,y) est de classe C* par rapport
a (z,y), continue par rapport & (t,x,y) et périodique par rapport a t, de
période T = h.

2. I existe ume constante m > 0 telle que pour chaque couple de fonctions
a,(t), a5(t) périodique de période h on a

(2.1) f {f2(85 01(5), 02(9)) + 1, (s, 01(8), 0a(8))} ds| > m > 0,
(2.2) [fe(8y 2y y)+fy(s, 2, ¥)| < N,
(2.3) (VRS 2 5.

2m

THEOREME 2. Sous les hypothéses H il existe ume solution périodique
x(t) de Véquation (1) de période h.
Démonstration. On a, en vertu de la périodicité de ¢, (1),

i
Pn ()= s ()] < [ {Fa(5, 0ns )45y (8) 0y B2) s (8)—

T
[ (fatty)ds
~ Pua(9)}ds | T | +
[ Gt fy) s
[
[Uotfpas || T
5| [ Gt ) (s —pas () s
[Gotipds || |
<2l\72 (NT)? (Nh)?2

On— I(T'—t)t <'—m- On—1 = On—1

et
Nh

Ian—l_ an—z[ <— @n—1+
m

3. Remarque 3. Chaque solution périodique de l’équation (1)
peut étre obtenue comme la limite d'une snite de la forme (1.4), ol a,
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et ¢,(f) sont définies par les relations (1.7) et (1.8) pour » =1,2, ...
Pour obtenir la solution «(t) il suffit de poser

¢
a0 = x(0), @ot) = [f(s, x(s), &(s—h))ds.

On obtient @, = ay, g, () —@,(t) pour n =1,2,... et par suite
z, (1) — 2(1) uniformément.

4. TEEOREME 3. Dans les hypothéses H chague solution périodique
de Véguation (1) est égale a la solution x(t) définie dans la démonstration
du théoréeme 1: x(t) = a+o@(t), Cest-a-dire il ewiste ume solulion unique
périodique de période T.

Démonstration. Envisageons une solution périodique w(l) de
P’équation (1). De la remarque 3 il vient qu'il existe une fonction g@,()
périodique de période T telle que la suite w, (f) = &,+@,(t) ou G, et ¢, (t)
sont définis par (1.7) et (1.8) avec go(t) = @(f) (au lieu de ¢,(t) = 0).
On vérifie facilement que

1P (t) = #u (D) <

ol g, = max|@,(t)—@,(?)]. On a done

- . (NMT\"
en<90 )

m
et par suite g, — 0. On vérifie facilement que Yon a aussi |d,—a,] - 0
et par suite ¢(t) = ¢(f), @ = a et w(t) = x().

Remarque 4. Les hypothéses (1.1) et (1.3) du théoréeme 1 sont
indispensables. Dans le cas ou [f,4 f,] peut étre égal 4 zéro on peut poser
fe=f, =0 et f(,z,y) =c> 0. Une telle fonction est périodique et

elle satisfait & (1.2) ot M > 0, N > 0 sont quelconques. Cependant il
n’existe pas de solutions périodiques de 1’équation z'(t) =c¢ > 0.

3.°Remarque 5. Dans la suite nous construirons un exemple d’une
équation de la forme (1) satisfaisant aux hypothéses 1 et (1.1), (1.2),
mais telle qu’il n’existe pas de solution périodique de 1’éguation envisagée,
c’est-a-dire nous démontrons que 1’hypothése (1.3) est indispensable.

ExEmMpLE. Envisageons une équation de la forme
(5.1) 2 (1) = pMa(®)+qt, 2(t—h)+r(t)

ol i est une constante positive 2 > 0 (quelconque) et les fonctions p(?),
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q(t,y), r(t) sont continues et périodiques par rapport & ¢ de période
T = 4h et satisfont aux conditions suivantes

(5.2) p(t)>0 pour 0<t<h,
(5.3) p(t) =0 ©pour A<t T = 4h,
(5.4) p(t+nT) =p() pour »n=1,2,3,...,
h
1—
(5.5) fp(t)dt —o=lmn—,
0
ou ¢ est une constante positive
(5.6) 0<e<i—s<h
—kp(t—h)y pour A<I<2h, —co<y<+o0,
ep(t—2h)y pour 2h <t< 3h,y >0,

(5.7) (t,9) %p(t—-zh)(?l-l-l)’ pour 2h <t <3k, —1<y <0,
’ QYY) =

0 pour 2h <t<3h,y< —1,
0 pour 3h<t<4h =T,
0 pour 0 <t < h;

(5.8) r(t) = pour 0 <t < 3h,

. p(t—3h) pour 3k <t 4h.
Dans (5.7) posons
l—e
5.9 _ _
©-9) 1—2¢

Démontrons que dans le cas envisagé il n’existe pas de solutions
périodiques de I’équation (5.1) de période T = 4h.

Envisageons une solution quelconque () de l’équation (5.1) et
posons par définition

wo = w(_O)-
Dans Yintervalle 0 < ¢ < h nous avons, en vertu de (5.7) et (5.8),

(1) =p)x(t) pour 0<<I<h
et par suite

4
(5.10) z(t) = woexpfp(s)ds pour 0 < ¢ < h,
0

h
(5.11) z(h) = woexpfp(s)ds = z,€° = o, 1—e .
[}

€
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Dans Pintervalle » < ¢ < 2k nous avons, en vertu de (5.3) et (5.8),
1—
2 (t) = —kp(t—h)x(t—h) = ——p(t—h)m(t—h)

d’ol, en vertu de (5.10), (5.11) et (5.9), il vient

T-h
1— 1—
z(t) = z, ° 1= 2' wofp(-r—.-h expf p(s)dsdz

£

t—-h T
1—e 1—s
=wo{ _1—23! p(t)exp!p(s)dsdt}

1 1 [eeds
=w0(1"—£) ?—E[eo —1] .

De 14 on obtient pour ¢ = 2k,

2(2h) = @o(1—e) {%— [¢°— 1]}

1—2¢
L1 1

c’est-a-dire que pour chaque solution de l’équation (5.1) définie dans
tout lintervalle 0 <t< T on a #(2h) =0 et dans lintervalle [0, 2h)
on a

z(t) >0 pour z,> 0,
z(f) =0 pour x, =0,
2() <0 pour z, < 0.
Envisageons le eas z, > 0. Dans l'intervalle [2h, 3h] nous avons
z(t—h) > 0 et par sunite
2’ (t) = ep(t—2h)x(t—h) pour 2h <t < 3h,

t—2h

z(t) = z, (1 2) {(1—e)—e[expfp(s)ds]}p(t—Zh)dt

t—2h t—2h
(1—e¢)m,

=—E(T_2—e){(1—e)f p(s)ds'—e[expf p(s)ds—l]}.
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De (5.5) il vient

_ (Q=e)m, { 1—e 1—8}
z(3h) = o(1—2¢) (1—¢)ln . +e—e -
_ (1—¢)z, {1—e(ln1—s_1 +1}.
1—2¢ £ €
Posons
(5.12) £<1—|—62 < 3.
Nous obtenons
— 2
1 E>1+6 et =e?>1
£ 1-}e?

et par suite
5.13) 2(3h) > kxo{(lne2—1)e*+4 1} = kw,(e?+1).
En vertu de (5.12) on a

1 et—1 e+ 1 e?
&£ << = — <62( +1) =
1+62 et—1 et—1 e2—1

et par suite

( 2 1—e? et 1—e? 1
_1 & = 8> . ] —
e?+1 1+ e? e2—1 146 e2+1
d’ou on a
1 - 2¢ 1—2¢ 96 < 1
—e — = £ 5
e4+1 e*+1  e241’ ’
1—e¢ - 1
1—2e ™ e?+1°

Done, en vertu de (5.13) et (5.9),

1—e¢

1—2¢

x(3h) > (e2+1)zy > oy,

Pour 3h <t< T = 4h (cf. (5.8) et (5.1)),

' (1) = p(t—3h)
et

t—3n

14
() = 2(3h)+ [p(s—3h)ds = a(3h)+ [ p(s)ds,
3h ]

h
®(T) = x(4k) = z(3h)+ [p(s)ds = x(3h)+¢ > my+ ¢ > @0,
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d’ot il vient que pour chaque z, > 0 la solution x(f) de I’équation en-
visagée n’est pas périodique. Pour z, = 0 aussi la solution z(f) n’est pas
périodique. Elle est égale &4 0 dans lintervalle 0 <?< 3h et t]};) (8)ds
pour 3k < t< 4h =T, d’ot 2(T) =fp(s)ds =¢>0 = =z(0). '

Pour z,< 0 on a I’équation '

2'(t) =0 pour tout te[2h, 3] telle que 2(?) < —1

et
0 =%p(t—2h) (@(—h)+1)2> 0
pour ¢ tels que 0 > z(t—h) > —1,2h <t 3h,

c'est-a-dire

z(t) > o(2k) =0 pour 2k < t < 3h.

Dans lintervalle 3k <t < 4h
() =p(t—3h) >0 pour A< 4h

et par suite

z(T) = x(3h) > 0 > x,.

Ainsi nous avons démontré que z(t) n’est périodique ni pour z, >0
ni pour z, < 0. Il reste & prouver que la fonction

f@,z,y) =p@)e+q@, y)+r()

satisfait aux conditions 1, (1.1) et (1.2). La condition 1 est évidente.
Envisageons [+ f,,

fz(trmr ?I) =p(t)1 fy(t7 w,y) = qtl(tr Y)y

iy h h 3r
[ Uatts 01y 014ty 0y o}t = [pla)as—k [p@)ds+ [ (s, oa)ds
[ 0 0 2h

h
1—e¢ —2¢2
< [pwast—rta =(1-77 4o =00

et par suite

X

= c¢e>0

—2¢

T
ffz(sr Gy Uz)+fy(31 Oy, 0,)d8
0

pour chaque couple de fonctions périodiques o,(t) et o,(?).

Regu par la Rédaction le 30. 6. 1969



