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Une remarque sur une évaluation des solutions bornées
d’une équation differentielle avec pilotage

par Z. MikorAiska (Krakdw)

Résumé. Dans la note [1] nous avons obtenu une condition pour le pilotage {u, (f), u, ()}
assurant I'existence d’une solution {x(t), u,(f), u,{t)} de I'équation

(E) x' “—‘f(t’ Xp Uy, “2)
(x,(0) = x(t+8) pour —1<60<0), telle que |x(t)) <k pour —1 <t <o, mais la méthode

topologique de T. Wazewski (cf. [2]) appliquée pour démontrer I'existence d'une telle solution exige
que sur l'ensemnble

©.1) | =k
toutes les solutions de I'¢quation (E) sortent de I'ensemble
0.2) x| < k

{ou entrent).

Dans la note présente nous n'appliquons plus la méthode de T. Wazewski et nous obtenons
des évaluations de x(t) plus precises aussi dans le cas ol sur I'ensemble (0,1) il y a des points de
sortie et des points d'entrée par rapport 4 Pensemble (0.2). Ainsi nous avons aussi obtenu la reponse
a la question suivante:

Btant données deux fonctions de classe C!: a(f) et b(t) pour t > 0, construire un pilotage
{u,(t),u ()} tel que chaque solution x(t) de I'équation (E) avec la condition initiale
bO)<x(t)<a(0) pour —1<t<0 et le pilotage {u,(t),u,(r)} satisfagse & I'inégalité
b(t) < x(¢) < a(t) pour 0 <t < oo. La méthode y appliquée est la méthode des approximations
successives convenablement choisies.

1. Envisageons I'équation (E) et admettons les hypothéses suivantes:

HyroThises H,. 1° f(t, @,u,,u,) est continue par rapport & (t, @, u,,u,)
dans Rx Cl~19xR?,

2° f(t, @, u,, u,) est croissante par rapport & ¢, c’est-a-dire f (t, ¢y, u,,u,)
<S8, @3, u4,u5), 81 91(0) < ¢,(0) pour —1 <0 <0.

3° 1l existe les dérivées f, (t,o,u,,u,) et fi,(t, @,u,,u,) continues dans
R x Cl=101 x R?,

Envisageons I'’équation (E) dans ’ensemble

K) O0st<+ow, |lollsk |ul<e lull<e

\ df
ou |loll= max |p(6)

-1<0<0
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4° 1 existe des constantes L,, L et N telles que
[fur(t kougu)+1) < L <1

1.1 our jul| <o, i=1,2,
( ) |j|.42(t, ka“]_,“)_)l s L1 p I i| [
£ (8, —ky 1y, u,)| < Ly <o i
. X ¢ = 1, 2,
2 il k1< L PO IS @
(L.3) 1/, k0,0 < N, |f(t, —k0,0)| < N.
5° Les inégalités suivantes sont satisfaites:

LemMme 1. Les hypothéses H, étant admises, on peut choisir des fonctions
&, (1), &,(t) continues pour 0 <t < oo de fagon qu'il existe la solution unique du
systéme

(U) f(t’ k’uv“z) =8 (t): f(t’ _kvuvuz) = az(t)'
Démonstration. Posons
(1.5 0<eft)<(l—L-—L)g—N.

Appliquons la méthode des approximations successives
(A) dy =f(tku,u)+u —e 1), @ =10 —ku,u)+tu;—¢ ),
dans I'ensemble
@) lu <o, (ul<g, 0<t<oo.
Evaluons |, (t) et |i#,(t) dans (Z):

ld,] < | f (¢, k, 0,00 +1 /., (&, k, Suy, Suy)+ 1 Juy

+ 1/t K, Suy, Suy) | Juy| + e, (2)],
li@,] < 16, —k,0,0) +1 1, (t; —k, Suy, Su,) ju,|
F1futs =k, Suy, Suz)+ 1} |u,] + e, (1),

c’est-a-dire

(1.6) |4,)<N+Lo+L,o+le,| < N+(L+L)g+(1—L—L)g~N =g,
(17) il S N+(L+Ly)e+ley) S N+(L+L)o+(1~L—L,)g~N =g.
Envisageons

4y = [t kupuz)+u —e, (t), 4y = f(t,—k,uy,uy) +uy —s,(t),
et

ug = f(t, kg, i)+ —e (1), uy=f(t, —ki,d;)+id,—e,(0),

avec u,, #, quelconques tels que [d,| < g, |i#,| <. On a
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li#y () —uy () < Ly (6)— by ()l + Ly [ (8) — 1k, (),
|8 (8) =~ 42 (8)] < Ly uy (8) — by (£)] + Lluy () — (1),
d’ou
|2, (£) — 1 ()] + 148, () — ()] < (L4 Ly) {fu () =k (0)] + o (O] — B (8)1}.
En vertu de (1.4) la suite des approximations successives
U ()= St k1,451 2)+u-1,1—¢ (1),
U (8) =St~k 1, 8- 1,2)+1y- 12—, (8),
avec ug;, o, quelconques tels que
luo, ()l <0, luo ()l <

est convergente vers une solution unique de I’équation (U).

2. Admettons H, (cf. Section 1) et les hypothéses H, suivantes:
HyroTHeses H,.

t
(2.1) fe(s)ds <y, <k pour 0 <t <o,
0
t
(2.2) [ey(s)ds =y, > —k pour 0<t <o,
0
t t
(2.3) fey(s)ds < [ey(s)ds pour 0 <t <oo,
0 1]
(2.4) le,@l<(1-L—L)e—NEM (i=1,2)

THEORBME T. Les hypothéses H, et H, étant admises pour chaque pilotage
{u, (t),u,(t)} satisfaisant a (U), chaque solution x(t) de (E) telle que

(2.5) —k—y, <x()<k—7y;, pour —1<t<0

satisfait d l'inégalité
t t

(2.6) —k—y,+[ey(s)ds < x(t) < k—y, + [ e,(s)ds.
o 0

Démonstration. On considére la suite de fonctions {x,(t)} suivante

2.7 xXo(t) = k—y, pour —1 <t <0,

t
(2.8) x,(8) = k—y,+{ fls,(xo-1)p 41, 45)ds  pour 0 <t <00,
0
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t
Xo(t) =k—y,+16;(s)ds pour0<t<o0,
2.9) o(®) Y1 g 1

Xo(t) = k—1v, pour —1 <t <0.
On a
t t
—k < fe,(s)ds < fe,(s)ds+k—y, S xp(t) S k—7p,+y, =K
0 0

pour 0 <t < o0,

xy(®) = k=1, +if(s. (ko (5, 2 6) ds.

f(t, @,u,,u,) étant croissante par rapport ¢, on a

x, () < k=9, +if(s, k, uy (), u5(5)) ds

et en vertu de (U),
1 t
—k S k—y +[e,(s)ds < x;(t) <k—yp,+ [ e (s)ds = x().
0 0

Supposons que
—k<x,(t)<x—1(t) £k pour0 <t < o0.
Envisageons x,.4(t),

Xp+1(t) =k—y, =x,(t) pour —1<t<0,

X+ l(t) = k—?1+£f(s:(xv)pul(s)’ uz(s)) ds < k_?l

+£ T (5:0x0- 1) s (), uy (s)) ds = x,(t) < k,

t t
Xy+1(t) 2 k"'h"‘ff(s: —k,u, (s), uz(s))ds = k"‘?1+.‘.32 (s)ds
o 0
>k—y,—k=—y, > —k.

La suite {x,(t)} est donc convergente. Posons

(2.10) X(t) = lim x,(t) pour —1 <t < c0.

And ]

En vertu de (2.8)
|x::(t)| = |f(t: (xu—l)t’ul(t): uz(t))l S max {sl(t.)’ 52(‘)} g M’
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pour v =0,1,2,..., —1 <t < oo et par suite, la convergence (2.10) est uni-
forme. En vertu de (2.7) et (2.8) on a donc
(2.11) X(t)y=k—y, pour —1<t<0,
(2.12) @)= k—y+{ f(s,%,u;,uy)ds,
0
et

X(t) = f(t, %, u,(huy(t) pour 0<t < o0,
x(t) est donc la solution de (E) telle que

t

X(t) < k—y,+[e,(s)ds pour0 <t <,
0

x(@t)=k—y, pour —1 €t <0,
t

X(t) = k—y +[ey(s)ds  (cLHy: 2°, et (U)).
0

On a
k—y,>0> —k—y,
et par conséquent,
x(t)=k—y, pour —1<t<0,

t '
~k—y,+[es()ds S X() Sk—y,+[ey(s)ds  pour 0Kt < o0,
0 0

D'une fagon analogue on obtient la solution %(t). Posons
&) = —k—y, pour -1 <t<0,

£t = —k—y,+§f(s,(§.,_1)s,u1(s), u,(s))ds pour0<t< o0,

Eol) = —k—y, pour —1<t<0,

&) = —k—y,+ja,(s)ds pour 0 <t < 0.
On a 0

&) < —Ic—yz+§t-:l(.s)ds<k—y1+yl =k pour0<t< w,

$olt) = —k—=y,+y, = —k pour 0 <t < 0,

—k—y, +§;el(s)ds =& 2 —k—y2+if(s, ~k,ug,uy)ds = &q(t),

k=k—y,+y, 2&@)2E() = -k pour 0 <t < oo,
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Supposons que
kzE@)=¢&-1(t) =2 -k pour0<t<oo.

On a

Eo i) =~k [ £ (5 (€ 2 (5) ug(5) ds
0
> —kmya et 115, Eou Do s (128 ds = E(0) > —k,
1]

€1 () S k—y, -l-_[f(s,k,ul(s),uz(s))ds =k—7, +£81(s)ds <k
0

pour 0 £t < o0,
Epr1()=—k—y, pour —1<1t<0.

La suite {£,(t)} est donc bornée et croissante, d’ot convergente. &,(f) étant
borné par M pour v=1,2, et —1 <t <o, la convergence est uniforme et

X(¢) = lim &,(¢)

est une solution de (E) telle que

()= —k-1y, pour —1 €t<0,

x(t) = -k—y2+§f(s, X, uy(8),uy(s))ds  pour 0 <t < o0,

x(t) < x(t) pour —1 <t < m,
—k—y2+;[sz(s)ds <X <x(t) < k—y1+ial(s)ds pour 0 <t < o0.

La fonction f (¢, ¢, u,, u,) étant croissante par rapport & ¢, chaque solution
x(t) de (E) telle que

X(t)=—k—y, <x(t) < X(t)=k—y, pour —-1<t<0

satisfait a I'inégalité
4 t
—k—y,4+ [ &,(5)ds < %(t) < x(t) < () < k—y, +[ 8,(s) ds.
0 Q

Le théoréme T est ainsi démontré.



Equation différentielle avec pilotage 25

3. Remarque 1. Dans le cas ou
(3.1) g,()>0 et &()<0 pour 0<t< oo,

les hypothéses H, ne sont pas nécessaires pour I'existence d’une solution x(t) de
I'équation (E) telle que

(3.2) —k<x(t)<k pour —1<t<o0.

La méthode de T. Wazewski (cf. [2]) permet de démontrer I'existence d'une (au
moins) telle solution, mais notre évaluation est plus precise. Au lieu de (3.2) on
a ’évaluation (2.6). Dans notre théoréme T ¢,(t) peut changer de signe. Dans
le cas ou g(t) change de signe on ne peut pas appliquer la méthode de
T. Wazewski (au moins dans 'ensemble |x| < k).

4. Remarque 2. Envisageons deux fonctions a(z) et b(f) de classe C! pour
= 0 telle que

(4.0) la'@®l <(1-L—L;)e—N, [P@)<(1-L—-L;)e—N,
4.1) —k<y,<bl)<alt) <y, <k pour t30,
4.2) b(0) < 0 < a(0),

4.3) a'(t) > b'(t).

Du notre théoréme T il vient qu’on obtient la solution x(t) de I'équation (E)
satisfaisant a

(4.4) b(t) < x(t) < a(t) pour t =0,
(4.5) b(0) < x(t) <a(0) pour —1<t<0,

dans le cas ou le pilotage {u,(f),u,(t)} est choisi comme une solution du
systeme (U) avec

(4.6) e, (=4 pour t =0,
4.7) &,(0)=b'(1) pour t = 0.
On a

¢ t
fers)ds = a()—a(0) <y, <k, [e(s)ds=b(e)—b(0) =y, > —k,
0 0
C’est-d-dire, les hypothéses (2.1) et (2.2) sont satisfaites. En vertu de (4.2) on a
] t t t
~k < [ey(s)ds=[b(s)ds < [a(s)ds = [e,(s)ds < k
0 (o] 0 0

d’otl on obtient (2.3). L’hypothése (4.0) entraine (2.4). Du théoréme T il vient
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donc que chaque solution x(t) de 'équation (E) avec le pilotage {u, (t),u, ()}
satisfaisant 4 U avec ¢, et ¢, donné par (4.6) et (4.7) et telle que
b(0) < x(t)<a(0) pour —-1<t<0
satisfait & (4.4).
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