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Sur un probléme de S. Golagb

par E. Siwek (Katowice) et A. ZAJTz (Krakéw)

§ 1. Introduction. Soit S une surface fermée de classe C* de
régularité dans ’espace euclidien & trois dimensions, donnée par les équa-
tions paramétriques de la forme

1) 2* = 2*¥(o,v), (o,7)eD, Ek=1,2,3,

et soient x,(o,7) et x,(o,r) les courbures principales de la surface S en
un point correspondant aux valeurs (o, r) des parameétres. S’il existe un
critére invariant de numérotage des fonctions », et », sur toute la surface §,
on peut considérer les intégrales

) LE [[wdo, i=1,2,
S

oll dw désigne ’élément d’aire de la surface §. Comme x, et x, n’expriment
pas des quantités intrinséques, les intégrales I, et I, doivent dépendre
de la forme géométrique de la surface 8. En effet, on a

Li+1,= {f (261 + ) dew = LfHdwy

ou H désigne la courbure moyenne de la surface S. La derniére intégrale,
comme 1’a montré H. Minkowski, exprime la distance moyenne des
plans tangents & la surface S en un point fixe situé & l'intérieur de la
surface § et, par conséquent, la somme I,+4 I, ainsi que les intégrales I,
et I, dépendent de la forme géométrique et de la grandeur de la surface 8.

Golab (') & posé le probleme de I’évaluation des intégrales I, et I,
par le diameétre d et largeur b de la surface 8, ou bien par d’autres quan-
tités globales liées a cette surface. Le probléme dépend évidemment de
la définition des fonctions x, et x, sur toute la surface S.

(*) S. Golab, Sur un théoréme de la géométrie différentielle globale, Ann. Polon.
Math. 12 (1962), pp. 39-47,
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Dans le cas ou § est une surface de révolution on peut définir les
fonctions », et », de la facon suivante:

%, est la courbure dans le sens des paralléles,
%, est la courbure dans le sens des méridiens.

®

En supposant que 8 est une surface de révolution de genre 0 et que
les fonetions »x; et », sont définies par (3), M. S. Golab a donné les formules
suivantes
(4) I,=2rh,

™ 8
(5) Earctgﬁ< Ig< n’s,

olt h désigne la largeur de la surface S dans le sens de ’axe de révolution
et 8 est la largeur dans le sens perpendiculaire & celui-ci. L'évaluation (5)
a 6té obtenue sous I’hypothése supplémentaire de la convexité de la
K3
2

Le but de cette note est de donner des formules analogues a (4) et (5)
aussi pour les surfaces de révolution de genre 1; cependant les évaluations
que nous donnerons pour l’intégrale I, seront exactes. Nous utiliserons
naturellement la définition (3) des fonctions x, et x,.

surface 8. Pourtant 1’évaluation arctg’;: n'’est pas exacte.

§ 2. Théorémes sur Dintégrale I,. Comme S est une surface
de révolution nous pouvons désigner par ¢ ’arc de son méridien, par 7
I’angle de révolution et présenter les équations (1) sous la forme

(6) = x(o)cost, y = x(o)sint, 2= z(o),

ol 0 <o<<L et 0<7t<2rn Alors il est facile de calculer les courbures
%,(0, 1) et x(o,7), qui s’expriment par les formules
2'(0)

(7) (o, 7) = m y (0, 7) = 2'(0)2""(0) -2 (0)2"(0) = x(0),

ol x(o) est en méme temps la courbure du méridien de la surface 8. On
a aussi

(8) do = Y1 (o)dodr = x(o)dodr .
D’apres (7) et (8) on obtient
(9) I,= [[ mdw = [[ #(c)dodx
et s N
(10) L= [[ mdo= [[ 2(c)x(c)dodr,
S R
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ol

(11) B={(u,2): 0<o<L,0<t<2n}.
D’aprés (9) et (11) on a

(12) I, = 2=[2(L)—2(0)] .

Dans le cas ou 8 est une surface de genre 1 son méridien est une
courbe simple fermée, on a donc

2(0) = z(L)

et nous obtenons, en vertu de la formule (12), le théoreme suivant:

THEOREME 1. Pour toute surface de révolution S de classe C* et de
genre 1 on a

Il=ffx1dw=0.
s

Remarquons que dans le cas ou S est une surface de genre 0 la for-
mule (12) n’implique pas en général la formule (4), parce que dans ce
cas on a

0<2(L)—2(0)<h.
La condition
2(L)—z2(0)=h

exige une hypothése supplémentaire. Par exemple, la convexité du méri-
dien de la surface § est une telle hypothése suffisante.

Ainsi nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 2. Pour toute surface de révolution S de classe C* et de
genre 0 on a

0<Il=ffnldw<2n:h,
s

o h est la largeur de la surface 8 dans le sens de Uaxe de révolution. Si, en
oulre, la surface est comvexe, on a

Il=ffx1dw=21:h.
s

§ 3. Deux lemmes. Maintenant nous allons établir certains lemmes.
Soit I' un arc plan représenté, dans un systéme de coordonnées %, v, par
Péquation v = v(u), 4, < % < u,. Désignons par 7(u) I’angle entre I’axe v
des v et le vecteur t(u) tangent & I" au point (u, v(u)). Supposons la fone-
tion 7(w) croissante dans l'intervale [u,, u,], satisfaisant & l'inégalité

0<n(u)<n/2 pour 4 <u < u,,
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et admettons les notations suivantes:

%o = ¥ (ur+ %),
P, — point de coordonnées (u¢, v(u;)) pour i =0,1,2;

dt at af
a, =X (v, PPy, = X (v, PP,), =¥ (v, P,Py).

"T l l
P
(4]
| 2

ch—_ -

P9
I
I g
U, 0 u
Fig. 1
LEMME 1. On a
a,+ay > 2aq4.

Démonstration. Posons encore
a dt
=< (PP, PP, et y=<x(PP,PPP,).
Comme a,— ¢, est un angle extérieur du triangle P, P,P,, on a

a—a, = -+ Y
donc aussi

(13) a+a,=2a,+8+y.
Sous nos hypothéses sur la fonction (%) on doit avoir
oy <a<rw?2.
Cela entraine, en vertu des définitions de u, et P,, l'inégalité

_ [P, Py| > [Py Pyl
done aussi
y=h.
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D’apres (13) il s’ensuit

ay+a; > 20,428

Puisque q;+ f = ay, notre lemme se trouve ainsi démontré.

LEMME 2. Avec les notations et les hypothéses précédentes on a

U3

f nl(u)du = (u,— uy) aq .

U
Démonstration. Posons

A dpmu,, 4224, 2w 4k4, pour k=0,1,...,2"

?
an— X (v, Pi,P}) pouri=1,2,..,2",

oit Py est le point de I" de coordonnées (uy, v(wuk)}.
D’aprés le lemme 1 on a

ad + ad = (gt ap)A* > ay24" = a4 .

En appliquant le lemme 1 & chaque intervalle [«7 ], 47 '] on obtient
par récurrence les inégalités

on 2n—1

Za? n>Za§~1An—1>%A.

im1 iz
Puisque
inf 7(u) <af < sup 7n(w)

[u‘n-ls u;‘] [u?—p ur]

et que la fonction z(u) est intégrable dans l'intervalle [u,, u,], on a

< lim 2 f (u)du

>0 71 Uy
et notre lemme se trouve ainsi démontré.

§ 4. Evaluations pour Pintégrale I, dans le cas oit S est

de genre 0. Comme Vintégrale I, peut étre mise, en vertu de (10) et (11),
sous la forme

2r L

(14) fdrfw(a)n(a)da_ 27:] (0)%(0)do
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il s’agit de donner des évaluations pour l’intégrale
dat T
(15) 1= [ #(0)x(0)do
; .
qui ne dépend que du méridien C de la surface 8.
La surface S étant donnée par les équations (6), son méridien C
s’exprime par les équations de la forme

x=ux(d), =z2z==2(c) ould<o<Ll.

Comme la surface 8 est fermée, le méridien C est borné et nous le
supposons en outre convexe.

Dans le cas ou § est une surface de genre 0 on a
z(0)=a(L)=0, maxa(c)=g2,
0<<a<L
ou ¢ désigne la largeur de la surface S dans le sens perpendiculaire & l'axe
de révolution. En outre, nous pouvons supposer (sans nuire & la généralité
des considérations) que la fonction z(s) satisfait aux conditions
2(0) = max z(o), =2(L)= min 2(g),

ETES 0<os

et poser
h=2z(0)—2(L), h=20)—2z(L), h=2(L)—2(L), ’

ol L, et L, sont des valeurs de o déterminées par les conditions
(L) =x(L,)=38/2, x(oc)<s2 pour o<, et o>01L,.

Désignons encore par €@ (o) I’angle entre I’axe des z et le vecteur 1(o)
tangent a C et partageons le méridien C en trois ares C;, C*, et C, correspon-
dant aux intervalles resp. [0, L,], [L,, L], et [L;, L] pour ¢. Comme dans
chaque intervalle [0, L,] et [L,, L] la fonction z(c) admet une inverse,
les arcs C; pour ¢ = 1, 2 peuvent étre représentés par les équations de la
forme
(16) 2= fux) = z[oq@)], i=1,2,

ol o, et o, sont les fonctions inverses de la fonction x(s) resp. dans les
intervalles [0, L,] et [L,, L].
Comme on a
O'(0) = x(a),

l'intégrale I peut étre transformée de la maniére suivante:

L L L
1= [ a(0)x(0)do = 2(c)x(0)ls — [ O(0)a'(0)do = — [ O(0)a'(0)do .
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Comme z'(¢) = 0 dans l'intervalle [L,, L,], il s’ensuit
s/2 8/2

(17) I= [ 0 m)dw— [ 0\(2)ds,
0 0

ol nous avons posé
O4x) = Ofay(@)] -

En changeant dans les équations (16) les variables par les formules
r=82—u, =z=ovpouri=1 et 2z=—» pour i=2

nous constatons que les arcs C, et C, satisfont aux hypothéses faites sur
P’arc I' au paragraphe 3, ou les fonctions #i(u), 2 = 1, 2, s’expriment par
les formules

mu) = 7—0,(8/2—u), n(u) = Oy8/2—u)—=.

En utilisant notre lemme 2 nous obtenons les inégalités suivantes:

8/2 8

2
8T : 8 8
of niu)du = ?—-J Oy(x)dx > éarctg Shy*

8/2 8/2
' ) ST _ 8 P
J no(%)du = J Oy(r)dx — o > 3 arctg Q}T’ ,

et par suite
8/2

8 8
j O,(z)dr < 0 (n— arctg 2_h1) ,

0

8j2
8 8
! Oy(z)dxr > 5 ('r:+ arctg Z—h,) .

En égard a la formule (17) il en résulte l'inégalité

s 8 8
5 (arctg 20, -+ arctg 5772) .

(18) I>
Comme &, et h, doivent satisfaire 4 la condition
by+hy<h,
nous pouvons remplacer dans (18) l'expression
8 $
arci:gz—h1 —+ a,rci;ggh—2

Annales Polonici Mathematici XXII 8
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par sa valeur minimale sous cette condition. Ainsi nous obtenons I’inégalité
(19) I>s arctg’—'z .

D’autre part, on a évidemment

L L
(20) I=ofa:(a)u(a)da< ofx(a)doz%‘.

) e

Les formules (14), (13), (19) et (20) nous permettent d’énoncer le
théoréme suivant:

~ THEOREME 3. Pour toute surface de révolution S de classe C*, convexe
et de genre, 0 on a

2ms arctg% < I, < 8n?,

ou h est la largeur de la surface S dans le sens de Uaxe de révolution et s la
largeur dans la direction perpendiculaire a cet axe.

Remarquons encore qu’on peut remplacer dans le théoréme 3 les
inégalités faibles par des inégalités fortes, car dans les formules (19) et (20)
les égalités ne sont réalisées que dans le cas on le méridien C est un arc
polygonal, ce qui n’est pas conforme & I’hypothése de classe C? faite sur
la surface S.

~ §5. Evaluation de lintégrale I, dans le cas ou S est de
genre 1. Dans le cas ou la surface S est de genre 1 son méridien C est
une courbe fermée et nous la supposons aussi convere. Admettant les
notations indiquées sur la figure 2, nous supposons (sans nuire & la généra-
lité des considérations) qu’au point P, correspondent les valeurs 0 et L
du parameétre ¢ et nous désignons par L; les valeurs du parameétre corres-
pondant resp. aux points P; pour ¢t=1, 2, ..., 5.

Comme dans les intervalles [0, L;] et [L;, L,] (3) on a

x(a)_ =0,

Pintégrale I peut étre représentée par la formule

Ly L
(21) I= [ z(e)x(0)do+ [ @(a)x(c)do .
Ly La

(?) Comme les points P, et P,, ainsi que P; et P,, peuvent naturellement coincider,
les intervalles [0, L,] et [L,, L,] peuvent se réduire a des points.
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Comme la fonction xz(o) admet une inverse dans chaque intervalle
[L,, L,] et [L,, L], nous pouvons calculer les intégrales figurant dans la
formule (21). Pour la premiére intégrale nous obtenons

ats

L~
(22) [ @(o)x(0)do = 2(c)O(0)|— [ O(2)da
I, a

a+sy ats

= (a+8)n— [ O@)dz— [ O(x)ds.

al 8

¥4

——————— —— — ——— —

Comme 0 < O(x) <n/2 pour a<z<a+ts, on a

atsy

(23) f 6(x)dr < s,g :

a

A Tintégrale

a+ts

[ o@ax,

a4 81

correspondant & P'arc C,, nous pouvons appliquer un raisonnement tout
4 fait analogue & celui du paragraphe précédent concernant l'intégrale

sf2

f O (x)dx

0
g*
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et nous obtenons l'inégalité

a+8

(24) f Oz)dr < (s—8,) (1: —arctg hz)

a+8;
Des inégalités (22), (23) et (24) on tire
Ls

(25) f z(o)x(s)do > an-t sl~215+ (s-s,)a,rctg;f = an+ sa,rctghi .
L 2 2

D'un facon tout 3 fait analogue on obtient

L

(26) L‘fa:(a)x(o)da an+s42—|—(s 84)arctgh an+3a.rctgh .

En vertu des formules (21), (25) et (26) nous pouvons écrire
8 8
I>2an+ s(arctg —-t-arctg —) )
hy hy
mais, comme hy+ hy < b, on doit avoir
s 8 28
arctgh:—j- arctgm =2 arctgi
et, par conséquent, nous avons 1’évaluation
28
(27) I> 2(a-r:+ sarctg 7”—) .

Pour trouver la borne supérieure de 'intégrale I nous utiliserons les
formules (21) et (22). Maintenant nous profiterons de la relation

w2 < O(x) < pour a8, <zr<ats

et nous obtenons

a+s

(28) f O(r)dx = (s— 81) —

at8a

En appliquant le lemme 2 & arc C, correspondant & l’intervalle
(L, L,] pour o, nous obtenons

at8;

(29) f O(x)dz > 8 arctg;;i :
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Les formules (22), (28) et (29) nous fournissent 1'inégalité
Ly

f z(o)x(o)do < an—l—sE—}—sl (E—arctgﬁ) .
z 2 2 hy

Il est facile de vérifier que ’expression

31(-273 —arctg %)

est une fonction croissante de la variable 8;, donc nous avons
Is
(30) f z(o)%(0)de < (a—i—.s')-rc—s.au'ctg}%1 .
L
D’un fagon analogue nous pouvons obtenir 1'inégalité
L
(31) fm(a)x(a)da< (a—l—s)n—sarctgh%.
Iy

Comme la valeur 2arctg2—’f est le minimum de l’expression

arctg hi + arctg hi
1 4

sous la condition h,+ k, < h, nous obtenons, en vertu de (21), (30) et (31)
I'inégalité

(32) I<2[an+s(n—arctg2—’f)] .

Les formules (14), (27) et (32) nous permettent d’énoncer le théoréme
suivant:

THEOREME 4. Pour toute surface de révolution S de classe C?, de genre 1
et de méridien convexe on a
2s

h

4ir (a-r: + sarctg 7

) <I, < 4n[(a+s)n—sa,rctg-2—s] )
o h désigne la largeur de la surface S dans la direction de Uaxe de révolution,
8 la largeur du méridien dans la direction perpendiculaire & cet axe et a est
le minimum des rayons des paralléles de la surface S.

La méme remarque que nous avons faite apres le théoréme 3 permet
de remplacer ici les inégalités faibles par des inégalités fortes.

§ 6. Remarques finales. Remarquons avant tout que les évalua-
tions_données par les théorémes 3 et 4 sont exactes dans ce sens que pour
toutes valeurs & et s resp. h et a fixées et pour tout nombre positif £ on
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peut construire des surfaces S8’ et 8§’ satisfaisant aux hypothéses du
théoréme 3 resp. 4 et telles que 1’on ait

I,(8') < Znsa.rctg£+ e,

I(8") > smn*—e¢
resp.
I(8) < 41r(arr—|— sarctg%s)+ €,
(33) 9
I(8") > 4n[(a+ s)n—sarctgf]— €.

Les méridiens C’ et C” correspondant aux surfaces S’ et S’ sont
représentées sur les figures 3 (pour le cas ou 8’ et S’ sont de genre 0)
et 4 (pour le cas ou 8’ et 8§’ sont de genre 1).

A
vl c” kP

ol N

7

C'

i SRS R S—
>

"y

|
|
|
I
|
l
|
il
I
I
I
I
I
|

i
e

- ‘g s/2

Fig. 3

Nous démontrerons par exemple 'inégalité (33). Dans ce but nous
désignerons par o, et g, les valeurs du parameétre ¢ correspondant aux
points resp. @, et Q, (voir fig. 4) et nous calculons d’abord l'intégrale I
(voir (15)). Nous obtenons

L L/2

I1(8)= f z(e)x(o)do = 2 f z(o)x(o)do

Li2

= 2(f1:r(a)x(o)da+j’m(o)x(a)dor-l—f x(a)x(a)da) .
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Mais comme pour C’ (fig. 4) on a

z(oc) <a-t+pg pour 0<o<oay,
z(o)<a+s pour o, <o<L/2,
(o) =10 pour o;<0o<o0,,

nous avons aussi

a1

f z(o)x(g)do < (a1 g)f x(o)deo = (a+ o) (-r:—a,rct-ng‘) ,
o

]

o3

f z(o)x(oc)da =0,

o1

Li2 Li2

f z(o)x(o)do < (a+s) f xA(cr)d'o = (a+8)arctg%,

a2

A
h 0> be-p—|
2 T Q1I C. Cu l
| |
| |
| |
h Q
a } 2= a+s ?
[ I
| |
I |
| |
_hp_ Y N |
2le—-a >t S >
TFig. 4

et, par conséquent, on a
I8)<2 (ar:—}— sa,rctg2—;)+2g(f: —arctg %) .
D’aprés (14) on obtient de li

I(8") < 471:(a1'r+ sarctg 275-) + 41:9(1: —arctg 2—:) ..
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Comme poir ¢ suffisamment petit on a

4ng(n—arctg 2%) <€,
linégalité (33) se trouve ainsi démontrée.
En analysant les évaluations données par les théorémes 3 et 4 nous
voyons que l'intégrale I,, ainsi que la somme

I+I,= £f Hiw,

dépendent non seulement du raport s/k (c’est-a-dire de la forme géométrique
de la surface 8), mais aussi de s resp. de s et a (c’est-a-dire de la grandeur
de la surface 8); fallait 8’y attendre en égard a 'interprétation géométrique
de l’intégrale g f Hdw donnée par H. Minkowski (voir le § 1). Les valeurs

minimales ainsi que les valeurs maximales de l'intégrale I, sont des fonc-
tions croissantes de la variable s resp. de s et a indépendamment et tendent
vers l'infini avec s resp. avec s et a indépendamment.

La différence d(h, s) entre la valeur maximale de V'intégrale I, et la
valeur minimale (dans le cas ou § est une surface de genre 1 elle ne dépend
pas de @) est aussi une fonction croissante de la variable s et tendant
vers l’infini avec s. Par contre, la différence d(h, s) tend vers zéro pour
h—0 et s fixe (la surface S prend alors la forme d’un disque) ainsi que
pour s -0 et & fixe (la surface § prend alors la forme d’une aiguille). Dans
le dernier cas l'intégrale I,, comme on le voit, doit tendre vers O.

Regu par la Rédaction le 12. 2. 1968



