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1. Introduction. Dans cet article nous allons resoudre les deux
problémes aux limites concernant 1’équation aux dérivées partielles du
type parabolique dans un domaine non cylindrique [5].

Nous y considérons un domaine non eylindrique Dr a n+1 dimen-
sions (n > 2) situé dans l'espace-temps de points (X, ) = (x, ..., Ta, ?)
ou X désigne un point variable de I’espace eunclidien E™ & n dimensions,
t la coordonnée du temps.

La frontiére du domaine Dr est composée des domaines bornés £2,
et 2r & n dimensions dans les hyperplans ¢ =0 et t = T, et d’une sur-
face latérale sy située entre les hyperplans ¢t =0 et t = T.

Nous désignons par 8; la variété & n—1 dimensions formée par
lintersection de la surface latérale sz et du plan ¢ =17, et par 2, —1la
variété 4 n dimensions, formée par l’intersection du domaine Dr et du
plan t =1, pour 0 <v << T.

Nous supposons que le domaine Dr est borné et la surface latérale
st posséde Dorientation du temps par rapport & I’équation linéaire aux
dérivées partielles du type pa-ra,bolique
1) Pu= ) ayX, A +Zb,,(X t)—+c(X t)u——— =0

1i 1
ou les coefficients ay(X, 1), (X, 1), ¢(X,?) sont continus dans le do-
maine c¢ylindrique (produit cartésien) .Q x {0, T>, contenant le domaine
fermé Dr dans son intérieur, 2 étant un domaine borné, et vérifient
la condition de Hélder

|ais( X, 1) — asy(X, )] < const (| XX " +]1—"),
(2) be(X, t)—be(X, 1) < const | XX|", ¢,j,k=1,..,n,
le(X,t)—e(X, 1) <const| XX|", O0<h<1l;0<h <1
oll |XX| designe la distance euclidienne entre les points X et X.
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Sous IP’hypothése (2) W. Pogorzelski a demontré dans le tra-
vail [9] Dexistence de la solution fondamentale I'(X, ¢; Y, 1) de

I'équation (1). Cette solution fondamentale est donnée par les formules
suivantes

(3) NX,tY,7)=v""X, Y, +w(X,t; ¥, 1),

[
4)  BX,;Y,0=[[[[w"X,t; M, 00N, 8 Y, 7)dMd
T Q

ou la fonction
(8) w™(X,t; ¥,7) = (t—7) exp|— Y a( M, 6)(wi—yo) (as— )4 (t— )|
1,5=1

est la quasi-solution, bien connue, X = (z,, ..., 23) et ¥ = (y,, ..., ¥a) sont
deux points arbitraires du domaine 2, 0 <Tv <t < T, ati(M, 0) désignent
les éléments de la matrice inverse & la matrice [ay(M, 0)] fixés an point
arbitraire M du domaine 2 pour 0 < 8 < T, et la fonetion & (X, ?; Y, 1)
est une solution de I’équation intégrale du type Volterra

¢
(6) &(X, Y,7) =f(X,5; Y,0)+ [ [[[ H(X, 1M, 0)8(M, 0; Y, 7)d M ap
T 92
ou l'on a
K(X,t; M, 0) = (det[a”(X, t)))* Pu' " (X, t; M, 6),

J(X, 4 Y,7) = (2Ym) "K(X,t; Y, 7).

La solution fondamentale (3) est déterminée pour tout couple de¢
points X # ¥ du domaine £ et pour 0 <7 <t < T. Elle vérifie ’équa-
tion (1), c’est-a-dire on a

(7) PI(X,t; ¥,7) =0

par rapport aux variables X, ¢, ol X # Y et t >1.

D’aprés les formules (3), (4), (3) et les résultats obtenus dans les
travaux [9], [10], [6] les dérivées partielles de la solution fondamentale
I'X,t; Y, ) vérifient les inégalités

ko FRit et kn Const
oo™ .. oxkn &, 4 ¥, 7)<

t‘—f)" XYln+2ko+kl+...+kn-2[; ’
(®) (t==V1
ko + by +... +hn <2, 1—h*<pu<1

et sont continueds pour X # Y et 0 <t <t< T, ou X,Y désignent
deux points arbitraires du domaine £, h* = min(h, 2h').
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En s’appuyant sur les propriétés de la solution fondamentale (3)
on peut définir les intégrales suivantes de 1’équation (1) dans le domaine
non cylindrique Dr. Nous donnerons les définitions de ces inté-
grales.

1. On appelle potentiel de simple couche, relatif & l’équatlon (1),
la fonetion déterminée par l'intégrale de surface

(9) U(X,1) = f ) sf [ rX,4Q,99(Q, v)dSedr

ou la fonction ¢(@, ), dite densité de la couche, est définie et intégrable
sur la surface laterale sr.

2. On appelle potentiel de charge spatiale, relatif a 1’équation (1),
Pintégrale de volume suivante

!
(10) VX, 0= [[[ (X, ¥,0)0(Y,v)dVdr

0

ou la fonction o(Y, 7), dite densité de la charge, est définie et intégrable
dans le domaine non cylindrique Dg.

3. On appelle intégrale de Poisson-Weierstrass généralisée I'intégrale
suivante

(11) J(X,0) = [[| (X, ¥, 0/(T)aY
20

f(Y) étant une fonetion définie et intégrable dans le domaine £,.
Plusieurs propriétés de ces intégrales ont éte étudiées par W. Po-
gorzelski [9], [10] dans le cas ou le domaine Dr est cylindrique, et dans
le cas ol Dr est un domaine non cylindrique par M. Gevrey [3] pour
n =1, par A. Friedman [1] pour » >2 et par moi-méme [5], [6], [7].
Maintenant, en nous basant sur les propriétés, nous allons résoudre
les deux problémes aux limites concernant l’équation aux dérivées par.
tielles (1) dans un domaine non cylindrique Dr.
Ce deux problémes pour le domaine cylindrique ont éte resolu par
W. Pogorzelski dans ses travaux [10], [11] et par moi-méme [8].
Autres problemes pour le domaine non cylindrique ont éte
résolu par A. Friedman [2] et par L. I. Kamynin et V. N. Maslenni-
kova [4].

2. Probléme linéaire aux limites. Dans ce travail nous résou-
drons le probleme de la recherche d’une fonetion (X, ) qui satisfait
a I’équation parabolique

(12) Yu(X,t) = F(X,1)
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en tout point intérieur (X,?) du domaine non cylindrique Dr, vérifie
pour ¢ >0 la relation limite & la dérivée transversale (1)

du

(13) aTs

+g(P,t)u = G(P,t)

en tout point (P, t) de la surface latérale sy du domaine Dz, qui posséde
une orientation du temps (2) relative & 1’équation (12), et, de plus, satis-
fait & la condition initiale

(14) lim (X, t) = f(X)
t—>0
en tout point intérieur X du domaine £,.
Pour résoudre le probléme proposé plus haut nous admettons les
suppositions suivantes:
I. La surface latérale sp vérifie les conditions connues de Liapounoff

(v. [5], p. 126), dont Vune, concernant angle (Np, Ng ) entre les normales
aux deux points (P, 1), (@,r) de la swrface sr, a la forme

(15) (Npy No,) <const(|PQ|+[t—1["), (0<a<1);
IT. Les exposants de Holder dans les conditions (2) prenant des valeurs
(16) =1, }<K<1;

I1I. La fonction donnée F(X,1) est déterminée et continuée dans Uin-
térieur du domaine non cylindriqgue Drp, vérifie Uinégalité

(17) \F(X,t)] < mpt™ F|XPx|"F
et une condition de Hélder
(18) |F(X,t)—F(X, 1) <const| XX|'F

dans tout domaine fermé DT situé & Vintériewr du domaine Dr, ou Py dé-
signe un point de la variété Sy le plus approché du point X et mp, pr, ur, hr
sont des constantes données; on admet que

(19) O0<<ur<l, 0<pr<l, O0<hp<1l;

—

() Nous remarquons que les symboles « et du/dTp, dans la relation (13) désignent
les valeurs limites de la fonction % (X, t) et de la dénvée transversale de cette fonction
respectivement, c¢’est-a-dire

(i) w=limu(X,t), du/dls, = 11m 2 an( X, t)uzy(X, t)cos (zy, nr)
xX-P P fk=1
>0 t>o

ol np désigne la normale intérieure & la variété S, au point P.
(*) La surface sr n’est tangente & aucune caractéristique ¢ = const de I’équation (12).
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IV. Les fonctions g(P,t) et G(P,1l) sont définies et continues swr la
surface latérale st pour t > 0 et vérifient les inégalités

(20) 9(P, )] <mgt™™, |G(P,1)] < met "

Mg, Mq, phg, pc, étant des constantes données, en outre on admet que
(21) 0 <pup<}, O0<pe<ly

V. La fonction f(X) est continue a Vintérieur de la base 2, el vérific
une inégalité
(22) (X! < myf| X P
oit my, ps sont des constantes downées, P désigne un point de la variété S,
le plus approché du point X, et Dexposant ps vérifie Dinégalité 0 < py < 1.

Nous allons chercher la solution du probléme proposé sous la forme
d’une somme

23)  w(X,0=[[[FX,4 ¥, 0/(Y)dY~
20

t 14
— [ [f[Fx, ¥, 0F, naYd+ [ [[F(X,40Q,7)9@,)dSedr
0 a2 o S,

de lintégrale de Poisson-Weierstrass, du potentiel de charge spatiale
et du potentiel de simple couche de densité inconnue ¢(Q, 7).
On a posé

(24) DX, t; Y,7) = @V®) "X, t; Y, v)(det[a” (Y, 7)])"*.

La fonction (23) vérifie 1’équation (12) en tout point intérieur (X, ?)
du domaine Dr et la condition initiale (14), quelle que soit la densité
¢(Q, t) de simple couche.

En demandant que la fonction (23) vérifie pour ¢ > 0 la condition
limite (13) en tout point (P, ?) de la surface latérale sr; sous I’hypothése
que la fonction ¢ (@, 7) soit continue, nous arrivons &4 une équation int¢-
grale de Volterra

¢
(25) o(Pyt)— [ [[ N(P,t; Q,7)9(Q,7)dSedr = B(P, 1)
0 5

ot 'on a désigne

20 N(E5Q0=2(TBEDD e,y Q,m),




106 A. Piskorek

P,1; Y, 0)
dTp,

(27)  D(P, 1) :—2[G(P, t)”._(_”dﬁ HT)IT +

—kﬁfffa[fdf(l;’;;y’ T)F(Y,r)der—{—g(P,t)(fé[.’mlm"(P, 1 Y,0)f(Y)dY —

t

_ .[‘ H f 5P, t Y, 0)F(Y, r)dev)] :

2

D’aprés les résultats de travail [5] le noyau N (P, t; @, ) de Véqua-
tion (25) vérifie I’inégalité aux singularités séparées

Const
to(t— )| PQ'" ™

(28) |[N(P,t;Q,7)| <

ol u est une constante positive fixée dans intervalle (}, 1), @’ — la pro-
jection orthogonale du point @ de la variété S, sur le plan au tangente
au point P de la variété S;, Const — constante positive qui ne dé-
pend que de la surface latétale sy du domaine Dr, des coefficients de
Péquation (12), de la constante u et des fonctions g(P, ).

Remarquons que les singularités de la limitation (28) sont faibles
relativement & lintégrale de surface et & lintégrale simple, puisque
nous avons

n—2u<mn—1, s8I L<u<l.

Il en résulte, par le raisonnement classique de la théorie des équa-
tions intégrales, que nous pouvons resoudre 1’équation (25) en basant
sur le lemme suivant:

LEMME FONDAMENTAL (3). 87 les fonctions K,(P, t; Q, 1) et Ky(P, t;Q, 1)
sont intégrables par rapport auz points (P,t), (Q, 1) sur la surface laté-
rale sr, qui est de classe C' et posséde ume orientation du temps relative
a Déquation (1), alors Dégalité suivante est satisfaite

i T
@9 [ [[E(P, Q0| [ [[ K@, 7; %, ¢) a8, at]aSodr
0 Sl' 0 SC

[ ¢
~ [ [ [/ B, t; @,V KAQ, 75 7, £)dSgdr] as a:
08 ¢S

o (P, t), (Q,7), (Z,L) désignent les points de la surface latérale s,.

(®) La démonstration de ce lemme base sur la définition de la surface de classe Ct,
sur la orientation du temps de la surface latérale sr et sur le théoréme sur le change-
ment d’ordre d’intégration aux intégrales itérées.
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Par conséquent, d’apres la théorie classique, écrivons la formule de
Volterra pour I’équation (25) sous la forme

i
(30) o(P,t) = (P, 1)+ [ [[ R(P, 4, Q,7)D(Q, v)dSedr
0 S,

ou MN(P,t; Q,r) est le noyau résolvant du noyau N(P,t; @,t) donné
par la somme de la série des noyaux itérés

(31) N(P, t; Q,7) = D NP, 1;Q,7)

r=0
déterminés par la relation de récurrence

No(Pyy 13 Q,7) = N(P, t; @, 1),
(32)

No(Py 8 Q,7) = f [ NP, t; Z,0)N(Z,8;Q,7)dSzdz
r S
: v=0,1,2, ..

La formule (30) présente la solution ¢(P,t) de 1’équation (25), si
I’on peut démontrer que les noyaux itérés (32) sont absolument conver-
gents et que la série (31) est absolument et uniformement convergente
sur la surface latérale sr.

En s’appuyant sur la limitation (28) et le lemme fondamental on
peut montrer que les termes de la série (31) sont bornés & partir d’un
indice », et qu’ils vérifient P’inégalités

el I'(1— p) (t—T)l—p]m
m(1—u)I'(m(1— p))

(33) | Nupsm(Py 85 @, 7)| <

oum=1,2,..,

v(,_max[E(l_ ) E(1 Gy u))]

const- dS,
= 5up NP, Q,5), = sup f | g o).

Le dénominateur I'(m(l1—y)) dans la limitation (33) assure la con-
vergence absolue et uniforme de la série (31) pour toute valeur t—r,
abstraction faite de quelques termes non bornés.

Par consequent, la formule (30) présente la solution unique de I’équa-
tion (25) pour toute valeur du temps ¢ > 0. Cette solution ¢(@, ) est
continue en tout point intérieur (@, 7) de la surface latérale st et, d’aprés
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les suppositions (17), (20), (22) et les résultats de notre travail [7], elle
vérifie 1’inégalité

(34) 19(Q, ) < 20t

ott u* = max ($(1+ps), ur+ipr—%, ue+4psy po+ kpr+ur—1, ue).
Cette propriété permet de conclure que la substitution de la fone-
tion ¢ (@, 1) dans la formule (23) fournit, grace & la condition (18), la
solution cherchée u(X,?) du probléme proposé.
Nous pouvons donc ¢énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Si la surface latérale sy du domaine non cylindrique D,
les coefficients de Uéquation

n n
(X, D, + ) 06( X, D)ty +0(X, )u—w; = F(X, 1)

1,j=1 k=1
et les fonctions F(X,t), g(P, 1), G(P, 1), f(X) vérifient les hypothéses 1, II,
II1, IV, V, alors il existe au moins une fonction u(X,t), qui vérifie Uéqua-
tion aux dérivées partielles donmnée plus haut en tout point intérieur (X, 1)
du domaine Dr, qui vérifie pour t > 0 la condition limite (13) en tout point
(P, t) de la surface latérale s, et vérifie la condition initiale (14) en tout
point intérieur X du domaine 0.

3. Probléme semi-linéaire aux limites. Scit 1'équation semi-
linéaire aux dérivées partielles du type parabolique de la forme

) ] on on
(30) Wu(i,t)ZF(X’t,'“/,a_wl,u-,T/Dn),

F(X,1, uy,y %y, ..., 4s) étant une fonction donnée.

~ Nous posons le probléme de la recherche d’une fonction u(X, t),
qui satisfait & 1’équation semi-linéaire (35) en tout point intérieur (X, ¢)
du domaine non cylindrique Dz, vérifie la condition limite & la dérivée
transversale

(36) YL (P, t)u = G(P, 1, u)

aTp

pour ¢ > 0 en tout point (P, t) de la surface latérale sy du domaine Dr,
qui possede 'orientation du temps relative & 1'équation (35) et, de plus,
satisfait & la condition initiale

(37) llimu(X,t)zf(X)

en tout point intérieur X du domaine £,.
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Admettons les suppositions suivantes:
(i) La fonction donnée F(X,t, 4y, Uy, ..., Uyp) est définie et continue
dans le produit cartésien

(38) Dy X {(ug,y Uyy vy Un): |Us| < 00, 1=0,1, ..., n}

ot elle vérifie Vinégalité

, My
(39) (X, T gy Uyy ooy Un)| < t"FlXP|”F (Z I’MI)

et une condition de Holder de la forme

(40)  |F(X, 1, ugy tyy oy ) —F (X, 8, Ty, Uy .., Ua)|
< const | XX* + kp (Z |y — z‘cj[)
i=o

dans toul domaine fermé D} x U situé a UVintériewr du prodmt cartésien (38),
oW pp,Ppr,hr, Mp, Mr, kr sont des constantes données vérifiant les iné-
galités

O0<<ur<l, O0<pr<l, O<hr<l, 0< My,

(41)
0< Mp, 0 <kr

et const est une constante positive, dépendant du domaine Dy, qui en

général, n’est pas bornée, si ce domaine DY s'approche wvers le do-
maine Drp.

(ii) Les fonctions données y(P,t) et G(P,t,w,) sont définies et con-
tinues pour t >0 dans les régions respectives
(42) sp el sp X {uy |uy < oo}
ou elles vérifient les inégalités

(P, )] < myt™,
(43)

|G(P, t, uy)| < mat "0 Mgt P¢|u,|
et lu fonction G(P,t,u,) vérifie la condition de Holder de la forme
(44) |G(P, t, ug) — G (P, 1, )| < kat™"Clug— |

0% g, phey Py Mgy, Mg, mg, ke sont des constantes données vérifiant les
inégalités
0<wm<i, O<pe<i, O0<pe<i, 0<my,

(45)
0< Mg, 0O0<meg, 0<keg.
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Quant 2 la surface latérale sp du domaine non cylindrique Dy, aux
éxposants des coefficients de ’équation (35) et a la fonction donnée f(X)
dans la condition initiale (37) nous admettons les mémes suppositions
que dans le probléme linéaire (v.p. 104 et 105, les suppositions I, I, et V).

Nous allons chercher la solution du probléme proposé¢ plus haut sous
la forme d’une (v. p. 105, la formule (23)) somme

{
46) w(X,0) = |[[ (X, ¥,0/(V)aY+ [ [[F(X,Q,7)9(Q,7)dSodr
20 0 S,

!
— [[[J (X, X, ) P(Y, 7, u(¥, 1), tin( T, 7), .., 4 ¥, 7)) d ¥ v
0o g

de lintégrale de Poisson-Weierstrass, du potentiel de simple couche de
densité inconnue (@, r) et du potentiel de charge spatiale.

En demandant que la fonction (46) vérifie la condition limite (36)
pour ¢t> 0 en tout point (P,t) de la surface latérale sy, sous la I’hypo-
thése que la fonction ¢(@, r) soit eontinue, on arrive (v. p. 105, I’équa-
tion (25)) & une équation intégro-différentielle de la forme

4
a0 (B0 | [ [ NP, @, 19(@,7)dSedc
6 s,

— —2{6(P,t, u(P, ) - fffdﬁ(Pé;,;f’ Oy (ryay +

l ~
-i-jffde(P’ ; Y, ’)F(Y,r,u(y,z),u;,,(y, 2)y eeey Wy ¥,y 7)) AV i +
v a T,

+g(P,t)(flfffF(P,t; Y, 0)F (¥, 7,u(¥,0), Ty 1), oo, g X, 7)) A dlr +
09,

+fffﬁ(1” 6 ¥, O)I(Y)dY)]

ol le noyau N(P,1; ¢,r) est donné par la formule (26).

En conséquence nous voyons que le probléme proposé se rameéne
a la résolution du systeme d’équations intégro-différentielles (46), (47)
aux deux fonctions inconnues #(X,t) et ¢(P,t) —la prémicre définie
dans l'intérieur du domaine non cylindrique Dz et la seconde définie
pour ¢ >0 sur la surface latérale sr.
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Pour résoudre le systéme d'équations (46), (47) considérons le sys-
téme de n +2 équations intégrales

(48)  w(X,1)

!
=7 fffff';(X,t, Y,T)F(Y,‘r,uo(Y,'r),ul(Y,r), ---y’u-n(Y,T))\de‘r }-

0o

+ [ Fux, 4 ¥, 0f(Y)ax + f{jmx,t; Q,7)p(Q, 1)dSedr,
20 0 S,

j=0,1,..,n,
¢
9(P,t)— [ [ [N(P,1;Q,1)p(Q, 1)dSedx
0 s,
— —2G(P,t, u(P, )+ [[[ N(P,t; ¥, 0)f(Y)a¥—

f
—[fJI N @4 X, 0F (¥, 7, 4(Y, 1), (¥, 7), .., tn( ¥, 7)) AV dr
0o o, .

aux fonctions inconnues u (X, 1), u,(X,1), ..., us(X, 1), p(P,t), ou on
a pose
I'Xx,t;¥,7), pour j=0,

TyX, 4 Y,7) =~ .
I;(x,t Y,7), pour j=1,..,n.

En s’appuyant sur les propriétés des intégrales (v. [6], [7]), qu
figurent dans les équations (48) et en tenant les hypothéses (i), (ii), V,
I, II, on prévoit que les fonetions inconnues sont continues pour ¢ > 0
dans les régions Dr, sr respectivement, et qu’elles sont non bornées,
quand le point intérieur (X, {) du domaine non cylindrique Dz tend pour
t > 0 vers le point (P,t) de la surface latérale sr ou quand ? tend vers
zero. Ces fonctions vérifient les inégalités

| _ const
|'“‘0(X’t')|‘\> e ’

Const
| X P’

const

(49) lusd( X, )] < =1, 0, 0,

l9(P, t)| <

ou
pe = max(u*, pe+pr + 30r—1, pa+1py),

max (}, max (§, 3(1+m))) <0< 4}.
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\
Pour éviter cette singularité on multiplie les fonctions uy(4X, 1) et ¢ (P, 1)

par t*, et les fonctions restantes wuy(X,1?), ..., ua(X,t) — par t*| XP*",
ol les constantes y et » vérifient les inégalités

(50) U < 2 <1, 0<x<min(l1—20,2-—-20—2u¢).
Nous introduirons donce nouvelles fonctions inconnues
vo(X, 1) = tug( X, 1),
(51) 05X, t) = F|XP" " uy( X, 1), j=1,..,n,
p(P,t) =tp(P,t).
Le systéme d’équations (48) prendra alors la forme suivante

(32)  w(X,?)

=f0[fm(x,t; Y,O)f(Y)dY+fﬁ£ft"f’;(X,t;Q,t)v,—(czt-jl)dsqdr—

]
~ Y,r) v(Y,7) va( Y, )
_ BR(X, 1 Y F(Y Wl _a¥n ’-—-)de
!L!f o( ' Yy ’7) ' Ty Tx 7TxIYQYI20+x’ ’tZIYQYIZO+x T

o, 0 = [ [ [HXPPIUX, 6 Y, 0/(1)ax +

1
+ [ [ [ etz s o 0P asod +
S,

+Jfffﬁlxplzo+xn(x t; Y, -,,-)F( T ,'00(11: r)’ "]viiQY IZ'?J’"

)det, i=1,..,n,
Lo

v(P, t)—J ” t*N(P,1;Q,1) "‘&ﬁ”) dSodr
0 S,

—2t"G(P ¢, 2ol ‘)) fth‘N(P 1Y, 0)f(Y)dY -

—ffift"l\’(l’, t Y, -r)F(Y’.,,”o(ﬁ, T) tr}(;[ |2+x

va( Y, 7) )de
. ’Tz_—_i YQY|20+" T .
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Pour abreger nous écrivons ce systéme de la fagon suivante
(53) v =Av
ou v désigne le systéme des fonctions inconnues

(X, 1), v(X, 1), ..., (X, 1), p(P, 1),

A désigne une opération fonctionnelle définie par les membres droits
du systéme (52).

Nous résoudrons le systéme (52) par la méthode des approximations
successive en appliquant le théoréme de Banach.

THEOREME DE BANACH. Soit A wune opération donnée dans Vespace
metrique complet X, A étant la transformation de Vespace X dans lui méme.

Pour toutes points ©, v de Despace X Dopération A vérifie la condition
de Lipschilz

d(A5, Av) < ad(7, v)

avec la constante a < 1, od d( , ) désigne la metrique dans Vespace X.

Alors Véquation v = Au admet une solution unique v* dans Uespace X.
Cette solution v* on peut déterminer par la méthode des approximations
successives d’apreés la formule

Vie1 = Avg (‘l = 0, 1, )
ot v, est un point de Vespace X fixé arbitrairement.

Dans ce but considérons 1’espace metrique complet X composé de
tous systémes des fonctions

(54) w = {wo(X, 1), w0,(X, 1), ..., wa( X, t), (P, 1)}

définies et continues sur les fermetures des régions Dz et sr respective-
ment, avec la metrique définie par la formule

(65) d(w,v) = max ( max (sup|wr(X, t)—v(X,1)]), sup|e(P, 1) —p(P, 1)|) .
osr<n Dy sp

En vertu des suppositions I, II, (i), (ii) et d’aprés la définition (52),
(53) de 'opération A nous avons (v. [7], les théorémes 1 et 2) les inégalités

(86)  [@o(X, 1) —wo(X, t)] < CokFtsuPl”vo(Y ) —0( ¥, 7)} +

+Cokrt " ¥p. max (supur(Y ) — v ¥, 7))+ Cy Sup [§(Q,7) = p(Q, )

’
1<r<<n (V,1)

| @)X, 1) — wi( X, )] < C,krt}| XP[*H sup|vo(Y r)— v Y, )| +
-+ Olkpt*—o 1}"IXPIZ"*"n max (suplvr(Y )— (Y, t)l) +
1I<r<n (Y,1)

—.LCi""IXPI(%H}J P(@Q,7)—v(@,2) (G =1,..,mn),
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B8, )= e (B, )] < Cakahrt’ "¢ sup [By(Y, 1) —oi( ¥, 7)j +

+Okekpt ¥ ey max (sup|¥( ¥, 7) — v ¥, 7)) +

iI<r<n (Y,7)

’r - ~ 4 ) e v -
4 Ckett 'Gg)ul)) W(Q, 1) —v»(@,7)+C; kpt'(sll}lz [0o( Y, T) — vo( Y, 7)| -

OV kgt b max (sup |9 Y, ) — o Y, 7)[)
1<r<n (V,7)
ou les systémes des fonctions @ = {Wy(X, t), Wy(X, t), ..., Wa(X, 1), 0(P, 1)}
et w = {wy(X,1), w (X, ), ., wa(X, t), o(P, )} désignent les points A7
et Av respectivement, % et v étant les points donnés dans l’espace X.
Done, nous voyons que lopération A satisfait & la condition de
Lipschitz

(57) d(A7, Av) < ad(, )

ou la constante « ait inférieur & Vunité, si T est suffisamment petite,
c’est-a-dire, si

(58) T = min(Ty, Ty, 1),
Ty, T,, T, étant des constantes positives telles que
Coke Ty +nCke Ty ¥ ropmt <1,

ke T+ auCike T LOrT < 1,
Cokokp T30 - uCikake I3~ "0 1 Ofke T3 2+
ke T OV ke TE T <1
En somme toutes les conditions du théoréme de Banach étant vé-
rifiées, nous en concluons l'existence et 1’'unité d’un point
(59) v* = {vg (X, t), v¥(X, 1), ..., op(X, 1), p*(P, 1)}

de Yespace X, qui constitue la solution du systéme d’équations inté-
grales (52), parce qu’on a

(60) ¥ = Ao*,

En s’appuyant sur les formules (51) nous arrivons au systéme des
n -+2 fonctions
(61) w* = {ug (X, 1), ui(X, 1), ..., un(X, 1), @*(P, 1)},
ol
“o*(i-ra t) = %.(.X’ t)/tx’
uf(X, 1) = v (X, OF|XP,  j=1,..,n,

P* (P, 1) = p*(P, )t .
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Ces fonctions sont définies en tout point intérieur (X, t) du domaine
non cylindrique Dz et pour { > 0 en tout point (P, t) de la surface laté-
rale sr respectivement, en outre ces fonctions constituent une solution
du systéme d’équations intégrales (48).

En s’appuyant sur les propriétés des intégrales, figurant dans ce
systéme (48), exprimées par les théorémes des travaux [5], [6] nous con-
cluons les relations
oug(X, t)

(62) wHE, 1) = =

y 1=1,.,n

en tout point intérieur (X, ?) du domaine non cylindrique Dr. Par con-
séquent les fonctions ug(X,?) et ¢*(P,?) constituent la solution du sys-
téme d’équations intégro-différentielles (46), et (47).

Nous allons prouver que la fonction déterminée ug(X,t) représente
une solution du probléme aux limites proposé.

En effet, d’aprés les propriétés des dérivées du potentiel de charge
spatiale relatif &4 1’équation parabolique (1) (v. [10], p. 186, le théoréme 6),
les dérivées spatiales d’ordre prémier de la fonction ug(X,?) vérifient
la condition de Holder dans tout domaine fermé D% C Dr, done grice
& la supposition (40), la fonction

. oud(Y oub(Y, v
F(Yrtv uo(Yy""),-'ugéyl—’r)s sy _uoéy_“’ﬂ)

vérifie aussi dans tout domaine D% la condition de Hélder par rapport
aux variables spatiales. Il en résulte que la fonction ug(X,?) admet des
dérivées spatiales d’ordre second qui vérifient ’équation parabolique
semilinéaire (35) en tout point intérieur (X, t) du domaine Dr. ’

La fonction ¢*(P,?) est continue pour ¢ > 0 sur la surface latérale
(v. [10], les théorémes 6, 8 et v. [5], le théoréme 4) sr, donc la valeur
limite de la dérivée transversale de la fonction u5(X, t) existe pour ¢t > 0
en tout point (P, t) de la surface sr (v. [5], le théoréme 1) et, d’apreés
I’équation intégrale (47), 1a fonction ug(X , t) vérifie 1a condition limite (36).
Elle vérifie évidemment aussi (v. [10], le théoréme 8) la condition ini-
tiale (37).

Donc nous pouvons énoncer le théoréme suivant

THEOREME 2. Si la surface latérale sy du domaine non cylindrique Dr,
les coefficients de Uéquation

n n
2 ay( X, ) Uy, + Z (X, t)ug + (X, )u—uy = F(X, 8, %, Uz, ...y Uz,)
ii=1 k=1
el les fonctions F(X,t, uy, Uy, ..., n), ¢(P,1), G(P,1, up), f(X) vérifient
les hypotheses 1,11, (i), (ii), V, alors pour T donné par la formule (58) il existe
an moins wne fonction u(X,t), gui vérifie Uéquation anux dérivées partielles

1
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donnée plus haut en tout point intérieur (X, t) du domaine Dr, qui vérifie
pour t > 0 la condition limite (36) en tout point (P, t) de la surface laté-

rale s et vérifie la condition initiale (37) en tout point intériewr X du
domaine 0.
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