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Sur un mouvement plan

par Z. BUTLEWSKI (Poznan)

Nous considérons dans cet article le mouvement déterminé dans
un systéme de coordonnées rectangulaires par les équations
d*z dy
(0.1) F=—A(t)?l: W=A(t)$’
A (t) étant une fonction continue et positive pour ¢ > ¢,. En introduisant
les coordonnées polaires z = rcosg, y = rsing, les équations du mouve-
ment deviennent

(0.2) r—gu =0, %(rzqf) —Arr=0,

ol nous avons posé, pour abréger 1’écriture,

. dr N ._dy . d
mar " TaE "Tar P T a
Désignons par v,, a, et v,, a, respectivement les composantes de la vitesse v
et de ’accélération @ dans la direction du rayon vecteur r et dans la di-
rection perpendiculaire a r. Soit § la vitesse aréolaire du mouvement.
On sait que ()
03 V=7, v=rp, S=1ry,
' . 1d .
a,=1r"—@%, a,= - Et(rz‘p) .

Au § 2 nous démontrons que si A(f) > 0 pour ¢t >1{, et si les conditions
initiales (W): r(fy) = 7, > 0, 7'(f,) = 7o > 0 sont remplies, nous avons
r(t)>r(t) +7 () (E—1), r'(t) > 75 pour t >1t,> 1,. Si de plus lim tA () = + oo,
on a lim 7'() = + oo. f=00

t—>00

Ensuite je démontre (§ 3) que si A(f) > 0, A'(f) <0 (ou A’'(t) > 0)
pour ¢ >1,, lim A(f) = a > 0 et si les conditions (W) sont remplies, on
obtient

)y . fa
P am () =

T
(1) Comp. M. T. Huber, Mechanika ogélna i techniczna, Warszawa 1956, pp. 93-94.
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Si les conditions (W) sont vérifides et si | A(f)dt < oo, il vient
lo

. (D) . .
lim —~=limg¢(t)=0.
-0 7(2) c—»oo(p( )
En appliquant le théoréme de comparaison des solutions nous obte-

nons (§ 4) entre autres le résultat suivant: Si A(f) > 0 pour t=>t¢,,

oo

J#2A(t)dt= B < oo et siles conditions initiales r,> 0, 70>0, ¢'(t) =¢o>0,

sont remplies on obtient pour ¢ > t, = 7,/r5 > 0 les inégalités:

ro-t < r(t) <(racosh7t7—")t,
0

1 1
Po < p(f) < <Po+7n(t—o—;), o(t) =@ .

Finalement (§ 5) nous obtenons le résultat suivant: Si 4 () > 0 pour
t>t, et si les conditions initiales r,> 0, 7, < 0, ¢; > 0 sont remplies,
on a r(t) > 0 pour £t > {, et lim r(f) = oco. Il n’existe pas de fonection #(f)

t—oo
telle que r'(t) < 0 pour des valeurs suffisamment grandes de t.

Nous obtenons aussi certaines propriétés de la vitesse et de 1’accélé-
ration du mouvement considéré. Entre autres, nous démontrons (Corol-
laires 1-10): Si A(t) > 0, A'(t) # 0 pour ¢t > ¢t,, lim A(t) = a> 0, r(t,) > 0,

t—>00

'(t) > 0, ¢'(t,) > 0, la fonction r(p) est contenue entre deux spirales
logarithmiques, c¢’est-a-dire on a

70eXp(1—e)(p—@o)] < 7(p) < 1o€Xp[(1+¢)(p—@o)]l, @ > @0,

ou & est un nombre positif suffisamment petit pour une valeur initiale {,
assez grande. Nous trouvons des conditions suffisantes pour que v,—co,
¥y —> 00, @y —>00 pour t—>oo, a, = 0 pour ¢ > {, et finalement des conditions
suffisantes pour que l'on n’ait pas v, < 0 pour ¢>1¢, > 1t,, ou t; est un
nombre suffisamment grand.

Ce travail est une continuation et une meodification des résultats
publiés dans mon article O pewnym ruchu plaskim, Zeszyty Naukowe
Politechniki Poznanskiej (1957).

§ 1. Nous considérons le systéme d’équations différentielles

a2z
a W=—A(t)y,
. &
= =Awe,

ol A(?) est une fonction continue et positive de la variable réelle ¢ pour
t, <t < oo.
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Dans le systéme (1.1) nous posons
(1.2) r=rcosg, Yy =rsing.

On voit d’apres (1.2) que
(1.3) P+y:=r1

et par dérivation nous obtenons

a1 g rsing 4 g conp
ol nous désignons z* = dx/dt, y' = dy/dt. En dérivant I’équation (1.3) on a
(1.5) = xr +yy .

D’aprés (1.4) on déduit la relation

(1.6) V=it yt=r24rp2,

Nous dérivons I’équation (1.5) par rapport & ¢ et ainsi nous obtenons
(1.7) %(rr') =1 +rt=ar +yy +ci+y?.
De la relation (1.7) et de (1.1) on déduit
(1.8) xx"+yy =0.
En utilisant les équations (1.6) et (1.7) nous avons alors ’équation

rro . - ,'.2q’.2
done

(1.9) r—gtr=0,

car la fonction r(f) ne peut s’annuler identiquement dans l’intervalle
tp <1< + oo. Sinon, d’apreés (1.2) on aurait z = 0, y = 0 pour ¢, < t < oo;
nous ne nous occuperons pas de cette intégrale triviale du systéme d’équa-
tions (1.1). D’apres (1.2) et (1.4) nous obtenons

(1.10) 1 =Y —x'Y
et en dérivant cette relation on trouve
oo N e
are)=ay —ay.
D’autre part, en vertu de (1.1) nous avons

Are = Ty —xY
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et par conséquent

(1.11) d%(r’q:') = Ar.

Or, nous pouvons remplacer le systéme (1.1) par le systéme d’équations
(1.9) et (1.11). Le dernier systéme sera étudié¢ dans la suite.

Si le coefficient A4 (t) est une constante, on trouve sans difficulté la
solution du systéme (1.1).

§ 2. Nous démontrerons maintenant les théorémes I et II, qui
expriment certaines propriétés des fonetions »(t) et r(t).

TeEOREME 1. 8¢ A(t) > 0 pour t>1, et 8i les condilions iniliales
r(ty) = 19> 0, r'(t) =75 = 0 sont remplies, on a r(t) > ry, r'(t) > 15 pour
t>1t, et de plus limr(t)=+4oo0. 8t r{t)=nrn>0 r)=rn>0, on

t—oo

a r(t) =r+nt—t) pour t =1, >1,.

Démonstration. Il n’existe pas d’intervalle {(a, ), {, < a < < oo,
dans lequel on ait 7(f) # 0, ¢'(f) = 0. En effet, supposons que l’on ait
Pidentité ¢*(¢) = 0 dans Vintervalle {(a, ), alors on aurait aussi ¢*'(f) = 0
dans le méme intervalle. Si r(f) #* 0 dans Pintervalle {(a, #)>, alors 1’équa-
tion (1.11) peut s’écrire sous la forme

(2.1) g2 g=A.

La relation (2.1) econduit & une contradiction, car le premier membre
de (2.1) est identiquement nul, alors que le second est positif dans Vinter-
valle {a, 8.

En vertu des équations (1.9) et (1.11) on obtient 1’équation

t
(2:2) r)r (@) = raa+ [ [r5(s) +1%(a)g%8)1ds ,
&
qui conduit & la coneclusion que
(2.3) r@)r (@) >rgo =0

pour ¢ > t,. Ensuite, d’aprés (1.9) on a 7»'(f)= ¢*(t)r(f) > 0 puisque
r(t) > 0. g

Sirg> 0 et r5> 0, on déduit de (2.3) et de I’inégalité r* () > 0 pour
r(t) > 0 que r(t) = r,+r3(t —1,) lorsque t > ?,. Si 7> 0 et 75 = 0, il existe
un point t =1, > t, pour lequel r, = r(¢,) > 0, i = r'(t,) > 0, par consé-
quent nous obtenons l'inégalité »(f) > », +ri(f—%,) lorsque ¢>t,, d’ou
lim r(¢) = 4+ oo. Le théoréme I est donc démontré.

t—oo
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Nous trouverons maintenant des conditions suffisantes pour que

lim r'(f) = + co. Nous précisons ces conditions sous forme du
>

THEOREME II. 8i A(t) > 0 pour t >1,, 8 lim tA(t) =+ oo et si de

plus les conditions initiales r(f)=1,> 0, 7 (to) =17 =0 sont remplies,
on a lim r'(t) = + oo,

t—o00

Démonstration. Les hypothéses du théoreme I sont vérifiées, on
a done r(t) = r(T)+r(TY(t—-T) pour t > T > t,, o r(T)> 0, r(T)> 0.
En vertu de l'équation (1.9) r°(¢) > 0 pour ¢ > T > {,, par conséquent
r'(t) est une fonction croissante pour ¢t > 7T, il existe donc une limite
lim 7°(t) (finie ou non). Nous allons démontrer que cette limite est infinie,
{—o0
c’est-a-dire lim 7°(t) = + oc.

{—>00
Supposons au contraire, que lim r'(f) = ¢ < oo; nous avons done
t—oco

r(t) < g pour t > T, ou ¢ > 0. Il vient

2.4) M4 > OIIOCD 4y, >
et d’aprés I’hypothése lim tA (1) =+ oo on a
{—00
() — 1o,
(2.3) }iw ) AQt) =+
De 1’équation (1.11) on tire
(2.6) 70 = s |+ f AWraas|, >4,

ou nous avons posé C = r3({y) ().
Désignons par L un nombre positif tel que tA(t) > L pour ¢t > T.

Alors A(t)r¥(t) > %rﬁ pour ¢t > T > t, > 0 et par conséquent
t t
fA(s)rz(s)ds > fA(s)rz(s)ds pour t>T>1>0.
to T
Ensuite, on a
fA(s)rz(s)ds > L log%, t=>T>1

et finalement on obtient

lim fA(s)72 s)ds =+ oc.

t—00 to
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Or, d’apres (2.6) il résulte que

[C+ fA(s)ri(s)ds] = - lim wA(t)

l—uoo /,-a(t)
et en vertu de (2.5) on déduit que
lim ¢*(t) =+ 0.
o0
D’aprés (1.9) on a
lim 7-(f) = lim [p¥(t)7(#)] = + oo
t—co t—o0
d’ou '
lim 7 (f) =0,
t—o00

en contradiction avec notre supposition que lim r'(f) = g <oo. Le théo-
t—>c0
reme II est donc démontré.

§ 3. Nous considérons maintenant les fonctions r(t)/r(t) et ¢'(f) dans

le cas oi A(t) tend vers une limite finie a, ou bien 1'intégrale [ A (t)d¢
fo

est bornée.
Quelques propriétes de ces fonctions seront démontrées dans les
théoréemes ITI, IV et V.

THEOREME IIL. 8¢ »(f) > 0, 7°(%) > 0, A(t)> 0 pour t>1, Lim A ()
t—o00
=a>0 et 8t Pune des limites lim r(1)/r(l) et lim ¢'(t) existe, alors elles
f—o00 -0

existent Vune et Vautre et de plus on a

) l/ﬁ
hm =lime )=/ 5-
() et 3
Démonstration. Nous démontrerons d’abord que si les deux

limites lim »(¢)/r(t) et lim ¢'(¢) existent, I'une et ’autre sont finies et dif-
t—oc0 t—>0c0

férentes de zéro. En effet, en vertu du théoréeme I on a r(f)—>oco pour
t—oo, done d’aprés (2.6) nous obtenons

1 a
3.1 lime () =5+ ——75-
(3.1) em? V=2
t—>o0 T(t)
Si lim ¢°(#) = 0, on aurait (2)
f—~o0
lim {0 =0
1o 7(1)

et la contradiction avec (3.1) est évidente.

(?) Voir par example E. Kamke, Differentialgleichungen, Lisungsmethoden und
Losungen, T. I, 1942, p. 130.
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Supposons maintenant que hmtp (t) =co. Dans ce cas on a lim ((:))
{—00

=oo (%) en contradiction avec la relatlon (3.1).
Des considérations analogues conduisent & la conclusion que la
fonction 7°(t)/r(t) ne tend ni vers 0, ni vers oo pour {—oo,
Posons done
lim ¢(t) =y >0,
{—~>o0

par conséquent on aurait (%)

r() _

o0 T(1)
En utilisant la relation (3.1), nous obtenons

r{t) hm @(t) = 2.

lim—~ 5

t—co T (1)

Le théoréme III est donc démontré.

Remarque. Si A(f) =a> 0 (a = const.) pour { >, on a

a A a
'r=exp(]/%t), g=7= 5

On vérifie facilement que ces fonctions satisfont aux équations (1.9)
et (1.11).

Nous avons démontré le théoréme III en supposant 1’existence des
limites llm ét; hm(p(t)

Nous trouverons dans la suite des conditions suffisantes pour
r(t)
r(t)

que les limites hm et llmtp (t) existent. Ces conditions sont enoncées
sous forme du

THEOREME IV. Si A(l) >0, A't)< 0 (ou A'(t)> 0) pour t>t,,
Lim A(t) = a > 0 et si les conditions initiales r(f)) = ro> 0, r'(t,) = 16> 0,
{—o0

@'(t) = @o > 0 sont wvérifiées, alors hm'r:t;
t—oo T

o) Lo o fa
im 7 = imp 0 = /5.

() Voir loe. cit. p. 128.
(*) Comp. (3) p. 130 (e).

et lim ¢'(2) existent et de
{—o0

plus on a
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Démonstration. Supposons d’abord que A'(f) < 0 pour ¢t >1{,. En
posant z=r/r dans 1'équation (1.9), nous obtenons P’équation differen-
tielle de Riccati

dz

o e D22
(3.2) F ik A
D’aprés le théoreme I on obtient »(t) > ry+75(t—1,), r(f) > 75> 0 pour
t >, et par econséquent z(t) = r5/r(t) > 0 pour t > {,, cependant d’apres
I’équation (2.6) on a ¢(t) > ¢(t,) > 0 pour ¢ > 1,. Si z(t) est une fonction
monotone (croissante ou décroissante) pour f > ¢,, la limite lim z(?) existe

t—o0

en vertu du théoréme III et de plus on a

. (1) . . a
im 20— lim g7 — /5.

Supposons maintenant que la fonction z(f) soit indéfiniment oscil-
lante, c’est-a-dire que la dérivée 2'(¢) change de signe une infinité de
fois dans Pintervalle (#,, + oo0). La fonction z(¢) admet donc une infinité
de maxima et de minima pour les valeurs de ¢ pour lesquelles z'() = 0.

Soient %, 2y, .u.y tay .o (ty < t, < 1, < ...) les valeurs consécutives ol la
fonection z(¢) admet des minima, et T, Tyy ..y Tney (to < Ty < Ty < ..0)
celles ou la fonction z(¢) admet ses maxima. Soit

Tn<t1;< Tn+1 (n:1,2,3,.--).
On a

Z(ts) =0, 2 (Tp)=0 (n=1,2,3,..)
par conséquent d’aprés (3.2) on obtient
2(te) = @(tn), 2(Tn)=¢(Ta) (n=1,2,3,..).
Nous allons démontrer que
2(te) 0, 2'(Tp)#0 (n=1,2,3,..).

En effet, si ’on avait par exemple z''(1,) = 0, nous.aurions aussi 2’"'(t,) = 0.
Sinon, le point ¢= ¢, ne serait pas extrémal pour la fonction z(f). Nous
allons démontrer que le cas z'(t,) = 0, 2'"'(tn) = 0 est impossible.

En effet, nous pouvons écrire I'équation (2.1) sous la forme

(3.3) g = A2z .
En différentiant 1’équation (3.2) et en posant ¢t = ¢, nous obtenons
z”(tn) = ZZ(tn)¢”(tﬂ) = 0
d’ou
¢ (ta) = 0.



Sur un mouvement plan 147

En différentiant 1’équation (3.2) encore une fois on a

2"(ta) = 2(tn) """ (tu) -
On déduit de ’équation (3.3) que

@ (ta) = A'(tn)
et ensuite il vient

& (tn) = 2(tw) A'(ta) # 0 .

Nous sommes arrivés & une contradiction aveec notre supposition que
2" (ty) = 0.

On a done 2"(tz) > 0, 2"'(Th) < 0 pour n=1,2,3,.. Aux ’points
qui correspondent aux extrémes on a

(3.4) 2" = 22(A—22%).
On déduit de (3.4) les inégalités
(3.3)  2(ta) <VA(ta)2, 2(Ta)>VA(TA)2, (n=1,2,3.).
Il est évident que
ZA)<0 pour Tr,<i<i, s
Z{) =0 pour ty<t< Tpt1,
par conséquent on a d’apres (3.2)
p(t)<z(it) pour T,<it<i,,
() =2(1) pour tp<t< Tpp.
En vertu de ces inégalités et de la relation (3.3) nous obtenons

@ (ta) = A(ta) —22%ta) > 0,
@ (Tn) = A(Tn)—22%Ts) < 0.

Or, dans ’intervalle T, <t < 1, il existe un minimum de la fonction ¢(%).
Posons done

(3.6)

un = 1inf @(t)> 0.
Th<i<lip
Supposons que
n=9 (), TIn<ta<tls,
ou 1, désigne un point quelconque ou cette valeur est atteinte. Pour
t=1, ON a
¢ (ta) = A(ta) —22(tn) @' (1a) = 0
et ensuite nous obtenons
A(tz)
22(ta)

@ (Ta) = < 2(ta)

puisque ¢'(tp) = 2(t,) et, d’apres (3.6), il vient ¢ '({z) > 0.
Annales Polonici Mathematici XIII 10
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Nous avons z(I's) > z(wa) > 2(ts) done

1 A(Tn)

(3.7 2(T)

Au point t = T,4; on a

0 (Tns1) = #(Tnpr) > ]/%'L)

< z(tn) .

d’ol
(3.8) @ (Tny1) = A(Tns1) —22%(Ths1) < 0.

D’apres (3.6) et (3.8) mous voyons dque ¢ (t:) >0, ¢ (Tp41) <0,
donc il existe dans l’intervalle #, < ¢t < 7,4, au moins un maximum de
la fonction ¢'(f); ce maximum est plus grand que z(7T,4.).

Dans Vintervalle (¢, T,+1) on a 2> 0, 2’ >0 et A’ < 0, donc aux
extrémes de la fonction ¢'(¢) dans l’intervalle ({s, T, 4+1) nous avons

p(t)=0, ¢t)=A"—2¢2"<0.

Or, dans lintervalle (f;, T, +,) il existe un seul maximum de la fonction
@ (1)

Soit £ = 6 (tx < 0n < Tp+1) le point ou la fonction ¢°(t) atteint son
maximum dans Dintervalle (i, T,41), ¢’est-a-dire

¢"(6a) = A(6s) —29¢°(82)2(6n) = 0,

done
A6,
(39) #(0) = 5 51 > #(Tun).
Nous avons
(3.10) 2(ta) < 2(0n) < 2(Tps1) -

En vertu de l'inégalité (3.9) on obtient a fortiori

1 A(6a)

(3.11) 5 )

>z (Tn+1)

D’aprés les inégalités (3.7) et (3.11), en supposant que A'(f) < ©
pour ¢ > t,, nous obtenons les inégalités

A(an) z(Tn+l)

1> Ay~ e (Th)

et par conséquent
(3.12) 2(Tn) > 2(Ta1) ,

c’est-a-dire la suite des maxima de la fonction z(f) est décroissante.
Nous allons maintenant démontrer que hm tn = oo et aussi im T, = co.

n—+-Q
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Supposons, au contraire, que la suite {f,} admette une limite finie z,
c¢’est-a-dire que lim ¢, = v < oo et aussi lim T, = 7, puisque t,_; < Ty < 5.

n—>0o n—00

Nous avons ensuite
2(Ta)—2(ty) = 2'(Ea) (T —1a) ,

ou Tp < & < t,. Dapres (3.2) on aurait |2'(f)] <oo pour f, <t <7, et
par suite
fi}—=00 n

= lim 2(ta) = 2(z) = Vid@).

La fonction ¢'(f) admet aux points correspondant aux extrémes les valeurs

oy AlTa) vpy _ A(6s)
'P(Tn)—my @'(6a) = 52(6n)’

ol Th <ta<itp<0p< T,41. Nous aurions aussi

lm ¢'(za) = lim ¢*(6s) = ¢*(z) = Y} A7) -

n—-0 n-—>»00
Alors on aurait z(tr) = ¢'(r) et par conséquent, en vertu de (3.2),
(3.13) F(r)=0.

Des inégalités (3.5) on déduit qu’il existe une suite des valeurs {d,},
Th<bp<in (n=1,2,3,..) telle que

2(0,) =V34(6) (n=1,2,3,..).
On a la relation

2(6a)—2(r) _ 1 VA@)— VAR .

67} —7T ]/§ 61; —7T

Si 8, -t nous obtenons

2'(v) = — (Y Ao # 0
V2

en contradiction avec le résultat (3.13). On a donc lim ¢, =oo. En tenant
n—>00

compte de
2(Ts)>V3A4(Ts), lmA{t)=a>0
{—o00

et de (3.12), on trouve que

(3.14) lim 2(T,) = g > ]/_E_
——— 2
D’apres (3.7) et (3.10) on obtient linégalité
1 A(Tn)
(3.15) 5" Sy < #(0n).

10*
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En vertu de (3.9), (3.15) et de I’hypothése A’(t) < 0, nous avons
#(Tnt1) < @'(0n) < 2(Th) .

Or, il existe une limite des maxima de la fonction ¢*(f) et elle est égale & g,
c’est-a-dire

(3.16) lim ¢*(6,) = g > ]/Z‘
- 2

Les inégalités (3.7) et (3.11) donnent

1 A(m) 1 A6,
2’ 2(Th) <#) < 2’ 2(Tnt1)’
d’ol
. 1
(3.17) lim 2(ta) = 5.3.

Nous obtenons aisément d’apreés (3.9) et (3.15)

1 Alz) 1 A(6)
5 2 (Tw) < ) <3 (T
et enfin
. 1 a
(3.18) ;l‘l_’lg 2(0“) = Q . g.

Nous démontrerons maintenant que la suite des maxima et la suite
des minima de 2({) tendent vers la méme limite et que d’aprés (3.14)

et (3.17) on doit avoir
_
g 2°

th=Op—tn>0 (n=1,2,3,..)

En effet, posons

et considérons la suite {a,}. Dans ce qui suit nous désignerons par an,
les termes de la suite {a,} & valeurs telles que (premiere classe)

1
I<ayu<e<— =
# V2a (¢ = const)

et par a, les termes & valeurs telles que (seconde classe)
0<e< an,.

I1 peut arriver que I'une de ces classes contienne un nombre fini de termes
de la suite {a,} ou n’en contienne aucun. Il suffit de considérer ici les
deux cas possibles: 1) la premiére classe contient une infinité de termes,
2) la seconde classe en contient une infinité.
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Ad 1). Supposons qu’il existe une suite infinie d'intervalles {a,}

telle que
_ 1
(3.19) 0<a,;=0,.—tn<c<m.
En vertu du théoréme des accroissements finis nous avons
@'(6n) —@(1n) _

0< B T A @ (m) (G << Og).
n—1n

Les relations (3.3) et (3.19) entrainent 'inégalité

0< @(0n) —@'(tn)

- < A (1a) —22(10) @ (1n)-

Or

0 < 2(ts) < 2(7ma)
et

0 < @(tn) = 2(tn) < @'(1n) ,

on aurait done a fortiori

0< MG:M < A(na) —2¢(tn) .

En tenant compte de (3.16) et (3.17) nous avons pour #—>oo

1
(3.20) 0< 55

Sig# V'ﬂ2-, il résulte de (3.20) que

, a
(2¢°—a) < —2?(292—4) .

d’on

Nous sommes arrivés a une contradiction avec l'inégalité (3.19) et

par conséquent on doit avoir g — Ja/2.
Ad 2). Supposons maintenant que

anp — Bn_tn>c>0.

Dans lintervalle ¢, <t < 6, on a 2'(t) > 0, et pour { =1, on a 2'({,) = 0.

Donc
6n

[ 2(tyat = 2(6) —#(ta)

28
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et d’apres (3.17), (3.18) on obtient
0On

(3.21) lim [ #(t)dt=0.

n—-ootn

Nous allons démontrer que lim 2'(6;) = 0. En effet, si 'on avait 2'(6,)

n—o0
= k> 0 (h = const) pour une suite infinie queleconque d’indices, il exi-
sterait dans lintervalle (6,—e, 0,), ou ¢> 0, un point 7z, tel que
lim z'(fn) = 0.
—00
Dans le cas contraire on aurait z'(t) > d > 0, (d = const) dans 1’inter-
valle {0,—¢, 0> pour une infinité de valeurs de n. On a donc

n 6a 6n

[zwat> [zmat> [2n@t>de>0 (0<s<eo)

tn 6p—c Op—s

cette inégalité est en contradiction avec (3.21). Nous avons la relation

On
2'(0p) = 2'(ta) + f z"(t)dt ,

done
12'(0a)] < |2'(7a)| ¢ max |2"(2)] .

Ta<<t

En différentiant 1’équation (3.2) on a
zll — 2(¢.¢.._zzl) .

On déduit des relations (3.2) et (3.3) que les dérivées 2'(f) et ¢**(t) sont
bornées pour t >t,. Alors

max [2''(t)] = K <oo.

fo<<t<co
Si [2'(Ta)] < /2, ¢- K < ¢/2, on a done
‘z’(en)l < &

Nous arrivons a une contradiction avec 1’hypothése z'(6;) > h> 0
et par conséquent on a
lim 2'(6,) = 0.
n—»o0
D’apres ’équation (3.2) il résulte que
%'(0n)

lim [¢'(0s) —2(6s)] = lim ———"—— =0
o [‘P( ‘") z( ”)] oo ‘P.(en)_l_z(on)
et par conséquent nous obtenons d’aprés (3.16) et (3.18)
_1la
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c'est-a-dire
—1/2
g - 2 .

Nous avons démontré le théoréeme IV dans le cas A'(f) < 0 pour
t>1,.

Des considérations analogues aux précédentes conduisent au méme
résultat dans le cas A'(t) > 0 pour t > {,; il n’y a qu’a considérer d’abord
lintervalle (¢, T,+.1) au lieu de Vintervalle (T, tx).

Le théoréme IV est donc démontré.

TM@MMEVSiAm>01mwt>%fAmM=a<wetﬂks

conditions imitiales 7(ty) = ry> 0, r'(ty) = 75 = 0 sont remplies, nous avons

o rt) r(t)
dme)=0, JmiE=0 MmTH

Démonstration. D’aprés le théoréeme I on a r(¢f)>r,> 0, (1)
>17,>=0 pour ¢ >1{, et lim »(t) =oo. On peut écrire ’équation (2.9) sous
{—>0c0
la forme

=0.

(3.22) @ (t) = ﬂ“y+mn (¢ = rop0)
ol nous avons posé pour abréger

i
(3.23) mn=ﬁ%Jﬂu@mﬂ@.
lo

Nous allons démontrer que
limg(t)=0.
{—o00

En effet, pour ¢ > 0 il existe un point T, > ¢, tel que

[awat<e.
TE

Pour t> T, on a

e t
0<g(t)= ;%7 f A(8)r%(8)ds + ;_—2(17) f A (8)r¥(s)ds
{0 T,

et par conséquent
Tz
1
0< g(t) <W,°f A(s)r(s)ds +¢
done finalement
lim g(t) =0.
1—00
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D’autre part, d’aprés (3.22), nous obtenons lim ¢'(¢) = 0. Il résulte im-
{—o0
médiatement de (1.9) que

() . 2
iy = im0 =0

Dans I’équation 7" —¢@2 = 0 on a lim ¢'(f) = 0 d’out 'on tire (*)
t—o0

Le théoréeme V est donc démontré.
En tenant compte du théoréme II on a le

COROLLAIRE 1. 8i A(f) > 0 pour t >, lim tA(t) = oo et st les condr-
t—o0

tions initiales 7(t,) > 0, r'(1,) = 0 sont remplies, nous obtenons lim v, = co.
t—o0

Des théorémes I et IV on déduit le

COROLLAIRE 2. 8¢ A(f) >0, A'(t1) <0 (ou A'(t) > 0) pour t=1i,,
Iim A (3) = a > 0 et si les conditions inttiales r(t,) > 0, r'(,) > 0, ¢'(f,) > 0
{—oc0 )
sont remplies, on obtient d’apreés (0.3), (1.9) et (1.11) v,—00 v,—>00, @, —>0
pour t—oo, a, = 0 pour t = .

La vitesse aréolaire S({) du mouvement prend la forme

4
S(t) = %Tzqf = %['gq)‘(t“) + f A(3)7‘2(8)d8].
to

En utilisant le théoréme I, nous obtenons le

o0

COROLLAIRE 3. Si A(t) > 0 pour t > 1,, ftzA(t)dt =00, ON @
1

lim S(t) = co.

t—00

Du théoréme V on déduit le
COROLLAIRE 4. 8i A(f)> 0 pour t>1, et si [ A(t)dt <oo, 7,> 0,
b
>0 on a limg'(t)= 0, cest-a-dire la vitesse angulaire tend vers zéro
t—o0

lorsque t—>oco; si de plus lim A(t) = 0, on obtient

{00
. . r
lim ¢*'(t) = lim (A —2 —.q)') =0,
{t—c0 1—00 Vi
c’est-a-dire Daccélération angulaire tend vers zéro lorsque t—»oo.

(*) Voir (3) p. 130.
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En tenant compte des formules (0.3) et du théoreme IV il vient

Par conséquent, pour ¢ suffisamment grand nous obtenons les inégalités
1—e< r <1l+4e¢
re ’

ou ¢ est un nombre suffisamment petit pour de grandes valeurs de la
variable ¢.
En intégrant ces inégalités nous obtenons

(3.24) 7e€XP[(1—&) (9 —go)] < 7(p) < 79exXp[(1+¢)(p—g,)]

pour de grandes valeurs de la variable {. On a donc le

CoROLLAIRE 5. 8¢ les hypothéses du théoréeme IV sont remplies, la
fonction r(p) est contenue enire les deux spirales logarithmiques (3.24) pour
de grandes valeurs de la variable 1.

En particulier, si A(f) = a > 0 (a = const), pour ¢ >1{,, on a

@ =@+ ]/g (t—1)

et par conséquent nous obtenons la spirale logarithmique
(@) = To€v % .

§ 4. Nous allons maintenant trouver quelques limitations des fonc-
tions 7,7, ¢, ¢’. Ces limitations sont précisées dans les théoréme VI,
VII et VIII.

THEOREME VI. Si A(l) > 0 pour t >1, et si les conditions initiales
() =7o>0, 7(f) =10>0, ¢(t,) = o =0 sont satisfaites, nous avons
les inégalités

. ¢ 2
< 0<v0 <ol [ 6—wrawds+ Bl

to

pour t > 1y, ou Ty = 1,4 74[7o.
Démonstration. En utilisant I’équation (3.3), on déduit
(4.1) z' — (p‘z._z2 > _zz , 2 = TF

or
—2z %' L1,
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et en intégrant on tire

1 1 7%
;_z_o<t—to, t>t“, ZO—-_O.

Ensuite nous obtenons

7(t) 1 _, T
r(t)> >0 pour t>1,, Ta=1, r

D’aprés (3.3) et (4.2) il vient

(4.2)

(4.3) ¢ +2

t__totp‘éA, t>1,,

puisque ¢'(t) > 0 pour > {,.
En multipliant Pinégalité (4.3) par (f—7,)* et en intégrant les deux
membres, nous obtenons

(4.4) 0<o(t) < h(t)+ c o pour t>1,,
oll nous avons posé
t
1
(4.5) M= [ s=rramas, c=pg% ]

Le théoréme VI est donc démontré.

Remarque. Si f A (t)dt < oo, la fonction h(f) a une propriété ana-

logique & celle de la fonction ¢(t) considérée plus haut, c’est-a-dire
ljm h(t) =

THEOREME VII. 8i A(t)> 0 pour t>1, et fzzA(z)dt_ﬁ< oo, de

plus si les conditions initiales r(ty) = 7o > 0, 7°(l)) = 15 > 0, @'()) = g > 0,
1o = 7o/76 Sont remplies, on a pour t > 1,

t < r(t) < rg-teosh (in..__ t'_n.)’
r<r <L+ ) com (- %),

’r q7' .
e cosb (mfte — e < PO <

2
ToPo 1 1 1 1)
75 cosh?® mft, \1 ( ) P < m( t, t)’
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Démonstration. Posons f, = 7,/r5 > 0 dans (4.3). Or, la fonction

h(t) prend la forme
1]
hl(t)=% f PA(s)ds (1> 1) .

to
oo
D’aprés ’hypothése [ 24 (t)dt = p > 0 nous obtenons les inégalités
1
0<hi<l >,
done en vertu de (4.4) il vient

0<<P'(t)<1-g (t>1),

ou m = ﬂ-l-tpa:—:‘; > 0 et ensuite en intégrant on obtient
0

1 1
‘P0<?’(t)<¢o+m(%—z) (t>1>0).

Considérons maintenant les deux équations différentielles

(1.9) () = @) 7 () ,
. m?
(4.6) E't)= - B

et supposons que les conditions initiales

@) 0<n<R@ =R, 0<n<Rt=K (=3

a .
soient remplies. On peut écrire la solution de 1’équation (4.6) sous la forme
(4.8) R(t) = t(Crem™t+ Che~mty, t>1,>0
ou

1 m .
Cl _ 2—— e_mlto[.Ro(l + E) —Roto] 9
(4.9)

1 m
—_— ’In/lo —_— *
C,= om € [Ro (1 to) Rot,,] .

En utilisant les conditions (4.7) et en appliquant le théoréme de
comparaison des solutions (¢), on déduit que

(4.10) r) < R@), rO<E@E), t=4%>0,
ou la dérivée R'(t) est de la forme suivante
(4.11) R(t)= C, (1 —’T”) emit 4 C, (1 +"T‘) e—mit,

(*) Voir (3) p. 118.
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D’apres (4.8) et (4.11) on a
R(t

llm t( ) =

En vertu du théoréme I et d’aprés (4.10) nous obtenons les inégalités
To+ro(t—1) <7(f) < R(1),
ro<r(t) < R(8).
Remplacons maintenant les conditions (4.7) par les suivantes

0<7ry= Ry, 0<1ry,= Ry, en tenant compte de (4.9) et t,= ry/r;, on
obtient

== Cl+02’ lim .R'(t) - Cl+ 02.
t—00

(4.12) (t> 1)

Ci=groe v, O = }riemit,

et par conséquent d’apres (4.8) et (4.11) on a

R(t) = ;-1 cosh (T, - %)’
(4.13) R =7 [cosh (_ _ ﬂ) + —sinh (ﬂ _ ﬂ)]
=170 th t LI

pour ¢ > t, > 0. Lorsque

m m
sinh (-t: -T) < cosh (t—o —7) < cosh 2 % (t>1),

en vertu de (4.12) et (4.13) nous obtenons pour ¢ > {, les inégalités

ro-t < 7(t) < 715t cosh n_m <1y coshﬁt,
, to

o < 7(t) < 70(1+ )cosh (— ——) 7'.‘,(1 + ; )cosht—
0
D’aprés (2.9) on aurait
Tg‘Po
732 (cosh mft, )22 <e®)-

Le théoréme VII est donc démontré.

THEOREME VIIL. 8i A(t)> 0 pour t>1t,, JA®R)d=a<oco et si
lo
les conditions initiales
() =1>0, 7(t)=1r>0, ¢)=¢p>0
sont remplies, nous avons les inégalités
7o+ 7o(t —1o) < 7(1) < rocosh[k(t—1,)] + "—° sinh[k(t—1,)],
ro <7(t) < rpcosh[k(t—1t,)] +r,,ks1nh[k(t— )],
O<p)<k
pour t>ty, o k= ¢p+ a.
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Démonstration. En vertu de (4.7) nous obtenons
(4.14) To+7o(t—1) <7(f), 71o<r(t) pour t>14,.
On voit immédiatement de (2.4) que
O0<o(t) <pota.
Posons &k = gy +a > 0 et considérons les équations différentielles

(1.9) () = ¢*(t)r (1) ,
(4.15) 7" () = k*n(?)

avec les conditions initiales ry = 7(%,), ro = 7'(%)-
La solution générale de 1’équation (4.15) est de la forme

n(t) = A ekt 4 Ao~k
ou
kro+70 . kvy — 70
11=°2—kog—uo, lzsoz_koekfu.

En tenant compte du théoréme de comparaison des solutions il s’ensuit
que pour t >t

r(t) < rocoshik(t—1)]+ % sinh[k(t—1,)],
() < rocosh[k(t—1,)]+ v ksinh[k(t—1,)] .
Le théoreme VIII est donc démontré.
§ 5. Nous étudierons maintenant les propriétés de la fonction (),
() =71>0, #(l)=7r<0, @H)=¢@;>0.

Nous supposerons dans la suite que 4(f) > 0 pour ¢ > {,. En vertu
de P’équation (1.9) nous obtenons r(f) > 0 pour t > t,, lorsque r(?) > 0
pour t>t,. La dérivée r(t) est donec une fonction croissante lorsque
r(t) > 0.

Considérons tous les cas possibles:

1) II existe un point ¢t = T > ¢, tel que dans l’intervalle {, <t< T
on ar(t)>0, r(#)<0, v (t)>0et r(T)>0, r(T)=0, r(T)> 0.

Si r(T)>0, r(T)=0, la fonction r(f) posséde les propriétés dé-
montrées au § 2.

2) Le cas r(T)= 0, r(T)= 0 n’est pas possible, car nous ne nous
occupons pas de la solution triviale r(f) = 0 pour ¢ > T.

3) Soit () >0, r(t) <0 pour {L<t< T <oo, r(T)=0, »(T)< O,
@'(t) > 0. D’aprés (1.11) on a donc

. (4
(6.1) q’(”?m Lh<i< ),
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ou ¢ = ¢'(t,)7%%) > 0. En tenant compte de I’équation (1.9) et de I'iné-
galité (5.1) nous obtenons

IO =g > gy (<< ).
En multipliant inégalité
) > (f<t<T)

r¥(t)
par 2r°(f) et en intégrant l'inégalité ainsi obtenue, nous avons

¢ . c?
7‘2(t) < ? (to) + W

(5.2) rH(t) +

pour ¢, <t < T, d’ou il vient que 7(¢) ne tend pas vers zéro lorsque t—7'.
Nous aboutissons ainsi & une contradiction.

4) Enfin soit r(t) > 0, r*(t) < 0 pour ¢ > {,, ¢'(t,) > 0. En appliquant
le méme raisonnement que dans le cas 3) nous arrivons a la conclusion
que l’inégalité (5.2) a lieu pour ¢ > #, et par conséquent r(¢) ne tend pas
vers zéro lorsque ¢—oo,

D’autre part (f) est une fonction décroissante et alors il existerait
'}im r(t) = p (0 < p<cc). Dans le cas 7'() <0 pour ¢{>1, en vertu de
—00

(3.22) on aurait

<p"(t)=A—27%tp'>0 pour t>=14,

et par conséquent ¢'(t) > ¢'(t) = ¢o > 0 pour ¢ > ¢, d’ou

F
[oHs)as > git-(t—ts)  (t>1,).
b

D’apres (1.9) on a
(1) = )7 (t) = e-¢*(?)

et en intégrant on obtient
$
rit)—r > e [ ¢s)ds > o-pi(t—to)
%

pour ¢>1,, d’ou lim7(f) =co. Nous obtenons une contradiction. Le
{—o0

cas 4) est donc impossible.
En récapitulant nous pouvons énoncer la proposition suivante:
THEOREME IX. 8¢ A(t) > 0 pour t >1, et i les conditions initiales
r(ty) =19> 0, (%) =710 < 0, @'(t,) = @o > O sont remplies, on a r(t) > 0
pour 1> 1, et }imr(t) =o0, Il n’existe pas de fonction r(t) telle qu’ on ait
-0

() < 0 pour t>1t, > 1,.
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En utilisant les formules (0.3) et les résultats obtenus aux §§ 4 et 5
nous pouvons préciser les corollaires concernant le mouvement du point P.
Du théoréme VII résulte immédiatement le

0
COROLLAIRE 6. 8i A(t)> 0 pour t >1,, | BA(t)dt = B <oo et si les
to
conditions initiales ro > 0, rg > 0, @o > 0 sont remplies, on a pour t>t,
t, = ?> 0 les inégalités suivantes
0

r6<vr<r6(l+%)cosh(tﬂ—?;),
0

Y500
ro[cosh (m/t,—m/t)]

5 < §-0p < mag cosh (—tm-— %n),
0

. a . m m
a, =0, ro<tA"(t)<rocosh t__T)’
A X

Du théoréme VIIL on déduit le
COROLLAIRE 7. 8¢ A(t) > 0 pour t > ¢, }oA(t)dt= a<oo el ry> 0,
o> 0, o> 0, on a pour t> 1, les 'inégalitésto
0<ro<v < Ccoshl[k(t—1)],
0 < v, =179 < Ccosh[k(t—1)],
ol t>1g; k=q@o+a>0, C=Fkre+1,>0.

D’aprés le théoréme IX mnous obtenons le

COROLLAIRE 8. 8¢ A(t) > 0 pour t =1, et st les condilions imitiales
r(ty) > 0, 7(t) < 0; @'(f,) > 0 sont satisfaites, il n’exwiste pas de fonction
r(t) telle qu’ on ait v, = r(t) < 0 pour t suffisamment grand.

Regu par la Rédaction le 20. 2. 1962



