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Sur les inégalités mixtes entre les intégrales
de Péquation aux dérivées partielles z =f(, 9, 2, #)

par W, PAWELSKI (Gdansk)

Au début de cette note nous allons démontrer (théoréme 1) que les
conditions du théoréeme b de la note précédente [1] peuvent &tre affaiblies
par rapport aux intégrales % et v de 1’équation
(1) S_Z=f($;y7z’g%)
et nous allons montrer (remarque 1) comment on peut affaiblir les con-
ditions concernant la fonction f et les courbes par lesquelles les intégrales
sont formées.

Mais le but essentiel du présent travail est de donner une extension
de ce théoréme aun cas des inégalités mixtes, en supposant que les inté-
grales u et v ont des dérivées partielles égales uy = vy aux points initiaux
(%o, y) ob u(z,, y) = v(w,, ¥); nous nous proposons ensuite de comparer
dans les théoréemes 2 et 3 les positions de deux intégrales « et v de 1’équa-
tion (1) dans le cas ou ces intégrales sont égales en un point initial
Ql(@o, ¥;), mais leurs dérivées partielles en ce point uy(Q2) et v,(Q7) sont
différentes. On suppose ici comme dans [1] que les intégrales considérées
et v sont formées de caractéristiques au sens donné par J. Szarski dans
le théoréme 1 du mémoire [2], p. 3.

THEOREME 1. Admeltons les hypothéses suivantes:

(«) La fonction f(x,y,z,q) et ses dérivées partielles du premier ordre
par rapport aux variables y,z,q sont continues dans un domaine D dont
la projection sur le plan z,y recouvre l'ensemble

(2) le— 2| < @, [Y¥— Yol < ay— M|z— 2]

o

a>0, M>0, a>0, a<—;:;.

(B) Les dérivées fy, [z, fq remplissent dans le domaine D la condition
de Lipschitz par rapport aux variables y,z, q et on a inégalité

(3) Ifl < M.
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(y) On désignera par A le domaine fermé qui résulte de (2) en admettant
que |8— x| < e, ol 0 < ¢ < a et par K le segment {&= @y; ¥ ¢ (Yp— ay,
Yo +a:0}

(8) Le segment L = {& = my; y € {1, ,>} est contenu dans le segment K.

() O est une courbe sitube dans le domaine 4. Cette courbe est la pro-
jection sur le plan x,y dune portion de la caractéristique issue du point
P e D, dont la projection Q < A. '

() Les intégrales w et v de Véquation (1) sont définies et continues dans
Pensemble (2) et elles possédent dans cet ensemble une différentielle totale
et leurs éléments de contact respectifs o, y,u, uy; ©,%Y, v, vy appartiennent
au domaine D.

(n) Les intégrales u et v sont formées de caractéristiques dans l’ensemble (2).

Dans ces conditions on a:

1° Les hypothéses

(4) (% s Y) : v(Zo, y)  Sur L,
et

W(ty, y) Z)0(%,y) sur K—L
entratnent

w(w,y)=v(x,y) dans 4,
ot 4, est un domaine fermé (simplement connexe), contenu dans A et formé

de courbes C ocorrespondant d’aprés la condition () aux caractéristiques
i8sues des points

Q(moy Yy u(@g, ¥)y Uy(%o, '.'/))

pOUr lesquell_ee la condition (4) est satisfaite (le méme domaine A, est formé
des courbes U correspondant d'une mantiére semblable & 1intégrale v) et on a

w(@,y) < v, y) dans A—4;;
2° D’aprés les hypothéses

W@, y) ) 0%, y) sur L (o< dy)
et
u(@, y) = (w0, y) swr K—L,
il vient

w(z, y) <3) v(x, y) dans Zl—"Q )

o 4, est un domaine du méme type que dans 1°, el Q est Venveloppe du do-
maine 4, formée de deuw courbes C, et O, issues des deux points exirémes
du segment L et appartenant a A, et on a

ww,y)=v(@,y) dams (I—J,)+2;



Sur les inégalites mixtes enire les intégrales 237

3° Il résulte des hypothéses

U@y ¥) (2)0(@,y)  PoUr Y e Yo—ay, ),
u(wo’ y) = 'U(moy y) pour Y € <0, dl) ’
w(®@o, y) ) 0@, y)  pour Y e (dy, yo+ad
qu'on a
(@, y) (Z)'v(m’y) dans )

oir A* est un ensemble contenu dans A et formé de courbe C (et de méme de
courbes C) correspondant & Uintégrale u (respectivement v) et issues des
points du segment
P={Z=a; yelyo—aya)}.
En outre

u(z,y)=v(z,y) dans Zrl’

o le domaine 4, est déterminé d’une fagon analogue & celle de 1°.
Enfin nous avons aussi

u(z, y) (§) v(z, y) dans g

ol A% est un ensemble contenu dans A et formé de courbes C (et de méme de
courbes C) correspondant & Dintégrale u (respectivement v) et issues des
points du segment

3= {2 =2; ¥ e(dy, Yo+a}.

Dans le cas ou Vintervalle {c,, d,) se réduit & un point y; € (Yo— @y, Yo +a,)
nous obtiendrons un probléme du méme type que dans 3° en admettant Phypo-
thése supplémentaire:

Uy(Tyy Y1) = Vy(%oy Y1) -

Démonstration. On se base ici, comme au débnt de la démonstra-
tion du théoréme 5 dans [1], sur la remarque suivante de A. Pli§:

Si: (a) le second membre de 1’équation (1) remplit 1a condition de
Lipschitz par rapport & 2z avec une certaine constante et par rapport
2 ¢ avec la constante M, (b) w et v sont des intégrales ayant dans 1’en-
semble (2) une différentielle totale, (¢) % (xzy, ¥) = v(x,, y) alors on. & ¥ = v
dans ’ensemble (2).

On déduit directement des conditions de notre théoréme et de la
remarque précédente que dans le cas des conclusions 1° et 2° on a bien
Pinégalité

w(z,y) >v(z,y) dans 4,

ou l'inégalité contraire.
Il résulte ici de méme que dans {1], en vertu de I'unicité des caracté-
17%
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ristiques dont sont formées les intégrales u et », que par chaque point
du domaine A4 il passe une seule courbe C (propriété A de [1]).

La courbe C est la projection de la caractéristique qui est située sur
la, surface 2 = % (%, y). De méme, par chaque point du domaine 4 il passe
exactement une courbe (, qui est la projection de la caractéristique
appartenant & la surface z = v(w, ¥).

En vertu de I’hypothése (3) nous avons |y'| < M, donc chaque
courbe O, et aussi O, a exactement un point commun avee la frontiére
de A, tant pour » > @, que pour = < %,. La propriété B (voir [1]) ne sera
pas nécessaire ici, car I’enveloppe £ du domaine 4, est formée unique-
ment de deux courbes C, et C, qui passent par les points Q,(z,, ¢,) et
Qq(m,, ;). C’est pourquoi il est possible d’affaiblir les hypothéses du pré-
sent théordme par rapport & celles du théoréme 5 de [1].

Il est clair, dans ce cas, que les courbes O, et aussi C, issues des points
du segment L forment le méme domaine 4,, puisque par chaque point
Q e 4, (ou1 A, est un domaine limité par les courbes C, et O, et par les
ensembles Z, et Z, déterminés sur la frontiére du domaine 4 par ces cour-
bes) il passe exactement une courbe aussi bien C que . Ces courbes,
en vertu de ’unicité des courbes C; et (,, ne peuvent avoir de point
commun avec¢ C; et C,, donc elles doivent passer par le segment L.

De méme chaque courbe C, et aussi C, issue du point @ et contenue
dans A—4,, passe par un point des segments K—L. Si ’on tient compte
des remarques précédentes, la démonstration des conclusions 1° et 2° est
presque analogue 4 celle du théoréme 5 de [1], c’est pourquoi nous ne la
donnons pas ici.

Pour la démonstration de la conclusion 3° remarquons d’abord que
deux intégrales quelconques u, et v, formées de caracteristiques et satis-
faisant aux mémes conditions sur un segment I C K pour # = z,, sont
identiques dans tout ’ensemble formé par les courbes C — correspondant
A ces caractéristiques — issues du segment I et situées dans A. Remar-
quons encore que les intégrales » et v satisfaisant anux conditions admises
dans 3° ont aux point du segment L des dérivées identiques wuy(a,, y) =
= vy(y, ¥). (Nous avons supposé cette égalité pour cas ol le gsegment L
se réduit 2 un point).

L’égalité des dérivées uy et vy aux points @ de L résulte immédiate-
ment de 1’égalité u = ». 11 est évident qu’aux points Q,(x,, ¢,) et Qu(xy, d;)
les dérivées u, et v, sont aussi égales, car ces dérivées existent et les
dérivées partielles & droite des fonctions u et v par rapport & ¥ au point @,
et celles & gauche au point @, sont égales. Mais, comme cette égalité reste
valable le long des courbes C, et C, issues des points @, et @, et les fonctions
% et v sont des intégrales de 1’équation (1), il en résulte tout de suite

., OU -
! —— i
I'égalité %% 5 dans tout le domaine 4,.
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Les intégrales % et v ont une portion commune des surfaces formée
de caractéristiques issues des points P(w,,y, % (2, Y), Uy(@, ¥)) pour
Yy € {0y, di).

Considérons deux segments: If = {&*=12); yYeYo—ay,c)} et I
= {® = %y; ¥ €(dy, Yo +a>} et définissons deux intégrales U et V. Nous
désignerons par U l’intégrale qui est égale & u (o, %) sur le segment K— 13
et & v(xm,,y) sur K—1f, définie de la maniére suivante:

ju(®,y) dans A} 44,
] x,y) dans AF.

Nous désignerons par V l'intégrale qui est égale & v(#,, y) le long du
segment K—13 et & u (2, y) le long de K—1f, définie comme il suit:

Vi )_{'v(w,y) dans  Af+4,,
1Y) = u{x,y) dans A%,

Ces intégrales satisfont & la conclusion 1° et, comme il résulte de 1°
et de la partie précédente de la démonstration, aux identités

u(@,y)= Ulx,y) dans AT+4, et wu(z,y)="V(e,y) dans 4, +4%,
v(z,y)=V{(x,y) dans A¥+4, et o(x,y)= Uz,y) dans 4,43,

Il en résulte immédiatement, par comparaison avec 1° la conclusion 3°.

Dans le cas oit le segment L se réduit & un point, les fonctions U et V
sont déterminées comme précédemment, leurs valeurs initiales étant
données directement sur les segments I} et I3,

Le domaine 4, se réduit alors & la courbe €, issue du point commun
des segments fermés I¥ et If.

Remarque 1. Au lieu des caractéristiques on pourrait prendre une
famille de courbes dont les propriétés seraient aussi satisfaites, en parti-
culier, par les caractéristiques. ‘

Pour une telle famille 4 on pourrait prendre les courbes 1 verifiant
les condictions:

(a) Par chaque point P du domaine D il passe exactement une
courbe A qui va de la frontiére d la frontiére de D et qui est définie par
les équations de la forme: y = ¢y (2), 2 = (%), ¢ = @(w) ol les fonctions
¢ (1=1, 2, 3) sont définies et continunes dans un intervalle (a, f8).

(b) Chaque courbe y = ¢,(«) ayant un point commun avec 4 satisfait
aux propriétés de la courbe C; elle passe donc par le segment K ayant
exactement un point commun avec la frontiére de 4, pour z > @, ainsi
que pour z < &,.

Les énoncés et les démonstrations des théorémes 1 et 2 ne change-
raient pas si dans le théoréme 1 nous modifions les conditions suivantes:
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1° Au lieu de () nous supposons que la fonction f vérifie la con-
dition de Lipschitz par rapport & z avec une certaine constante et par
rapport & ¢ avec la constante M dans l'ensemble (2).

2° Dans (B) nous laissons l’inégalité (3).
3° Dans (¢) O désigne une courbe définie dans (b).

4° Dans () les intégrales u et v sont formées de courbes i dans I'en-
semble (2) dans le méme sens que pour les caractéristiques. Mais, en ad-
mettant ces hypothéses, il faudrait évidemment savoir si, en dehors du
cas oll les intégrales w et v sont formdes de caractéristiques, d’autres cas
sont encore posgibles, ol les intégrales u et v de 1’équation (1) formées
de courbes A existent sous les conditions ainsi affaiblies.

Bn appliquant maintenant la remarque de A. Pli§ et la méthode de
la démonstration du théoréme 1 dans [2] pour le cas 2, p. 5-9, nous allons
démontrer le lemme suivant:

LEMME 1. 8i Pon suppose que les conditions (a), (b) et (c) de la remarque
de A. Pli$ sont remplies dans Vensemble (2) et que |f,| < M, alors Dinégalité
u(Q) > v(Q) (dans le cas o% u(zy, y) = v(x,, y)) & liew pour chague point Q
de (2) (différent des points Qf (zy, yo— @1) € Q%%y, Yo +a;)) en lequel les
dérivées uy(Q) et V,(Q) sont différentes.

(O résulte immédiatement des Théorémes 2 et 3 qui suivent, et de
la remarque 3, que dans ce cas aux points ¢, et ¢, on peut méme avoir
Dégalité %(Q) = v(Q)).

Démonstration. I1 résulte des hypothéses (a)-(c), comme nous
le savons déja, que u = v dans tout ’ensemble (2). Si donc @ est un point
intérieur de ’ensemble (2), il résulte directement du principe de 1’extrémum
que 1'égalité u(Q) = v(Q) entraine uy(Q) = v4(Q).

Par conséquant il résulte directement de la condition u,(@) # v4(Q)
que pour un tel point on a (@) > v(Q). Si & son tour le point Q(Z, 7)
appartenait & la face latérale de l’ensemble (2) et il était différent des
points @f et QF — on aurait donc o # x,—et si Dégalité u(Q)= v(Q)
avait lieu, alors le méme raisonnement que dans la démonstration du
théoréme 1 de [2], p. 5-9, aboutirait & une contradiction.

En se basant sur le lemme précedent on peut prouver le lemme
suivant.

LEMME 2. 8¢ Pon suppose que les conditions (o) et (B) du théoréme 1 sont
vérifiées (dome les hypothéses du lemme 1 le sont aussi), que les inmtégrales
u(®,y) et v(z,y) sont formébes de caractéristiques ainsi que ces intégrales
sont égales pour Vun des points QF et QF ou pour tous les deux et & Vintérieur
du segment K on a Vinégalité

'“'(‘vo: y) (z) Q)(wo, ?/) ]
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alors il en résulte Dinégalité
(@, y) (2) v(x, y)

dans Densemble (2) & Vaxception d’un points (ow de tous les deuw) QF et Q*
pour lequel u(@%)=(Q¥) (i=1,2).

Démonstration. Les courbes C et aussi C, définies dans le théo-
réme 1, issues des points  (différents de @+ et @3 et appartenant i l’en-
semble (2)), ne passent que par lintérieur du segment K, puisque les
dérivées y' satisfont & la condition |y’'| < M.

Aingi chacune de ces courbes —issue du point @ de la face latérale
de (2) —a exactement un point commun avec la face latérale de 1’ensem-
ble (2) soit pour @ > %,, 80it pour & < x,. Oes points sont différents de
Qf et Qf T s’ensuit des hypothéses qu'on peut appliquer ici le
lemme 1.

On sait, d’aprés le lemme précédent, que si 1égalité u(Q) = 2(Q)
avait lien en nn point @ appartenant & Uensemble (2) et différent de Q%
et @%, on devrait aussi avoir uy(Q)= v,(Q). Donc toutes les deux inté-
grales devraient &tre égales le long de la courbe commune C igsue du
point @ ct passant par l'intérieur du segment K, d’ol il résulterait une
contradiction aveec I’hypothése u (Z,v sur K. Ainsi, en chaque point @
différent de Qf et @2 et appartenant & l’ensemble (2), on a 1’inégalité
% (2.

Remarque 2. En tenant compte du raisonnement appliqué dans
la remarque 1 nous obtiendrons au lieu du lemme 2 un autre, aussi valable,
mais sous une forme plus simple.

LeMME 2. Si Uon suppose que les conditions du lemme 1 sont vérifides,
que les intégrales u(x,y), v(®,y) sont formées de courbes A ainsi que ces
intégrales sont égales pour un ou pour tous les deux poinis Qf et QF et & Vin-
térieur du segment K on a Vinégalité

u (@, ¥) 2y ¥ (%o, ¥)

alors il en résulte Dinégalité

u(@, y) () v(®, y)

dams Densemble (2) & Dewception d'un des points ou de tous les deux QF et QF,
pour lequel w(QF) = v(Q7) (i =1, 2).

Le lemme 2 résulte immédiatement du lemme 2.

Passons maintenant au cas ou les intégrales « et v sont égales au
point initial Q%z,, 4,) € K, mais leurs dérivées u,(@7) et v,(Q}) sont
différentes.
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Nous allong d’abord démontrer le théoréme suivant.
THLOREME 2. Admettons:
(«) que les hypothéses («), (B), (), (C) €t (n) du théoréme 1 soient verifiées;

(B) que
U (%o ) (-:<P) (@, y) dans  {Yo— a1, 1)

U(@gy Y1) = V(®g, Y1) POUr  Yye (Yo— Ay Yo +ay) ,
(% Y) (§) (@, y) dans (Y1, Yo+a1);

(Y) que uy(wy, Y1) # vy(2oy Y1)}

(8) qu'il ewiste dans 4 ume courbe continue I', définie par Déquation
y = @(x) issue du poini QUew,, y,) et ayant exactement un point commun
aveo la frontidre de A, tant pour @ > x, que pour ® < Z,, et telle que le long
de cette courbe Végalité u(z, o (x)) = v(z, @(x)) ait lieu;

(e) qu’on puisse choisir pour chaque point de la courbe I', contenu
dans A, un voisinage tel qu'en dehors des points de cetie courbe on ait w # v.
Mais pour un point Q(z, %) de cette courbe commun avec la frontiére de A
nous admettons cette propriélé, dans le cas ol T < x,, seulement pour une
portion commune dun voisinage du point @ avec A et avec wn voisinage
& droite défini par les inégalités:

IT<0<Z+6, [F—yl<d o 6>0.

Dans le cas ot T > ®, nous admetions celte propriété dans la portion
commune de A avec un voisinage & gauche du point Q défini dune fagon
amalogue.

Dans ces conditions la courbe I' contient fous les points situés dans A
pour lesquels w = v. Elle partage le domaine 4 en deuw ensembles A, et A,
els que

a) dans Ay ({Yo— ag, ¥1) C 4;) nous avons Pinégalité uw 2, v et
b) dans Ay (Y1, Yo +a:> C 4y) nous avons Vinégalité u S, v.

Démonstration. La courbe I' forme dans 4 un ensemble fermé
et borné. Il résulte done du théoréme de Borel sur le recouvrement d'un
ensemble fermé et borné, qu’il suffit d’un nombre fini de cercles ouverts
pour la recouvrir. Tous les points de I' sont contenus & lintérieur de ces
cercles. Les intérieurs de ces cercles avec la portion restante commune
des voisinages (d’un seul c6té) des extrémités de cette courbe, en excluant
pour le moment les segments situés sur deux lignes de la forme @ = I,
forment un ensemble dont la portion située dans 4 constitne un domaine.

La courbe I" partage ce domaine en deux portions: D, pour ¥y < ¢()
et D, pour ¥y > @(x). Dans le domaine .D; on a entre les intégrales 1'iné-
galité u (Z,v. Car si en un point Q' e D,, n’appartenent pas au segment X,
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on avait 1'inégalité contraire »(Q’) S, v(Q’), alors en joignant ce point
par une courbe continue, située & 1’1ntér1eur de D,, & un point contenu
dans K-D,, ou d’aprés ’hypothese u (2y v, on arriverait 3 la conclusion
que dans D; il doit se trouver un point de cette courbe ol » = ». On
arriverait ainsi & une contradiction avec I’hypothése (¢). On déduit de la
continuité des intégrales u et v et de la derniére partie de ’hypothése (e)
que la méme inégalité a lieu aussi sur les portions ouvertes des segments
exclus ci-dessus, pour lesquels y < ¢ ().

Si donc nous désignons par Df un ensemble obtenu en adjoignant & D,
ces Segments, nous pouvons constater bridvement, comme conséquence
des raisonnements précédents, que

wZys dans Dif.

On démontre pareillement qu’on a aussi I'inégalité
[/ (§ y dans .D; .

La construction de D3 pour ¥ > p(z) est analogue a celle de DY pour
y < gla).

Dans la suite nous allons considérer les trois cas suivants:

1. La courbe I' a, par exemple, pour & > z, un point commun avec
la frontiére de 4 sur la droite x = x,+c¢ (le raisonnement pour 2 <z,
sera analogue) en n’appartenant pas & la face latérale de 1’ensemble (2).
Il s’ensuit de la premiere inégalité de (B) et de la partie préliminaire de
la démonstration qu’il existe un nomnbre z > z, tel que dans 4, pour
2y < & <2 on a l'inégalité

>
Uy v.

Nous montrerons que cette inégalité est remplie dans toute la portion
de ’ensemble 4, déterminée pour z, < = < 7, +¢.

Dans le cas contraire nous désignerions par z’' la borne supérieure
des 2 en lesquels cette inégalité a lieu.

Alors on aurait @, < &’ < 2, +c¢ et par conséquent il existerait un
point Q'(@, y') € 4, tel que uw(Q') = v(Q’) et u(Q) Ty v(Q) pour z, < 2 < 2'.
Nous allons démontrer qu’un tel point ne peut exister. Sinon on pourrait
le placer dans la fermature d’un petit trapéze (de cotés paralléles & ceux
du trapéze défini par les inégalités: zy < ¢ < &y ¢, [Yy— Yo| < ay— M|v— 24])
qui serait contenu entiérement dans 4, et sur son c6té plus long, paral-
lele & K, l'inégalité u 2, v aurait lieu. Mais alors, d’aprés le théoréme 1
de [2] cette inégalité devrait aussi avoir lieu pour les autres points du
trapéze, donc au point @', ce qui est contraire & I’hypothése % (Q’) = »(Q").
(On peut toujours en fermer un tel petit trapéze dang un certain ensemble
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du type (2) (contenu dans (2)) dont la portion pour &, <z < %, +¢ (ou
I'ensemble entier) serait contenue damns A4,).

La construction d'un tel trapéze fermé est possible grice 3 1’existence
de ’ensemble D et & I’inégalité ¢ < a. On démontre tout & fait pareille-

ment que %S, v dans 4,.

2, La courbe I' a un point § commun avec la face latérale de l'en-
semble 4 dans le cas ol @, < & < @, +¢ (dans le cas oll my—¢ < & < &, le
raisonnement est analoque). Soit @ situé sur la portion de la face latérale
a laquelle est adjacente la portion de 4, définie pour » > x, (dans le cas
inverse le raisonnement est pareil). Alors, presque de méme que dans le
cas 1, on obtient da,ns 4, Vindgalité » (Zyv. On démontre comme dans
le cas 1, qu'on a %Sy o pour les points de 4, pour lesquels o, < < 7.

Mais sur le segment I, I, qui est une portlon commune de la droite z = Z
et de ensemble 4, on a 1’1néga.11té 4 (S, v aux points différents de §, et
au point @ on a u(Q) v(@). Sur le segment [ et dans la portion de A4
pour ¥ < @ < &, +c¢ les hypothéses du lemme 2 sont vérifiées. Il en résulte
que dans cette portion de A on a aussi pour les points @ # @ V'inégalité
U (>) v, car ¢ << @.

3. @ est un point commun de la face latérale et de la droite z = x,+¢
(pour # = @,— ¢ il en est de méme).

Alors la démonstration pour 4, serait la méme que dans le cas 2,
tandis que pour 4, elle serait la méme que dans le cas 1 pour 4,, ou in-
versement, suivant que le point @ serait un point limite de la face latérale
et appartenant & 4, ou, en particulier, & 4,.

Remarque 3. Les dérivées uy et vy ne peuvent étre égales en aucun
point de la courbe I

En effet, dans le cas contraire, si elles étaient égales en un point
quelconque — évidemment différent de Q(w,, y,) — il résulterait de
I’hypothése (e) et de 'unicité des caractéristiques que la courbe I' gerait
la projection d'une caractéristique commune aux deux surfaces z= u
et z = ©v. Donec au point Qf la relation u,(Q%) = v,(Q!) devrait aussi avoir
lieu, d’ott il résulterait une contradiction aveec '’hypothése. Si on omettait
méme l’hypothése (e), la remarque précédente résulterait aussi unique-
ment des hypothéses précédentes. En outre il résulte de la condition ()
et des remarques précédentes que la différence u,— vy, ne change pas de
signe le long de la courbe I

Remarque 4. On pourrait un peut étendre 1’énoncé du théoréme 2
en admettant dans 'hypothése (B) la possibilité de 1’égalité entre les
intégrales u et v aux points @f et QF, qui bornent le gegment K, et en
conservant les autres hypothéses sans les changer. Alors, en ge basant
gur le lemme 2 et sur la démonstration du théordme 2, on obtiendra une
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conclusion ne différant de la précedente qu’en ce que les intégrales u et v
seront égales, hors de la courbe I', encore aux points QF et Qf.

TEEOREME 3. 81 U'on suppose que les conditions (o), (B) 6t (v) du théo-
réme 2 sont remplies simultanément avec la condifion supplémentaire que
les deuw intégrales w et v possédent des dérivées uy et vy continues, alors
Densemble des points dans A pour lesquels u=v est une courbe I'. Hlle partage
le domaine A én deuw ensembles 4, et A4, tels que

a) dans 4, on a Vinégalite u 2y v
et

b) dans A, on a Vinégalite u S, v.

Démonstration. Il résulte des hypotheses sur les fonctions % et v
que la fonction % (z, y)— v(#, y) s’annule au point Q¥(x,, ¥,) et qu’elle a dans

un voisinage de @3 une dérivée a__(ua; v)
Done, en se basant sur le théoréme des fonctions implicites, on trouve
dans un voisinage de ce point qu’il existe une seule courbe I'" (y = @(z)) le
long de laquelle w—ov=0. L'galité v—v = 0 n’a lieu en auncun autre
point de ce voisinage. Supposons que pour z > z, (pour z < , la démon-
stration est analogue) la courbe I' puisse étre prolongée jusqu’a Z. Si la
courbe I" existait dans l'intervalle fermé {z,, ) et ancun des points de I
n’appartenait & la frontiére de 4, évidemment elle ge laisserait prolonger
4 lextérieur de cet intervalle, puisque d’aprés la remarque 3 on
a o(u—w)

9y

Nous allons montrer qu’elle se laisserait aussi si ’intervalle <{z,, %)
était ouvert & droite.

Les deux cas suivants peuvent se présenter:

continue et différente de zéro.

# 0, au point @.

1. Il existe une limite limgp(z) = 7. Alors il résulte de la continuité
T—rr—

de u—v que la différence u—v s’annule aussi au point Q(%,7) et que
uy(@) # vy(Q) (A’apreés la remarque 3), donc le procédé du prolongement
peut étre continué.

2. @(x) pour z->%— n’a pas limite & gauche. Alors il existe des limites:

Liminfe(x) = ¢ et limsupgp(z) =d (¢ < d) telles que les deux points
Tz — =L —

0.(Z, ¢) et 0y(%, d) devraient appartenir & 4, car dans le cas contraire la
courbe I" aboutirait & la face latérale de 4, done elle arriverait & la fron-
tidre de 4 déjs avant d’atteindre %

Il résulterait alors de l'existence des limites précédentes, ainsi que
de la continuité des fonctions ¢ et u—v et de 'égalité wufz, ¢(z)) =
= v(m, qa(w)) dans Vintervalle {z,, ), que ’égalité u—v = 0 aurait aussi
lieu gur le segment [ = {# = Z; ¥ € {¢, d>}. De la il g'ensuit, tout pareille-
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ment comme dans le cas 3° du théoréme 1, qu'on aurait aussi 1’égalité
uy—vy = 0 sur ce segment (¢ < d). D’autre part, le long de courbes ¢
issues de ce segment il y aurait aussi égalité entre les intégrales u et »
de méme qu’entre leurs dérivées uy, et vy,. Mais comme les courbes O
passent par le segment K on arriverait aussitét & une contradiction avec
Phypothése (B) du théoréme 2, qui est aussi contenue parmi les condi-
tions du théorsme 3.

On voit done, d'aprés les considérations précédentes, que la courbe I’
peut &tre prolongée de la frontidre & la frontiére de A et qu’elle remplit
les conditions (8) et (e) du théoréme 2. On peut aussi, en particulier,
facilement montrer que pour les points qui bornent la courbe I' et appar-
tiennent & la frontidre de 4 les conditions de ’hypothése (3) du théoréme 2
sont augsi remplies, car en ces points on a aussi a(ua; 0) # 0. Il en résulte
que la conclusion du théoréme 3 découle de celle du théoréme 2.

Remarque 5. Si I'on menait & partir du point Q3(z,, vi) des seg-
ments situés & 'intérieur de (2) et paralléles & ceux de la face latérale de
I’ensemble (2), la courbe I' ne pourrait avoir avec ces segments d’autres
points communs que @7. Cela résulte presque immédiatement de P’appli-
cation du lemme 2. On voit done qu’il suffit de supposer dans le théordme 3
la continuité des dérivées uy et v, uniquement dans ’ensemble Z com-
posé de la somme d’un voisinage du point @} et des ensembles apparte-
nant % (2) et contenus entre les segments issus du point @7, paralléles aux
segments de la face latérale de I’ensemble (2).

Remarque 6. 8i & l'intérieur du segment K il existait n points tels
H{u—n)
%
aux points voising et si 'on avait des inégalités fortes sur les segments
entre ces points ou bien entre ces points et les points limites de K, les
mémes inégalités auraient lieu dans les ensembles déterminéds par les

courbes I'y (¢=1,..,n) issues de ces points.

Il est évident que deux courbes voisines I'y et I';.; ne pourraient
avoir de points communs dans 4, quel que soit ¢ =1, ..., n—1, puisque
cela serait incompatible avec leur unicité, qui résulte de ce que l'on a, le
o(u—n)

oy
% = v aux points limites de K, ces deux points limites s’ajouteraient aux
points précédente des courbes I, pour lesquels w = v, ce qui résulte du
lemme 2.

On aurait un cas tout & fait pareil & celui de la remarque 6 si les
dérivées uy et vy étaient égales en quelques uns de ces points. On pourrait
anssi s’occuper de la recherche d’antres propriétés de la courbe I

¢taient contraires

que @} et si ’on supposait que les signes de

long de chaque courbe I,

# 0. 8i Pon supposait encore 1’égalité
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