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Une propriété des solutions de I’équation linéaire du
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A la mémoire de Mieczyslaw Biernacki

1. Considérons I’équation linéaire normale du type parabolique

1) Fu) = ) ai(t, X) e+

ii=1

m
+ D) belty Xyl +o(t, X)u—ui =1(8, X) (a5 = az) -
k=1

Nous supposons que les coefficients de I’équation (1) et la fonction f(¢, X)
sont déterminés dans une couche 0 <t < Ty, X e £™ (E™ étant 1’espace
cartésien & m dimensions), les coefficients a;;(t, X) y étant bornés et la
forme

m
AL A} = D) ai(t, X) iy
4i=1
définie positive. Quant aux coefficients bi(t, X) et ¢(t, X) nous admettons
I’existence des nombres A,, B,, A, >0 et B, > 0 tels que l’on ait

(2) et X) < AJXP+ By, |bi(t, X)| < AJX|+B, (k=1,..,m),

m
ou |X| =i§ @z .

Dans un travail récent [2] j’ai étudié un cas particulier de I’équa-
tion (1), & savoir

(3) Au—uj+e(t, X)u=0,

en appliquant la solution fondamentale de 1’équation (3) correspondant
au cas ou lon a ¢(¢t, X) = a|X|2+ B (a > 0), déterminée par A. Szybiak
(voir [3]; voir aussi dans [2] une remarque concernant 1’observation de
A. Szybiak a propos le sujet de cette note) j’ai fait observer que si ’on



210 M. Krzyzanski

a ¢c(t,X)>a|X2P+8 (a>0) et si u(t, X) est une solution de (3)
de classe E, ('), déterminée dans une couche 0 <t< T, Xeé™ ou
T < min(T,, c/4 Y A,), telle que u(0,X)>pu, p étant une constante
positive, alors ~

u(t, X) > p(cos2y at) ™ exp [% |X|2tg2;/5t+ﬂt] .

Dans la présente note nous allons démontrer un théoréme concer-
nant une évaluation analogue relative au cas général. (2)

2. Nous supposons que les coefficients de I’équation (1) satisfont
aux hypothéses précisées au n° 1. Nous allons démontrer le théoréme
suivant:

THEOREME. Nous supposons Uexistence des mombres a> 0 et p tels
que Don ait

(4) a| XP+B <elt, X) < AJXP+ B, pour (I, X)elX,

X étant une couche définie par les inégalités 0 <t < T, X ¢ E™. Soit u(t, X)
une solution de Déquation (1) réguliére (3) et de classe E, dans la couche X.
Si Von a f(t, X) < 0 dans Dintérieur 2i de X et w(0, X) > u pour X ¢ ™,
u étant un nombre positif, il eriste deux nombres 1> 0 et v lels que

(5) u(t, X) = pexp[A| X2t 4+9t] pour (I, X)e 2.
Démonstration. Posons
(6) u(t, X) = o(t, X)exp[4| X |2t + 1],

A > 0 et v étant des constantes que nous allons déterminer convenablement
dans la suite de la démonstration. La fonction v (¢, X) satisfait dans 2%
4 une équation de la forme

(7) f_f(v) = 2 aij(tr X)v;;l';"i‘ sz(t’ X)v;k—l-a(t? X)'v—'v; = 7(t7 X)
1,7=1 k=1

ot f(t, X) <0 et a la condition initiale
(8) v(0, X) =u(0,X)>u.

(1) Nous appelons clagse E, une classe de fonctions F(f, X) satisfaisant 2 une
inégalité de la forme |F (¢, X)| < MexpK|X|%, oo M et K sont des constantes non
négatives qui dépendent en général de la fonction F (¢, X) elle-méme.

(?) Je viens d’apprendre qu'un pareil théoréme a été démontré par M. P. Besala.
Ce théoréme concerne une évaluation plus précise, mais 1'’Auteur y fait des hypothéses
plus restrictives. Il sera publié dans un travail de M. P. Besala, qui va paraitre au Col-
loquium Mathematicum.

(®) C’est-a-dire continue dans la couche X et admettant des dérivées du premier et
second ordre par rapport aux variables «; et une dérivée premiére par rapport i ¢, con-
tinues a l'intérieur de ZX.
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Il est aisé de démontrer moyennant un simple calcul que les coef-
ficients bi(?, X (k=1,..,m) et ¢(¢, X) satisfont & des conditions analo-

2+ bult, X)| < A X|+B, (k=1,..,m),
,=0et B,>0 étant des constantes. On a, en particulier

A,, B,,
&(t, X) _4,1%2“21 a,,miw,-}—zlt[Za,,-i- kzl’bkm,,] —ANXPP—v+ o
il existe un nombre‘ B > 0 tel que l'on a
2 B(m+ | X2,

donc
c(ty X) = —2ABT(m+ | X]P)— A X|*—v+al| X248

= (a—A—2AB8T) | X2+ (f—v—2ABmT) .
Nous choisissons les nombres 1> 0 et » de fagon que l'on ait

a—A—=2BT >0, L—v=2VBmT >0
On a alors

(10) c(t,X)=>0 pour (¢, X)e 2t

Posons ensuite
o(t, X) = w(t, X)+p.

La fonction w(t, X) satisfait, d’aprés (10), a ’inégalité

(11) F(w) = (¢, X)—&(t, X)u <0.
L’inégalité (8) entraine 1’inégalité
(12) w(0,X)>0 pour Xec™.

I1 résulte de (9), (11), (12) et du théoréme 1 de [1] que w(t,X)>0dans 2
d’ou il suit que v(f, X) > x. On a donc, en tenant compte de (6), 1iné-
galité (5). Le théoréme est ainsi démontré.
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