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Résumé. On étudie ici les théordmes d’identité pour les fonctions G-analytiques
et pour les fonctions analytiques. On donne en particulier une condition nécessaire
et suffisante pour qu'il existe des ensembles dénombrables (de suites convergentes)
qui ne peuvent pas étre des zéros d'une fonction analytique non identiquement nulle.

1. Soient E, F des espaces vectoriels topologiques (e.v.t.) sur le corps
K (K= R ou C), localement convexe. Soit P(F, F) ’espace des poly-
némes homogenes continus. Si U est un ouvert dans E, on note &/ (U, F)
(resp. (U, F)) Pespace des fonctions analytiques (resp. G-analytiques)
dans U & valeurs dans F (cf. [1]).

D¥rFInNITION. Un ensemble A < E est appelé localement déterminant
en ac¢F pour les fonctions analytiques (pour les fonctions G-analytiques,
pour les polynémes homogénes continus respectivement) si pour tout
voisinage connexe U de a¢FE et pour tout fe(U,F) (feAg(U, F),
feP(E, F) respectivement), on a l’implication suivante:

flany =0=f =0.

Nous allons supposer que a = 0eE. D’abord nous allons donner
quelques remarques:

Remarque 1. La propriété ,étre un ensemble localement détermi-
nant en aeF pour les familles considerées” ne dépend pas de l’espace
des valeurs ¥ ([2], Proposition 1). Nous pouvons donc remplacer .F' par
le corps K.

Remarque 2. Si 4; < E,; (+ = 1, 2) sont des ensembles localement
déterminants en a,eE; pour les fonctions analytiques, le produit 4, x 4,
est un ensemble localement déterminant en (a,, a,)eE, X E; pour les
fonctions analytiques dans des ouverts de F; X E,.

Remarque 3 (Proposition 6.6.I, [1]). Un ouvert A < E est un

ensemble localement déterminant (en tout point aed, ou 4 désigne 1’adhé-
rence de A) pour les fonctions analytiques.
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La démonstration de la remarque 3 donnée dans [1] pour les fone-
tions analytiques et pour un ouvert s’étend sans aucun changement
aux applications @-analytiques et & un ensemble absorbant (), c’est-a-dire
un ensemble absorbant A < E est localement déterminant en 0e¢FE pour
les fonctions G-analytiques, d’autant plus A4 est localement déterminant
{en 0cE) pour les fonctions analytiques.

Remarque 4 ([1], Proposition 6.6. IT). Soit ¥ un e.v.t. réel. Un ouvert
‘A < E est localement déterminant en tout point aed pour les fonetions
analytiques dans des ouverts de la complexification £ = E+4iE.

En répétant la démonstration de la remarque 4 on peut dire que
tout ensemble A absorbant dans un e.v.t. réel E est localement déter-
minant en 0 pour les fonctions G-analytiques définies dans des ouverts
de la complexification E, d’autant plus pour les fonetions analytiques
définies dans des ouverts de .

II. On sait bien que dans le cas ol la dimension de E est finie, il
existe des suites convergentes (p.ex. vers O¢Z) qui sont localement déter-
minantes (en 0¢E) pour les fonctions analytiques, mais lorsque la dimen-
sion de F est infinie la situation est différente. En effet, nous allons rappeler
ici sans démonstration (2) le théordme suivant:

THEOREME 1. Soit E un e.v.t. sur K, localement convewe, métrisable.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il ewiste des suites comver-
gentes (p.e@. vers 0¢E) localement déterminantes (en 0e€E) pour les fonctions
analytiques est que E soit séparable.

THEOREME 2. Soit E un e.v.t. sur C. 8i A < E est un ensemble loca-
lement déterminant en 0eE pour les polyndmes homogénes continus, el que

(1) acd, teC, || =1=>tacd,

alors A est localement déterminant en 0eE pour les fonctions analytiques.

Démonstration. Soit feo/(U, C) une fonction s’annulant sur
ANVU, ol U est un voisinage connexe de 0¢E. Sans diminuer la généralité
nous pouvons supposer que U est un voisinage balancé tel que A < U.
8i f = ) f. est un développement de f en série de polynomes homogénes

k=0
continus, alors pour tout a¢A4 la fonction d’une variable complexe

oo

9(t) = f(ta) = D t*fi(a)

k=0

s’annule pour {|t| = 1}. Ainsi pour tout aeA et pour tout k¥>0, on a
fx(a) = 0. Done f,, = 0 pour tout k>0 C.Q.F.D.

(!) On peut trouver dans [5] la définition d’un ensemble absorbant.
(?) Voir la démonstration dans [2].
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Remarque 5. Soit F un e.v.t. sur C. En raisonnant comme pour
le théoréme 2, on démontre qu’un ensemble A < E localement déter-

minant en 0e¢E pour P(E, C) et satisfaisant & la condition suivante:

(2) pour tout aeA correspond un ensemble de complexes {t;: [f;| = 1}
dénombrable tel que t;acA pour j > 1, est localement déterminant

en 0e¢E pour les fonctions analytiques.

J. P. Ramis ([4], Proposition II.1.1.3) a prouvé le théoréme suivant
(bien connu dans le cas ou £ = C"):

THEOREME 1 ([4]). Soit U un ouvert conneme dans un espace de Banach
complewe. 8i 8 est un ensemble analytique dans U, alors U —8 est vide, ou
bien U — 8 est un ouvert connexe et dense dans U.

Ce théoréme, d’ailleurs valable dans les e.v.t. localement convexes
sur C, implique la propriété siuvante:

COROLLAIRE. Soit A un ensemble d’un e.v.t. sur C, localement convexe,
tel qu’il emiste un ouvert conneme W = @ et tel que W — A n’est pas conneve ().
Alorg A est localement déterminant en un point acA pour les fonctions
analytiques.

Démonstration. Sans diminuer la généralité on peut supposer
que l'intérieur de A est vide. Comme W — A n’est pas connexe, il existe
dans W—A des ouverts W, et W,, non vides, tels que W,nW, =0
ot W—A =W,uW,. Alors W,uW,=W—A =W, oo W, (i =1,2)
désignent les adhérences par rapport & W. La connexité de W implique
qu’il existe un point ae W,NW, = @. Remarquons que acA, car W,NnW,
= W,nW, = 3. Puisque pour tout voisinage connexe V de a 1’ensemble
(V-A)nW = (W,nV)u(WynV) n'est pas connexe, en vertu du thé-
oréme I l’ensemble A est localement déterminant en a pour les fonctions
analytiques. C.Q.F.D.
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